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Euleri Op. Anal. Tom. I. A.
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• • • •
; * * * * * $ * & :
D E S E R I E B V S ,
IN ' QviBvs '
PRODVCTA EX BINIS TERMINIS CONTIGVIS
DATAM CONSTITVVNT PROGRESSIONEM.
i
* * * . . . . . . . . . . - • ;^ • *
Po- progreffione numerorum quacunque:
A, B, C, D, E, F, etc. • s *•
quaeftio, quam hic traétare ftatui, in hoc confiftit, vt in
veniatur eiusmodi feries : -
a, b, c, d, e, f, etc.
in qua fit: -
ab= A; b c= B; c d= C; de=D; ef=E; fg=F; etc.
vbi, etfi numeri A, B, C, D, etc. fint rationales, fatis
que fimplici lege procedant, plerumque fieri, folet, vt nu
meri a, b, c, d, etc. euadant adeo maxime tranfcenden
tes. Euidens autem eft totum negotium ad vnicum ter
minum huius feriei freuocari; quippe quo cognito reliqui
omnes facillime definientur: inuento enim primo a reliqui
ita fe habebunt: -.:., ^ * _ „. ;31 Y *. , J * . ' .
. i, — A..— * . . d — c. • — P.i ' ' •
A 2 . - Dupli
*
_ •
-*** ) * ( **
Duplicem autem ad folutionem huius quaeftionis patere
viam obfervavi, quarum altera interpolatione certae cu
iusdam feriei abfolvatur, altera autem, quae magis direéta
videatur, ad fraétiones continuas perducatur, quae duae
methodi cum diuerfo plane modo negotium conficiant,
earum collatio haud contemnendas proprietates patefaciet.
Vtramque igitur methodum feorfim exponam, deinceps,
quae fuerint eruta, inter fè comparaturus.
Methodus prior,
interpolatione innixa.
§. r. Confideretur feries, ex quaefita hoc modo
formanda: -
It 2. 3 4. 5. 6. *y -
a, ab, a b c, a b c d, a b c de, ab c d ef, a b c de fg, etc.
quae ob - - , , • ' . -
a b — A, b c — B, c d= C, d e = D, ef= E, etc.
in hanc abibit formam: a
- I. 2 3 4- 5 6. -7 .
a; A; a B; A C; a B D; A C E; a B D F; etc.
cuius ergo termini , locis paribus conftituti, ob progreffio
nem A, B, C, D, etc. datam, per fe innotefcunt.
§. 2. Cum ergo progreffio terminorum alter
I)OTllII1
A; A C; A CE; A C E G; etc. . • i
fit cognita, eius interpolatio ad verum valorem termini
quaefiti
-*53 } s ( $•
quaefiti a manuducet. At ifta progreffio femper ita eft
comparata, vt in. infinitum continuata cum eiusmodi pro
greffione fimplici confundatur, cuius interpolatio nulli am
plius difficultati fit obnoxia. Plerumque autem illa pro
greffo in infinitum produéta in geometricam abire folet,
ita vt interpolandi fint medii proportionales inter binos
contiguos. -
§. 3. Si ergo feriem
a , A , a B, A C, a B D, A C E, etc.
totam vt geometricam fpeétemus, indeque terminos me
dios definiamus, ab initio multum fortaffe a veritate aber
fabimus; fed quo longius progrediamur, eo propius ad
veritatem accedemus, quam tandem in infinito plane af
fequemur. Hinc fequentes determinationes ad verum con
tinuo magis appropinquabunt : -
— A A. — A A CT
a a = £ a a = =;;
— A A C C , — A ^ C CE
a a = £5 a a = ääïíô
_ A A C C E E. — A A C C E E G. i
a a — EET DET at a = *ÄÈÉÉÉ*>
CtC, €tC..
Sicque revera in infinitum progrediendo erit
A 9. 9 £. £9. 9 I. !!.. etc.a a = A. BIB. * f) D * F p * HH * KK.
§. 4. Expreffo haec infiuitae verum valorem ipfi
us a cxhibet, quoties progreffio numcrorum A, B, C, D,
etc. ita eft comparata, vt tcrmini infinitefimi inter fe ra
tionem aequaliuatis, teneant, illiusque expreffionis faétores
tandem in vnitatem abcant. Vcluti fi pro. A, B, C, D,
etc. feries, numerorum, naturaJitiºm accipiatur, vt fit •
*. A 3 a b
•»33 ) 6 ( §#3<•
a bi- I, b c= 2, c d- 3, d e=4, e f= s, fg = 6, etc.
erit
- a a — '• *. *. *. 3. 7. 2: ?. ?. !!. ' '• '*. etc.
2. *" 4. 4 6. 6 8. 8 1 o. 1 o 1 2 i z.
Conftat autem hoc produ&tum infinitum, pofita ratione
diametri ad peripheriam = 1 : T, effe = #, ita vt fit
- • - mr . — 2 V a . — s V tr. -
a= Y #, hincque b V 7; c = Š; d = £7; ctc.
§. 5. Haec ergo feries numerorum tranfcendenta
lium lege quadam vniformitatis procedit , quos numeros




diff. r. | diff. 2. | diff. 3.
4 – O 88 - - -
íE ::::::: 433**93] 1 , »954;— • » 34-24-55O 5472 I 5
¢ = I, 595 769o 58 25 3o- - • » 284 2 O2O 2 1 772 o
d= I, 87997 1 o 247*72 1 o 3648 I o I I o3 I 7
= a, 1 37392ojî£7 254493;=; 6 2 2 2 2 7 r 7 I Q OO 5 O 6444-3
f= *, 3499337] 333.634] 39395°] T
£= ** 5533 394], §§3,43] '48738
b E 2, 74 I 6243
Si enim pro a alius quicunque numerus affumeretur, ex
eoque fequentes definirentur, in differentiis ingentes faltus
effent apparituri. *
§. 6. Eodem modo negotium procedit, fi pro
numeris A, B, C, D, etc. quaecunque capiatur progreffio
arithmetica. Quaerenda enim fit feries a, b, c, d, e, etc.
ita vt fit
a b
•*£33 ) 7 (. $3<
• ab=p; b c=p-+q; c d =p-+- 2 q; de=p+ 3 q; etc.
§ quia termini infinitefimi ad rationem aequalitatis acce
dunt, erit - - -
* {FFTp-+-Tj)- ÜBEFjJ(F-+- 3 jj* (5 LIBETÉj
cuius expreffionis valor ita per formulas integrales exhi
beri poteft, vt fit
/zP-*-*—' dx : V(r — : a)
fzr- ' d z : V (1 — z**)
pofito poft vtramque intcgrationem z = I.
a a = p p (p-* 3 6) . (p-+- ^ ^) (p-4- * q) £*-* 1)? -E* 2. etc. *-.
a a = p.
§. 7. Si pro A, B, C, D, etc. fumatur pro
greffio mixta ex arithmetica & harmonica, vt talis feries,
numerorum a, b, c, d, e, etc. fit inuefliganda:
a b = £; b c = £#j; c d = £##3; d e = £##3; etc.
-*
F-+- s ? r-- 2 s ? F-+- Es ?
quia & hic numeri A, B, C, D, etc. ad rationem ae
qualitatis conuergunt, erit
a a — 2. ? £r-*-*)!p-+*£}{r-*-?.%?* a £)(r* s *) (p* • ®(r* s *' etc. *
— F* FF=EF+• ωφ+4)* (r-FREIFFEIFFATE) ~~
cuius valor vt fupra colligitur :
p. f*p*a- dz : V(1 — z' *)./z*-' dz: V (1 — z**)
7* f:?-' dz : V(I — :**) .fz'**-' a3 : V(AE:*)
vbi iterum poft integrationem poni oportet z = 1.
4 (2 -
§. 8. Si fuerit $ = q, numeri A, B, C, D, etc.
continuo propius ad vnitatem accedunt, eique tandem
fient aequales. Vnde cum feriei
a, A, a B, A C, a B D, A C E, etc.
termini
, ••&#3 ), 8. ( $•
termini infinitefimi inter fe aequales fint confendi , iade
concludetur
a — p. £-*- • g)(r-*-4). (P-*-*3)fr-*-* 42.9-*-* ^y£r-*- 332. etc.
r * (p -+- q) (r + z q) ' (p-+- s q) (r -+- 4 q)* (p +- s q)(r-+- 6 q)
quae expreffio etiam ita referri poteft:
a = q (r -+-0). (P-*-* q}(r-*- * ^). (P-*- * q) (r -+-34) etc.
T(F-+-J) * (r -+-7 qJTF-+- 3T) ' (ΓΓ{q)(p-- 5])
cuius valor per formulas integrales eft:
_fzr- i d z : V (r — :**)
*=7=7; V (1 — zT)'
§. 9. . Hinc etiam cafus, quo s & q funt inaequa.
les, facilius expediri poteft. Sit enim s = m n q, ac pona
tur r = n m t; tum vero ftatuatur:
— « . 1. — B. ^ — Y. a — * . • — • .
a = £; b = i;;. c = £; •— ; , e = i ; etc.
eritque per conditionem praefcriptam :
— P • — £ -+- 4 : — p -+- ? q • X . — p-+- s q.
' ex cuius convenientia cum praecedenti eft
a. — P (t -+- q). (P-t • ®'f -+- 3 1). (p-*- * q)(t-f- 3 d) etC” T t P T (t -- 2 q)(p +- s q) ' (i + , q) p -{- T •
ideoque
_ f •'-' d z : V (1 — 2**)
*=JEREZ = V (1 — z**)*
§. I o. Cum igitur fit
m — V * : t — % r et a — 4 V3q ? s. v 5 ?
erit pro cafu in §. 7. expofito:
- a — V4 t fr -+- 3) . (p-*- ^ q) (r-+- s 3). (p -+- * q) (r -+- 5*)WS* 7TF-Fq)* (FE7$)T-E$q)* FS){FF5qj etC,
aC
•»33 ) 9 { $$<• -
ac per formulas integrales:
%!.—
v, /27 * d * : V(, — z*?)
Vi- TAFAAEV(ΓEΣT) '
vbi fi. in numeratore pro z? fcribatur z*, fiet
a — y./*— **i%9 =*?,
Vä* fz?— , a z : V (1 — z' *) -
cuius ergo quadratum aequetur neceffe eft formulae fupra
inuentae, ita vt fit -
, /z'-' d z : V (1 — 2**) _ , . [***T' d ° : Y(x — **)
7 JE-T d : : V(. — £j- 7* /z-**-* d z : V(i— :**y
4 c
§. 1 1. Harum ergo formularum confenfus cafu,
quo poft integrationem ftatuitur z = 1 , fequens nobis
fuppeditat Theorema: .
g?- * d : ,.:?-+- 4- ' d : zzr- * d : ** **-* da:
- =* J/——.?4/;;-;;, /γέE, */;;;=; f V(1—z**)*
cuius veritatem quidem iam alibi ex aliis principiis de
monftratam dedi. Hinc ergo fequitur, fumendo r = s = 1
fore
gf- ' d 2; z?*3- * d : mp ■ /;;-;;y. YÖEa j= A • ob
f d z _ 7τ z d z.
7(*EAA)= 5 et /yúu)=*.
§. 12. Contemplemur igitur aliquot exempla.
I. Si effe debeat
a b = i; b c = 2; c d= 3; d e = 4; ef= 5; etc.
Euleri Op. Anal. Tom. I, B erit
erit
a a = I. i: f. £ f. 3: 2. 2. 2. etc. eta. a " «. ^ * 3.T3 * DITE
d 2; t V ( i - — *
a a #####1=##=#. -
II. Si effe debeat
a b = r, b c= 3, c d= s, de= 7, e f= 9, etc.
erit
— '• s 5. 9 9. 1 3 i s. r y
04 4 - 7. F* 7.7 * T.Ti * ig Ti • CtC.
-e
feu
— f z z. d z : v (1 — z*)
4 4 ~ J d zTWTE*J-'•
Cum vero fit ex theoremate modo expofito
* — d d - -
3 = /,*£*=;. /;?;**;,, colligitur
— ? z z d z -
— 77 / 7TETE)•
III. Si effe debeat
ab= 1, b c=4, c d =7, de= ro, ef= 13, etc.
erit
a a > !• ?. 2. !*. '*: '°. etc.
4. 4 uo. ■o 1 6. u6
feu - 6
— f 2* d z : v (1 — z -
a a =4#%*$%£ =?, hincque
a — V * 23 d 2;
— Wt J 7ΤΓ£j*
IV. Si generalius effe debeat
ab-p; b c=p+ q; c d-p-+- 2 q; d e=p+ 3 q;
- ef= p +4q; etc.
per reduétionem, ope Theorematis fuperioris inftituendam,
colli
•*&$3 ) 1 1 ( $&3
colligemus. -
, V 2 q ,z**?- ' d z _ V τ . , *?- * 4 s.
*=p*y*/;t;=;j=;;;/;;;=;i;
§. 13. Haec exempla ex progreffione arithmetica
funt defumta, quibus adiungamus aliquot, in quibus nu
merorum A, B, C, D, etc. progreffio eft mixta ex a
rithmetica et harmonica.
I. Si effe debeat
ab=;; b c=3; c d-:; de= 4; ef=;; etc.
ob
p= r , q = 1 , r = 2 , * = 1 , erit ;
— 1. s s. s s. z 7. 9 t
.- - ~ — . — • —Q! 2.2 " 4. 4- 3I3 * SIÈ €ÌC.
4 – J z £, i;';; '-*£*j'- = # «•
-* • II. Si effe debeat
ab= i; b c=:; c d.=;; de — 4; ef= f.; etc.
feu
ob «
p = I ; . q = 2; r = 2; s = 2; erit
- - ' • 5. 9• t 2 1 3. n6 17. 2oa = j • j • Éî, • É-ji • ì• CtC.
feu - - ^
a — [333: Y(; — *® = £ ; a#.*=;= / ** ds,. '
- TTZTVTEZ.) - * 'J 7(T-Z*j - J W(Ez*)
III. Si effe debeat
ab=;; b c=:; c d-E;; de=;;. ef=#; etc•
ob -
p= 1 ; q= 1 ; r = 1 ; s = 2; erit
B a Θ =
•*&$3 ) 1 2: (. §#3<
— ? i. s r. 7 5. 1 f 7. i s 9. 19
._ -- • - • - • —^—i* . -?:-l*. Ct4 V s * i. a ' 3. * ' 9. 3 * TT * 57,T, C.
•,
vel • . -
a = %.%£%£% =*3. /;#… = £;: f.%**£*— T * fázTW.—Z?) — rT * J 77ΓΣj -- W; * J y(T EZ7j.





§. 14. Seriem inueniendam ita cum indicibus re
praefentemus
O I 2 3 4 m m -+-r
a, b, c, d, e, etc. - • - . x , J/,
ac primo inueftigemus eam feriem , in qua fit
ab=p; b c=p + q; c d.=p-- 2 q; d e = p + 3 q; etc.
vt fit per methodum praecedentem
— p. , P(£5* • ?) ,. (P-f- a ?) (P* * 4). (P* * 1) (P* 6 4)a a = (FFTEF * FFÜTpE)* £FATITFFÜ' CtC.
et
_ . f z? -*- a - ' d z : V (r — z* 3)
a a =p*7===7jya =;j*,
feu • • • ., . . . - *.
V 2 q ,z?-*?-' dz _ V t , z?-' dz ,._ * :
0 c - — : »
*?*#-/;t;-=;=;;;/;t;=;;bine
, _(pt?)Ya 4, p**''I' d< _ Yae , p****T' d< .,
T IV *T** V(;IE - 734 “ V(. — 35)
.— (?**® V • 4. z?***-' dz _ V r : gP**®- * d :
TV t V (1 — z*?) T V 2 q * Y(1 — z**)
ideoque -
3* -
-&3 ) *3 ( $•
_(p-+mq) V 2 q ;*****°*-'dz _ V r .,z****-' dz
7.— ' VITAyT- V*** 7(E5
§. 1 5. Cum ergo pro hac ferie in genere fit
x y = p —— m q, quantitas x eiusmodi funétio indicis m effe
debet, vt pofito in ea n -+- 1 loco n prodeat y, fiatque
produ&um x y = p + n q: quod cum rationialitati adver
fetur, quaeri converiit valores quadratorum x x et J y,ex aequatione • • . -
x x y y = p p +- 2 m p q -+- n n q q;
quandoquidem ratio illa funétionum etiam ad, quadrata
patet. Haec igitur inueftigatio commode latius extende
tur ad refolutionem huius aequationis:
x x y y = a. o. n n -+- 2 a. 3 n -+- y; .
vnde valor ipfius x x pluribus modis ad fra&iones con
tinuas reduci poteft , qui fequentibus lemmatibus inni
tuntur. . • .
Lemma I. , .
§. 1 6. Propofita hac aequatione:
(X-- A n+ y) CY-+- An--w)= %4nn-- 2 & 4n + *,
in qua Y perinde ex n + 1 atque X ex n definitur: po
natur -
X -+- A n -+- μ. = % n -+-f-+- £, et ' '*
Y-+- Â n -+- y = 2, n -+- g -+- £; , -
vt fit - .
X= (2 — A) n -+-f— μ + £, et ' ' '
Y= (%- λ) n -+- g — v -+-+, -
B 3 - wbi
•*&$3 ) r4. ( 333
vbi jam X' et Y' fint novae funâiones fimiles ipfarum met n -+ 1 ; atque neceffe eft fit * • •.
- g— v— %-A-+-f— μ, feu g= 4- A— M. -- v -+-f.
§. i7., Hoc pofito aequatio praefcripta abit in hanc:
££ n n + 4(f-* g) n +fg +'*#/--*£a 4 ;;,
* * * * .. = % % n n -+- 2 % M n -+- 6.
Statuatur f-- g = 2 M et k = fg — 9, vt prodeat • .
X'Y'-+- (% n -+ f)X'-+- (& m -+-g) Y +fg — 6 — o,
(X'+%n*g)(Y-+3n +f)=&3nn+&(f+g)n4*,
quae. fimilis eft formae propofitae. At ob f-,- g — a *1,
habebitur . - • _ • - -
ά-λ- μ +y+ 2 f= 2 M; f= m+ A=3£*=*, et
— w _ A-+-2—
3— ^) er*-• -.
feu
hincque —, , , l. ' •
£ = fg — ? = M M — ; (λ — X -+- μ. — y) — ®.
§. 1 8. Quocirca aequatio propofita • * _
(X-*-^n-*-*)(Y-+-λn-+-y)= 33, nn-- 23 an _;_ &
ope huius fubftitutionis: * .•
…
X= (£-Â) n+*+*=*; £-*4**-;8-3fP-»-*
X!
Y— (%-%) m-+-M _λ-+%- P-*., **-*3+p-)-?
- 2 Y
reducitur ad hanc aequationem ipfi propofitae fimilem :
(X'+ % m + w— *-E$Eut*) (Y'+3n-* M + A=*=;*=)
= % % m n -+- 2 % M m -+- %.
6. 19.
•£$£ ) r s ( $&%•
§. 19. Simili modo eadem aequatio propofita
(X+-An--g)(Y-+-xn--»)=&4n n-- 2 & Mn +-*
fa£tis his fübftitutionibus: , - -
- λ— 4-p.-v , ;(A—%-+ μ. — y)*— MM-}-?X=(%—%)n--M-+- 3;* '+{( â, Κ *M-
* I a' - _λ+ά-μ— V, £(λ— 4-+ P. — »)*— M M+?Y=(,— X) m-+-M 2 —+ Y. •
reducitur ad hanc fui fimilem: - • • .
(X'— 2, n— M-+-^=*=££=*) (Y'—2n—m-\=*=***)
= % % n n -+- 2 % m n -+- ?. .
Lemma lI. .
§. 2o. `Propofita hac aequatione :
(X+Ã m+M) (Y+An+»)=23nn+2 £ nn +?
in qua Y perinde ab n -+- 1 atque X ab n pendet', po
Datur -
X + ^ m+ y = & m -+-f-+-*#*
Y — » n -+- v = & m -+- g -+-******,
vbi ob fimilitudinem fun&ionum efTe debet vt ante
g= 4— λ- μ.-+- v -+-f. - ••
§. 2 1. Porro fubftitutione horum valorum fa&a;
habebimus: , : - - _ ' * ' : - . \\\ ; ;
22 nn+3 (f-+-g) n +fg+ «**f)gnae}-*-+«a*g*m**)
-+- Ga-*;, (#==2=*) = % % n n -+- 2 â *M m —H *,




•*&3 ) 1 6 ( $•
(£(f-+-g— 2 w)n +fg-?) X'Y'+(%n-+f)(hn-i-h-+k)X'
+(% m-+-g)(b m-+k)Y-+(h m-+k)(h n-\-b-\-k)=o,
quae vt fimilis fit formae propofitae, divifibilis effe debet
per & (f+g — 2 M) n + fg — ?; cui quantitati ergo vel
h m -+- k, vel h n -+ b + k aequale vel multiplum ftatui o
portet.
-
$. 22. Sit primo
b m + k = α % (f-+- g — 2 *) m -+- a (fg — ®),
et & m +f fubmultiplum ipfius % (f-+- g — 2 η) n -+- fg — ?
effe oportet; vnde fit f(f+g-2 m)=fg-?, feu ff= 2 mf—0,
hincque
f=m -+-V(m 7—9) et g=ά- λ-μ+y+m +V(>11-0):
quare porro
b = a , (f-+- g — 2 η) et k = α (fg — 8),
et aequatio refultans euadet:
I vi & 3 (f-+- g— * M) n -+- a 3 (f-+- g— a *)-+- a (fg— 9) vtX! Y' —4— ##££*;=*m*aus=0x
-+- a (?, n -+- g) Y' —- a. o. (2, (f-i- g — 2 η) n
-+- , (f-+- g — 2 η)-+-fg — ß) = o.
§. 23. Vt fra&iones tollamus ponamus :
a=f-+-g-2 n=ά-λ- μ. —— y-+- 2 V(17—6)
ficque fiet
-
XY'+(£(f-+g— 2 ) n-£-£(f4-g— 2 )+fg—8)X'
*. -+-(£(f-+-g-2 ) m-+-g (f+g-a n))Y
+(f+g-27)*(%(f+g-27)n--%(f+g-27)+fg-9)=o.
Verum fi fraétiones non curemus, habebimus:
- X!
• 33 ) 17 ( 3*3- -
XI Y. —4- a (?, m -+- 3 --,-{£T!;,) X'-+- α(%m-+-g)Yf -+- g — 2 m
- f g - 9 —
—— α α (f+ g — z )(% n -+- %-i- j!;£;,E os
quae aequatio, pofito breuitatis gratia j£E';, = e, redu
citur ad hanc propofitae fimilem:
(X! -- a (?, m -+-g)) (Y'-+- a (% m -+- %-H £))
— α α(3, 3, mn-- , (%+e—f-- 2 ^)+(%-i- £) (2 M—f))
= α α (% m + % + ε) (ô n -+- 2 M — f)
§. 24. Propofita ergo aequatione
(X-\- A n -+- μ)(Y-+-An-- w)= 22, nn-- 2 % M m -+- ?,
fi breuitatis gratia ponatur
f=*-+Y(M* — 8); g= 2—Å—y-+y+M+V(WM-?)
atque -
—15 = — = £
f -+- g — a m. »
fequens fubftitutio :
X = (3 — à) n -+-f- μ.-+- ££*£=&****=!,
Y — (3, — A) m -+- g — v -+- £[/*£==m + i)-tf*=!,
fuppeditabit fequentem aequationem propofitae fimilem:
(X'-+- % m -+-g)(Y' —— % (n —- 1) -+- £) s.
=3& nn--&(&-+s-f* 2 w)n--(3+)(2 M-f).
§. 25. Quemadmodum hic fumfimus & — I , ita
pofitio α = — 1 , manentibus iisdem abbreuiationibus, da
bit hanc fubftitutionem: -
- ' -- - - I- -X— (% À) n -+- f μ.-+- $tim f £li fg E?,
Y = (4 — λ) n -+- g — v -+- £lii-l-£#-tll-Ik*!,
Euleri Op. Anal. Tom. I. C vnde
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vnde oritur haec aequatio fimilis propofitae :
(X' — , m — g)(Y' — ? (n —4— 1) — e)
= %%n n+%(%+£ -f-+- 2 m)n +(3,4-5) (2 M—f).
§. 26. Ponamus porro efTe
b m -+- b -+- k = % (f-+- g — 2 m) n -+- fg — 9,
vt fit - - -
b=â (f-|-g-2 w) et k=fg —9—3(f-+-g — 2 m.)
ac neceffe eft, vt fiat
£(f+g- 2 ) n +fg — ® = (f+g— 2 η)(£ n +g)
ideoque -
g(f-+-g — 2 *)=fg-?, feu g= M-+V(m M— 9),
hincque
f= a — % + μ. — v -+- m -+- V (m g — 8).
Aequatio autem refultans erit -
x'Y-+-(& n +f) X'+-(£ n — z--,£;-!,) y.
-+- (f-i- g — 2 η)(%(n — 1) -+- #£-£,)= o,
quae, pofito ,-£='-, = e, abit in hanc :
(X'+ 4n- %+ £)(Y'+ %n--f)=3, nn +2, n (2 m —g— 34. •)
-+-(e — %)(2 ) —g)=(, m— %+ e)(%m-+- 2 7—g).
6. 27. Propofita ergo aequatione
(X-- Â n +M.) (Y+An--w)= %%m m-+- 2 % qm-+0,
fi ponatur breuitatis gratia.
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f= λ — % + μ. — y -+- 1 -+- V (w m — ?);
g = y + V (j 1 — ®) atque *=j£T£, ,
fequens fubftitutio:
X — (% — λ) n +f— μ.-+- *tf**=** g= r)-+f*—*,
Y = (? — λ) n + g — v —H Χα*£=*?**fs= *,
praebebit hanc aequationem propofitae fimilem :
(X! + % m — ?,-+- e)(Y'-+- , n +f) -
=% % m n + %(2 7—g— %--£)m--(e— %)(2 7— g).
6. 28. Simili modo, manentibus iisdem abbreuia
turis, eadem aequatio propofita ope harum fubftitutionum:
-X — (2, — λ) m +-f— M. -+- $ti-til!;=i=i$it',
Y = (2 — A) n + g — y -+- $et=f=5}1-1**!,
reducetur ad hanc aequationem propofitae fimilem:
(X — & n£&- Jy'— & n — f)
=Z % m m-+-%(2 71—g—ά-- £) m-+-(e — ?) (2 j—g).
Ope ergo harum fenarum reduétionum in §§. I 8, 19, 24,
25, 27, 28, traditarum omnes huiusmodi aequationes in-"
finitis modis per fraétiones continuas refolui poterunt.
Refolutio aequationis
x x y y = ά α m m -+- 2 α 3 m -+- ^y
- per §. I 8. -
§. 29. Cum hic fit
X = x x; Y = y y; λ = o; p. = o; v = o; £=a;
q= g et 0= y, prodibit haec fubftitutio:
- - C 2 3* $.
.
-
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* *= an+g-: « + fi- £*=*,
yy = a n +g-+-; a -+-ff;*=* ,
quae deducit ad hanc fecundam aequationem: i •
(X!+ απ-F 3+. a)(Y + α n + 3-; a)=a z n m + 2 a 3n +y.
$. 3o. Ad hanc fìmili modo refòluendam, ob
λ = α, μ. = 3 + ; &; v = 3 — , 2; %= α, η = 3, 8 =Y,
confequemur hanc fubftitutionem:
7 — 3[3 - : οι α. — ^y. - [33— : & a — y
x*= o--ff-£#*=*; Y=o--tii-;*=*.
quae deducit ad hanc tertiam aequationem :
(X'+ α n + 3—; a)(Y*+z m+ 3+; a)=zo, n n+ 2 a 3 n -+-y.
Haec autem, porro iftas fubftitutiones praebet: -
x*=>4f*-3*-Y, Ct y*=•488-3*=x,
vnde ob, X' = X' et Y" = Y nihit vltra concludi poteft.
Refolutio aequationis
x x yj = a a m n -+- 2 a 3 n -+- ^y
per §. I 9.
S. 31. Faétis, his, fubftitutionibus:
x x = a n-; a -+-g--i**=£ft*,
Y
JJ = α n -+- , d.-H 3--
- perue
•£*3 ) 2 r ( 3*3
peruenitur ad hanc aequationem : •
(X— α m — : a-ß),Y— a n+ ; &-3)=a z n n+2 23 n--^z,
quae fecundum §. 1 9. reduéta, ob- -
λ =— a; A = — ; a — 3; v = ; a. — 3; % = α;
* = 3; % = y;
dat has fubftitutiones:
X= 2 & m— c:—H s g+***=38**, -
, . ? o. a. — (3 (3 * -
x= • • • +•+• g + * * £t›,
vnde nafcitur haec noua aequatio:
(X'— an-;4—3(Y'-a n +:a — ß)=ααm m+ 2 z 3 n+ y.
§ 34. Haec aequatio vlterius reducatur, et ob
λ=- a; P. =-;a-3; v=;a-3; %=α, w=3, 9=y,
habebimus, has, fub.litutiones: -
X!'= z, a m.— α:—H 2 [3 -+- * a 2 — 3ß+ Y,
Y*= 2 a. m -+- a -}- z g +$ ** £ft z, -
hincque hanc aequationem novam :
(X*—α n-; α—3)(Y"- am +% 2.—3)= α α m m-+ 2 α3m-+-y,
vnde fequentes, fubftitutiones facile colliguntur.
§. 33. Quodfi ergo ad abbreviandum ponatur:
a n — ; a -+- 3 = N et 33 — y = B, . . , '
valor ipfius xx £quenti fratione continua, exprimetur :
C 3. - - 3 3* —
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arx =N-+-; αα—B
2 N +; a. 2. — B.
a NITATB
AIN EAATB
- 2 N + '' a. a. — B
2 N-Tctc.
qui conuenit aequationi propofitae
x x y y = α α m m -+- 2 α 3 m -+- ^y.
Refolutio aequationis
x xJJ = a. a. m m -+- 2 α 3 m -+- ^y
per §. 24.
§. 34. Cum hic fit
λ = o; μ. = o; v = o; 2, = α; M = 3; % = y; erit
tiae f= 3—- V (3 3 — y), g = a -+- 3 -+- V (3 3 — y)
111C • -
fg — ® = α 3 + 2 3 3 — 2 y-+-(a + 2 3) V (3 3-y) et
f-+- g — 2 M = a -+- 2 V (3 3— y).
Ponatur ergo
+4*;=-!;-, = 3-+- V (33 — y)= e, ita vt fit
e = f et g = α —- f,
vnde oriuntur hae , fubftitutiones: ç
- xx=a n +f-£ tf* *=£l£i*!=( n + f)(1 +*+**££=*))`
3 y= α m +g+ (ttt—#i-* it*'= (a m + g)(1 -+****%**=3),
indeque haec aequatio nova: -
(X + α m + g)(Y + α m + a + f) = a a n n+ α (a + 2 3) s
+ (a + f) (2 3 — f).
-. ç $. 35•
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§. 35. ' Pomarnus ß+- V(33-y)=3, vt fit f=δ;
g = α —— δ et f-+- g — 2 η = a — 2 3-+- 2 5,
ficque fubftitutiones - v
x x = α m -+- δ —4- (* — * ® + 8) (3 m * 8
J y = a (n + 1)-+- δ +- (*=*?** &*( + )+s)
dabunt hanc aequationem :
(X -+- a m -+- a -+- δ) (Y-+- o. m —H α —— ö)
= αα m m-+a (a-+ 2 (3) n + (a +ô) (2 3—5).
§. 36. Pro huius aequationis redu&ione eft
X = a; μ. = a + δ; v = α + δ; ά= a; 71 = 3 + ; α ;
£ = (a -+- δ) (2 3 — δ),
vnde ob - • •; s. • *^
ff- (2 3-*- &)f-+- (a -+-δ) (2 3 — 3)= o,
erit vel fa= a -+- 3, vel f= 2 3 — δ; at prior pofitio non
vlterius deducit , vnde pofteriori vtendo erit - - -
f= 2 3— 3; g = 2 3— δ et s = 2 3—8,
ficque hae obtinentur {ubftitutiones: . -
X = 2 3 — a — 2 δ +-g?-*=*g*n** 8—8),
Y I– 2 {3:— CZ - 2 ò -+- Ga- z=z siagtnt: g-s),
quae hanc praebent aequationem: . .
(X'-+- o. m -+- 2 3 — ö) (Y'-+- a m -+- a -+- 2 3 — 8)
=α α m m+ 2 a (α+ 3) n -+(α +ô)(α+ 2 3—6).
-
-
§. 37. Nunc igitur eft - -
λ=α, μ. — 2 3—ô; v-a -+- 2 3—ô, %=α; 7=α+{3;
- ® = (a -+- δ) (a -+- 2 3 — δ), ' • »
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' ff— 2 (a + 3)f+ (a +ô)(* + 2 3- δ) = o,
fumatur, valor -
f= α + 2 3 — ö, erit g = 2 z -- 2 3 — 5, .
atque • , : - _ . -_ (α + • 3—§) (α-+-3 — • 5) — ^ | ^ - - • • *
s = '***££££*£==== a -+- 2 3— ò.
Quare haec fubftitutio: -
I — (α + 2 3 — • 5) (3 m + a + 2 3 — 5)X' = o. —H 3 X!! 3 -
1 — , (a -+- , 3 — z ô) (α m -+- a & -+- 2 3 -— 5)
dabit hanc, aequationem:
(X!-- α m + 2 α+ 2 3—ô)(Y"+a m + 2 α+ 2 3—ô)
— αα m n+ α(3 α+ z 3) n -+(2 α-- 2 3—ô)(α+ô).
§. 38. Si vtamur altero valore f= a —— δ, fit
g — 2 a —— ò et s = α —H δ, et faéta fubftitutione * *
X! = α — 2 3-- 2 δ —— ® = r ° t *££ t t & t £, -
Y = a — 2 3-- 2 δ —— '* = * * * *££* t * * * t '', >
nancifcimur hanc aequationem: _ *
(X'-+- 2 m -+- 2 α -+- ò)(Y'-+- α m -+- 2 α —— 8)
= α α m m-+(3 α+ 2 3) n -+(2 z+ô)(a+ 2 3-8).*'
›
§. 39. Profequamur hanc pofteriorem aequatio
nem , quia magis fimilis eft fecundae, cum ex ea nafca
tur ponendo δ —- α pro δ et 3 + α pro 3, vnde prodit
haec fubßitutio:, -
X'= 2 3— a — 2 8 -- ----= = = = s,3; t : et a = o,
Y"= 2 3 — α — 2 δ —- G £ = a = : si 3; * * ® + , a-3),
quae ducit ad hanc aequationem:
(X!! 4- & n -+ 2 3+ α— δ)(Y"'-+ α m -+- 2 α+ 2 3—ô)
=α α m m + 2 & (2 z+ 3) n +(2 α +ô)(2 α+2 3-5).
- §. 4o. <;
.•
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- §. 4o. Haec aequatio porro vti in §. 38. tra&ataope harum fubftitutionum: •.
XV= a — 2 3+ 2 3-4- (*=*****3** ***,
Ylll — α — 2 ß —H 2 δ —H (*=*?**********),
reducitur ad hanc: - -
(X"-+- a n -+- 3 α +-δ)(Y"-}- a m -+- 3 a —4-5)
= aan m-+a(5 a+ 2 ß)n+(s g+ô)(s g+ 2 3—6)
haecque vlterius pcr has fubftitutiones:
X!li' = 2 3 — a — a δ +- (:?-=a=, sig£rg-. g=s)
Yllll — 2 3- a. — 2 ô —+ e£-*— s)g;-•?-*-*•=s) ?
ad iftam reducitur: - -
(X""'-+-α m+ 2 3+2 α-δ)(Y"''-+-a m-+-3 &+ 2 3—5)
=αα m m-+2 a(3 a-H3)n--(3 a +ô)(3 a -+- 2 3—δ).
- §. 41. Hinc ergo valor ipfius x x ex hac aequa
tiOne :
… x x y y = α α m n -+- 2 a 3 n -+- y,
pofito brevitatis caufa . . . t •• " . • ,
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Haec autem expreffio- euoluta praebet. pro * * ipfum i1
lud produétum ex infinitis faétoribus, conftans, quod per
methodum priorem elicitur. - - . •
p.
§. 42. Ifta fraétio continua fimplicius, hoc modo.
exprimi poteft:
x*=α n--δ— (α m-+-ô)
- ' I -Ea n-E 2 3-5 , . *. -
A-(an-Ez-Eö) _ . . .
*EFZnEEz-E3T5 -
A-(.n-E7T5)
1.+ α m -+- 2 α-+- 2 3—5"
A —(c. m-+-3 c.-E3) ,
' 1 +α m-+-3 a + 2 3—ô
A-(αn--4a--5)
I. —H etc. -
Sin autem formtilae. §. 37. hoc modo vlteriu, reducentur




* • , '
*x=a n+3-(zm-+3)'_
1 -+-a m-+- 2 3—8 -
1 --α m-+-a-+5 -
A-(zm-E3 3-EaßE8)
+-+ α m-+- 2 α-}-δ.
A-(an-E33E3E]
1 + an-- 3 α-E$
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§. 43. Si vtraque expreffio capite communi trun
cetur, pro 2 3 valor affumtus a -+- 2 δ — A fubftituatur,
infuperque pro α m -+- a -+- δ fcribatur N, habebitur haec
aequalitas:
A — N
i —HN —Hc. — A *
A — N —a.
I —■— N —H 2 o. — A
A — N — 2 d. a.
ITL N —- 3 α — A
- A — etc
= o. — N— α —— A
u —HN
.A — N — 2 α —4- A
I —H N —H c. -• -
JA — N — 3 o. —H A
x -+- N -+- 2 c.
A — etc.
vbi pro A, a et N numeri quicunque affumi poßunt.
Refolutio aequationis
x * yJ = α α m m -+- 2 α β n -+- ^y,
ope §. 25.
§. 44. Prima fubftitutio, ex refolutione praeco
dente, fumendis X et Y negatiuis, petita
x x = a n -+- 8 --e ?— •= g s. (2 m -+- 5) -
yy = a (n + 1) -+- 3 -+- e£-*=-;(au*-*-*-*),
ID a . . pofito
!
!
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pofito 8 — 3 + V (3 3 — y) deducit ad hanc aequatio
IJem : -
(X — t. n — α — ö)(Y — α m — α — 5)
=αα m m-+- a (x + 2 3) m -+-(α-+- 3) (2 3—δ),
quae cum §. 25. comparata praebet
λ=-α; μ. =— &—5; v-—α—5; %= a;
=: a--3; 9= (z+ô)(2 3—ô),
vnde colligitur
ff- (a -+- 2 3) f-- (a -+- 3) (2 3 — 3)= o.
Sit f= a -+- δ , erit g = 3 a -+- δ et s = α —— 5; hincque
nafcitur haec fubftitutio: -
X= 2 a. m —H 2 a —H 2 δ — gs=s g+sg. (α n -+- a -+-ô)
Y= 2 2 m -+-4 a -+- 2 5- gs=r£=*3«*-+-a-+3)
quae ducit ad fequentein aequationem: -
'(X' — a. m — 3 α — ò)(Y' — α m — a a. — 8)
=αα nn-* α(2 z-- 2 3) m-+-(2 &+ô)(2 3—δ).
5. 45. Traétetur haec aequatio fimili modo fecum
dum §. 25. et ob valores -
λ E — α; μ. =— 3 a —ô; v =— 2 & — 5; %= a;
M = a -+-3; % = (2 o. -+- ò) (2 3— ö)
- ff-(2 a -+- 2 3) f-+(2 &-+-δ) (2 3—5) = o,
ynde fumatur f= 2 a +ô, fietque g= 5 a+ô et e= aa+8.
fÍåbebitur eigo ifta fübftitutio : -
X*= 2 a n -+- s a -+- 2 δ — (' a=:£-£g«n -+-a a+ 8)
¥*= 2 a. n -+- 7 a -}- z à — G4— -£-£*§;an-tia-*-*),
- - quae
-erit
quae praebet hanc aequationem :
(X" — α m — 5 α — ö)(Y' — α m — 3 α — ò)
=αα n m -+- a (3 a. —H 23) n +($ z+ô)(• 3-5).
§. 46. Nunc igitur eodem modo erit
x = — α; μ. — — 5 α — δ; v =— 3 & — δ;
3, = α; w =; α + 3; %= (3 α-- 5) (2 5- 3); i.
vnde ob f= 3 α +ô colligitur g= 7 a -+- δ et e = 3 a -+ô.
Subftitutio ergo - -
x*= 2 a. n -+- 8 x -+- 2 5— ti *=*f*i*}#i*i***),
*] — - _ (z a- •3-4- 2 δ } ( a n-i- • a -+- 5)Y*= 2 α m -+- xo & -+- 2 δ y*•• -,
iftam dabit aequationem :
(X'- a n-7 a — ö)(Y"'- a n -4 a — 3) .
= a a n n -+- a (4 a -+- a 8)-+-(4 a -+- δ)(a 8-8). '
- §. 47. Cum lex progreffionis hic fit fatis mani
fefta, facile concluditur fore:
xx=an+3-(α-23+2δ\(am+ô) -
*an--23--23-{33-2£+2δ)(an+a+3) -
- aan-F52 F2ö-{53-23 E25)(an+2a43)
zan-*-8*+2ò-(7α-23+25\(am +34-+ô)
2au-t 1 1 a-H2δ— etc.
vbi notandum eft, ex aequatione propofita ,
x x y y = α α m m -+- 2 a § m -+-y -
dnplici modo dari ô, cum fit δ = 3 -+- V (§ 3 — y), ficque
binae eiusmodi feries obtinentur, quarum altera proditura.
fìiTet, fi vbique pro f alteros valores affumfiffemus.
D. 3, Alia
i
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Alia refolutio,
{)inos valores ipfius f alternando.
- $. 48. Sumamus in refolutione §. 44. f= 2 §-ô,
vt fit g = 2 a -+- 2 3 — δ et e = 2 § — δ, erit fubftitutio:
X= 2 z n -+- a -+- 2 £ — (*ti *=*°J*i***-*),
Y= 2 α m -+- 3 α +- 2 £ — (*====== § '%■=*=*=tas=*)
vnde refultat haec aequatio:
{X'— a m.— 2 α —:2 É-+-δ) (Y'— c. m — α— 2§-4- ò) *
=a α m m -+- α(2 z -+- 2 §) m-+-(α-+-δ)(a -+- 2 3—5),
quae ex fuperiori oritur, fi ibi pro δ fcribatur — a. +2 §—ô,





- 22m-+9 ¥-+443-2ò- etc.
$ 49. At aequatio modo eruta cum §. 25. col
lata dat .
^=—α; μ. =-- 2 α— 2 3-4-5; y=— a—2 §-+-δ;
£=2; M=a -+-ê; % =(a-+-δ)(a-+- 2 8-3) et •
- ff— 2 (α-+-3) f+(α +ô)(a+ 2 3—ò)= o.
Si hic fumeremus f-= α —— 2 § — δ, haberemus formnlam
modo inuentam. Sit ergo f= α -- δ, erit g = 4 a -4- §,
ct e = a -+- δ , ideoque:
X' = 2 a m -+- 3 a -+- 2 ß — tis =:£*3 tan-**-+s),
l — ( s a:- δ -Y = 2 α m -+- 5 a -+- 2 3— s a- a 3-+- a £i-ta* til,
¥:
* hinc
-&#3' ) 3* ( §£
hincque ifta nafcitur aequario:** ' - - - * . *
(X"— a m—4 a —ô)(Y1'— α m— 2 α-δ) *. …
=ααm m-+-α(34-+- 2 3) m-+-(2 g +ô)(a-+- 2 3—5),
quae ex praecedente oritur, * fiibi pro δ. ftriöätur — a.-+-ô,.
ficque erit : • • ,. - - - - -
xx=an-Hô(2-23+2δ)(zm-+ô). - .• …
Σm--a-+-23-(α-F23-25)(αn4-23-5)
' ' ' • ' , 22nE3EE3-(3723+25)(am-*2g-A5)
\ - … i • •*, 2am+6α-+-23- CtC. • -: : ;
§. 5o. Verum illâ aequatio altero modo- refoluta, . .
eb valorés. - ' ' • J -. « • • • .
Ἀ=— *; P. =—4a—ô; y=—2 α-δ;, _ „ , , -
&= α; M=;a -+- 3; % =(2 α-+-δ)(α-+- 2 3-5); dat:
f—(3«-+- 2 3)f-+-(2 x-+-δ)(α-+- 2 3-5)=o ; *
vnde nunc fumamtis … - * ' • ' - - - ' ? ,
f= z+- z 3—ô; vt fit g = 5 x-+- 2 3-δ et e= &+- 2 3-§.
prodibitque haec fùbftitutio: ' - . '. . .
Xll 1- 2° a m -+- 5 α-- 2 3— (i£ta?=: £u£#*##*£=*l,
Yi' = 2 α m -+-7 α-+- 2 3—(isti 8-:%#*ti*ti*-£,.
quae ducit, ad hanc aequationem : , , : :
(X"-a. m — 5 o. — 2 3-6)(Y///-& m-2 α— 2. 3+ô) : ,
=α*nn+a (4 z+ 2 3) n+(2 z+ô)(2 a + 2 3-8).
§. 51. Cum. lex progreffionis hinc iam colligi'
poffit, habebimus:
xx=an-Hö-(&-23+25)(am+ô)` · · · ·
23n-Fz-F33-(a-+-23-23)(an+2 3-5) , - -
- … zzm--32 H23-(32-23+2δ)(zm+α+ô)
r 22nE53-F23-{32--23-25)(3n-i-a-+-23-â)
- * - - - - - -. – – – – – – – .- , ° aan--*7α+23- etc.
* — ' - - quae
• • • • - - -- * • ••
- - - - - - -
1 * • * - *. - .
• • ^
.^
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quae fraétio continua ob fatis concinnam progrefßonis le
gem eft notatu digna. - _,, . _ -
, … , : , &c '. -. » ' • • . • . · · · · · -
... . . … … Refolutio aequationis . . . ,,
x xyy=a a n m-+- 2 a 3n-i-y. .
Per §. 28.
*
§. 54. Pofito δ= 3-i- v(33- ^y), ob λ= o, p. = o,
» = 9, %= a, w= 3, 8 = y, erit g= δ, f=- a -+- δ et
s = δ; vnde fubflitutio , ' ' ' • •
x x= a n- a -+- 3 -+-(=a=s g+*£)(ei=*=*),
3 y= a n-- 8 -+- (=*=*?*;°)t*a*s*,
dabit fianc aequationem ex §. 27. .
(X -+- a m- a -+- δ)(Y-+- a n -+- δ) . . . , ,
... = a an n+- a (a 3- a) n + (6- a) (a 3-5).
Sumtis autem X et Y negatiuis, vt fit ex §. 28. -
- x x = a n — α-- 8 -+- (***£=**£4i-*===!, .
y y = α m -+- 5 -+- (*===*=;*J'*'**), . . ,
Habebitur: - - ' , ,
(X- a m -+- a — ö) (Y — α m — 8) • • • • • .
=a 2 m m- a (a - 2 g) n-(a-8)(• 3-5).
r .
: •*
§. 53. Haec aequatio porro fecundum easdem for-'
mulas tra&ata praebet: * 3 — ' ; '' : _ t .
λ = - a; μ. = a — δ; y = — 5; % = a;
, . . w = -; a -+- 3; % = (5 — a) (2 3- δ), vnde fit
... . . . g g — (2 3- a) g -+-(ô — a) (2 3- δ) = o,
-
*'* • • *.
-
ergo
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ergo vel g = δ — α, vel g = 2 3 — δ, et f=- a -+- g at*
que e — g. Quare fubftitutio erit: -
X = 2 a m — a 2 -+- g -+- δ +- (i£=: £3*=***),
Y= 2 a n -+- g-- 8 -+- ti*i££***t*),
quae ducit ad hanc aequationem:
(X' — a. m -+- a — g) (Y' — o. m —— α — g)
= a a n n -+- a (2 3 — 2 a) n -+- (g — a) (2 3—α—g).
§. 54. Retineamus hanc litteram g geminum va
lorem inuoluentem , et fequentes per g', g' indicemus.
Cum ergo hic fit λ = — α ; μ. = a — g; v = α — g ; % = α;
M=— α + 3; % =: (g — a) (2 3 — a — g); erit vel g'=g- α,
vel g'= 2 3— α — g ; hincque f= — 2 α +- g' et e = g',
ideoque
X' = 2 2 n — 3 a + g + g'+ [i£=** l££=*==s2,
Y' = 2 α m — α + g + g'-+- (• 8- : ££* ** 80 ,
y *•
vnde prodit haec aequatio:
(X" — a n -+- a — g') (Y'— α m -+- 2 α — g')
= α α m n -+ a (2 3 — 3 α) n + (g' — a)(2 (3— 2 a. — g').
§. 55. Nunc igitur porro erit:
λ = — a; M. = a — g'; y = 2 a — g!; % = α;
* = 3 — : α ; ® = (g' — a) (2 3 — 2 a — g');
hincque vel g"= g' — a, vel g"= 2 3 — 2 a — g' et
f= — 3 α + g'' atque e = g".
Etileri Opusc. Anal. Tom. I. E Qua
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Quare fubftitutio -
X"= 2 a m — 4 2 + g'+ g" + ( : £>=as!)£=* *-*),
Y"= 2 2 n — 2 a +g'+ g"+ Cie-:&#3=*),
dabit hanc aequationem: .
(X"' — a m + α — g") (Yu' — « m 4- 3 α — g'')
= a ann+2 (23-42) m-+(g"— α)(2 3— 3 a — g).
§. s6. Iam pro huius aequationis refolutione eft :
» = — a; M.= a — g"; y = 3 α — g"; 2 — «;
* = 3- 2 a; ?= (g"— z) (2 3 — 3 a — g)
vnde vel
g"= g"— 2, vel g"= 2 3 — 3 α — g'',
f= — 4. α + g" atque e = g!'.
Quare ex fubftitutione
X"= 2 a n — s α + g"+ g'-+ (18=: *0g;-*-+**),
Y"= 2 a n — 3 α + g'+ gu-- t •?-&33*--*),
orietur haec aequatio:
(X"" — α n + α — g") (Y' — a. m -+- 4 CZ _ g'u) -
=««nn +a (23— 5 *) n +(g"— a)(a 3-44—g!).
§. 57. His igitur colligendis ex aequatione propofita
* *JJ = α a m n + 2 a 3 m + y
Pofit9 8 = 3+ Y(33— y), fi pro litèris g, gf, g^^, g^//
etc. fequentes valores gemini affumantur: -
&=*=*); s'=%£*,); g^-;.;:;:,); gr, =3 a!;*,),etc.
colligetur pro x x fequens valor: / —
Jf J*…
-.
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xx=an-&#3+(a-+-23-26) (an-a-+δ)
2αn-2a-+ô+g+(23-2g)(an-a-+-g)
- - 22n-34-+g+g'+(23-2g') an &+g')
- • •, 2αn-42-Fg/Eg/VEetc.
qui ergo ob geminos valores fingularum ò, g, gf, g^, gla
etc. in infinitum variari poteft.
§. 58. Si eadem aequatio fimili modo, retentis va
loribus omnibus ambiguis, fecundum §. 25. refoluatur, ac
fumto ô = 3 -+- V (33— ^y) ponatur






- - - - 2am+4α-+f*-+f*'- etc.
§. 59. Simili modo aequationem propofitam fe- -
cundum §. 24. traétando, fi pofito ô =ß + V (33—^y)









… … , ; , -f'"'-+- ff'u- etc.
E s §. 6o.
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§. 6o. Porro ex §. 27. fi poft
δ = 3 -+- V (33 — y), ftatuatur










§. 61. Poffent autem permifcendis his reduétioni
bus innumerabilcs aliae fraétiones , continuae elici, quae
omnes valorem ipfius x x exprimerent; verum his qua
' ternis formis generalibus, quibus prima §. 33. exhibita
addi poteft , acquiescamus, easque ad cafum , quempiam
determinatum accommodemus. Sit fcilicet x x y y = m m,
feu quaeratur eiusmodi feries a, b, c, d, e, f, etc. vt fit'
a b = 1 ; b c = 2 ; c d = 3 ; d e = 4; e f= 5; etc. . . .
xJ = m, atque iam notauimus (1 2) fore
a a=#5 b b= f, cc= ;. £; d d-i.7; e e=£.£; etc.
Deinde vero ex §. 6. colligitur
3r * - 77 fz* d z : V (1 — z z)
fz*-' dz: V (1 —z z)
feu per produétum infinitum:
, — ,, m (n -+-2) (n -+- 2) (n +— 4) (n +• 4) (nt-- 6) (n. -— 6)(n —— s) •
+ x = n. ###.-##; ££#-.-;-;-;;=- ctc.
Hunc igitur valorem ipfius x x. quemadmodum per frac
... tiones continuas exprimi poffit, videamus.
* I 6. 62.
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§. 62. : Cum igitur pro aequatione x x y y = n n
fit α= 1 ; 3= o; y = o; erit fecundum §. 33. N=n—;,
et B — o, vnde fit: -
x x = n — ; -+- 1 : 4
2 m — I —H9 : 4.
2 n — 1 + 25:4
2 m- I -+ 49:4
2 n— I -H etc.
fiue
2xx=2 n- 1 -+- 1
2 (2 m— r)-}- 9
2 (27E5TE, . .
2(37— I)EFTAS
2 (2 n— 1)+ 8r
€tC.
$. 63. ' Porro ex §. 59. ob g=o; y=o et 3-o;
fi fumatur.* .
£$ fe$ -$$. -;;;3; re-;;;;;
f—r—(1—2f)(m+f)
fEfi-1-(3-af")(n-Hf*) : ' -
f'u-f"—(3—2f")(n-Hfi") · · · · · · · ·
.. , , , . ,. . ., ,-, jiUEfEEGEFIGIEF)
- .- ' j . .'}. ) « ' JUVEJNEG-aJJ® EF;
. . _ , —a—• . } 'I • • . . - -, • n- - * At* --. -* E. 3 -- .) vel
*
t.
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vel ex §. 58. fub iisdem denominationibus:






§. 64. Deinde pofito
—I - * g'—I - 11—r
§.=3 3; g'=§ 3. s'-;-f3. s*=} £j3; €tc.





_- , , gTgTFFEGTgT7TTTgT)
- : • • • g!u'-gTetc.T
- •
< -
atque ex §. 57:
xx\-m-1+(m— 1 } -
2n-3+g+g'— 2g(m—I-Eg) — ;
2m-4+g'+g'—2g'(m—1+gV)
- 2m-5+g"+g'"-etc.
$. 65. Generaliter ergo pro ferie a, b, c, d, etc. -
in qua fit -
ab=p; b c=p--q; ed=p+ 2 q; de=p-H3 q; etc.
*J FP -+- m ?; ex fuperioribus conftat eße.
-= (? tn £)(£*(* + *)4) . (p-+(n +•)q)(p-+-(n +•) o)5'JX r.(p-Hm 4). (FF#*F(FF)Jj* GEFÜEj:# <FUERFJJg) etC.
- G?
a.
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|
et per formulas integrales:
- /z?+(*+*)a-* 4 x : V(; — .**x x E (p + m q). fz?-*-**-* a x : V (1£?
pofito z = 1. Iam ob x x y y = q q n m -+- 2 p q n -+- p p
habebimus a = q; ß = p et y =p p; hinc ô = p. Qua
re ex §. 33. erit N = n q— 4-- p et B = o; ideoque
xx=p+q(n—i) + 3qq.
2p-Fq(2n-1) + 3qq. * . •
2p-E7(37EJEF77 ' ; .
2p +q(2n-1)+?qq.
etc. .
§. 66. At per reliquass förmulas,, fi ponamus ,
primo : '
Y4+pę. c, q-+-f : cu-2^ q-+-f'' . •_ . q-}-f' .'f-; p. %; fi-$£! ; fe&#j$ ful-&#?3;
CtC. . -
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vbi ex tribus .numeris datis p, q, n , bini quicunque ne
gatiui affumi poffunt, quandoquidem aequatio refoluenda
hinc nullam mutationem patitur.
6. 67. Deinde fi ponamus
g-£;? 5 g'=¥-;!3 5*} £.$. s*=3,£3,3 etC





- g'"— g"-+- q - etc.





§. 68. Verum de his expreffionibus in infinitum
excurrentibus tenendum eft , eas faepenumero feriebus
diuergentibus aequiualere, ita vt quo vlterius earum va
lores colligamus, eo magis a veritate aberremus: quod
incommodum tamen in expreffione prima non vfu venit.
Quamobrem his cafibus de iis eadem locum habent, quae
de ferierum diuergentium natura iam annotaui, fcilicet
eas fpe&tandas effe tanquam formulas infinitas, ex euola
tione cuiuspiam formulae finitae natas, quae nihilominus
pro' earum fumma fit habenda, etiamfi vbicunque in
. *
collec
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colleétione , partium fubftiterimus, verum nunquam attin
§amus.
§. 69. Examinemus etiam feriem a, b, c, d, etc.
; in qua fit
- — 3 • — &-+-3. — • a -+- 3 : — : a -+-3 :i a b = £;; b c=££;; c d.=:££;; d. =:£;; etc.
“incque in genere x y = ###£; ac habcbitur
— gn -+ 3. g (n + )-+-Y. a (* + *)-+- 3. & (i + ')-+?. etc.
— ZEFY £EFTEFÈ' ZGF,)=Fy* ZEFF3 •
fiue
. _ J******* d z : V (1 — :**)
— 72**£=TAEVIRE**)' -
Cum nunc, fi effet n = co, foret x = y = 1 , valores x et
J continuo magis ad vnitatem accedent; quare ponatur
*= 1 +- £ et 3 = 1 -+-;-, fietque
(X-- A)(Y-+- A)=:#£XY, feu .
' (3-)XY—A(an--^y)X—A(an--v)Y=AA(a n--w).
Sit A — 3— y, feu
x = i -+- £** et 3 = 1 + ***,
!iabebiturque
XY—(a n+ y) X—(a n + y) Y=+(3—^y)(am+ y)
fiue
(X— α m— y) (Y— a n— y) = (a n -+- 3) (* n -+-y).
§. 7o. Ex hac iam aequatione valores X et Y
per formulas fupra datas infinitis modis exhiberi poffunt,
ex quibus §. j 9. maxime conuergentem fuppeditat. Cum
autem fit
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. F λ=—
-
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Y== o n--a-+-;3--: y+-**=?=?
X= 2 am-α-+-; 3-+-; y
hincque emergit ifta nova aequatio :
(X! — α m — a — ; 3 — ; y)(Y' — α n + z — ; 3-: y)
=(a n -+- 3) (a n -+- y).
§. 7o. Quodfi haec aequatio denuo fimili modo
euoluatur, ob
λ=— &; μ. =—α—43—;^y; v= α-; 3-; y; %=a;
q=?f? et 9=3^y,
vt fit η η — % = ; (3 — y)*, orietur haec fubftitutio:
x=a a n-a-+-g--y+***;?-?,
YI— 2an+a+3+y+**=£=? 9.
quae praebet iftam aequationem :
(X!— α m — 2 a —;3—;^y)(Y"- a n -+- 2 &-£3-;^y)
= (a m -+- 3) (a m-+-y).
6. 72. Iam cum hic fit
λ=— 2; p. =— 2 a—;3—; y; y= 2 z-;3-: y; %=a;
1 = £#2; % = β γ;
orietur haec fubftitutio;
•»3$3 ) 43 ( $•
x"=•an-a-+3+-y+*£=r',
YII— 2 a m-+-a-+-ß--^y-+-2**=;£=x,
ûincque ifta aequalitas:
(X!'—am— 3 &—; 3—;^y)(Yi'- & m-+- 3 &-;3-;^y)
=(α m-+-3) (cz m-+-y).
; ?) §. 73. Hoc modo progrediendo confequemur tan







, — /**"*'T' d z : V (r — :**)
—7. E*£= d z : V ( 1 =A5j'
§. 74. Percurramus quaedam exempla, fitque pri
mo a = 1, 3 = 2 et 'y = o, erit




3r c I —H 2
2 m —i— i — I
a n-ETERG. = 1 -+-:,'
F 2 vtt
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vti patet. Atque in genere fi α= 1 , quoties 3 — ^y eft
numerus par, valor ipfius x rationaliter exprimitur.
§. 75. Manente a. — t, fit 3= 1 et y =o, erit
. _/<"T' d * : V (x — < 3)
T fz* d z : V ( 1 — z z)
ex aequatione x y = *£:; at per fra&ionem continuam:
x E 1 —- I.
2 n — HEPTIE
2 n -ETAT:
2 m -f- y — ;
2 11 -+- etC.
c I —H 2
4 n — 1 -+- 1. 3. _
4 n -+- 3. s.
4 n -+- 5 7_
4- m -+- etc.
Sumto autem 3= o et y = r, prodit valor reciprocus
E = I — I
2 m -+- , —-- 1 -— ;
2 n —i— 4. — ;
2 n---etc.
- I - 2
4. n —H 1 —H I. 3
4- m -i- 3. 5
4 n —— 5. 7.
4. 71. -+ etC.
euius confenfus cum praecedente facile perfpicitur.
6. 76.
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§. 76. Quodfi iam pro n fuccefTue nomeri r, e,
3» 4, etc. fubflituantur, reperientur fequentes fra£tiones
Continuae:
: = x -+- 2
- • I 16 —H etc.
F g. 6. 77.




§. 77. Hinc etiam vicißim huiusmodi, fra&ionum
continuarum valores inueftigari. poterunt. Sit enim pro
pofita haec fraétio:
s = cz az — δ δ
m -+- 4 α α— δδ_
m —— 9 az cz — δ δ
7TT3I3I3T53
• m -+- etc.
erit [3—^y = 2 δ et 2 &n-H3——^y=m; vnde [3=2ô+^y
et 2 a. m = m — 2 δ — 2 ^y , ficque . • -
- • δ — m—α-+- 5 -+-*
3* — I —H m– C.… 5-FE - Ti— a— 5-+- 5 °
ergo
s = : i**— m -+- a -+- ò.
Verum eft
^-**-*-* a . . vt, _ ., •,
fz*"*°T* 4 s : y (, — •*)'
vnde fi ponatur -
3^ r
; m — δ — 1 : m —— δ — 1
2; 4* — P et /*/—7ΤΓEj γτι-;:;-=Q,
erit ' . -
; — (m = a -+- 5) Q — (m — « — 8) ?
P — Q. »
$. 78. Hinc fi ponatur δ — e V — 1 , vt fit
••&#3 ) 47 ( $•
4 — 62 a. —H æ e
m -f- 4. az az -- e e .
m -+- 9 & cz-+ e e
m -+- 16 aÆTE.
fm -r— ctc•
ob æ-* — *-* V- ' — e- * V- 1. 1*— cof. e 1 z — V— 1. fin. • 1*;
et z*= cof. e 1 x -+- V — 1. fin. e 1 z, ftatuatur
/** **£*/*—r a/?t'**#!!*=
V (1 — z**) - V (1 — z**) -
erit P = R — S V — 1 ; et Q = R —— S V — 1 ; ideoque
— * (m— a) s v- 1 -+- a £ R V — 1 — A, _ m _ e 84 – — 4 S V— t T 42 fm, e § ,
vbi notandum eft integralia R et S ita fumi debere, vt
pofito # = o euatiefcant, tum vero poni z= r.
S
vARI v
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VARIA ARTIFICIA
IN SERIERVM INDOLEM INQVIRENDI.
Eunoa faepe occurrunt feries, quarum origo etfi fàtis
eft perfpicua , earum tamen lex progreffionis et natura
maxime eft abfcondita, et nonnifi infignibus adhibitis arti
ficiis analyticis inueftigari poteft. In genere quidem hu
iusmodi artificia vix ita proponere licet , vt eorum vfus
luculenter perfpiciatur; fed potius eorum vis in exemplis
commodiffime oftenditur, vndc fimul ratio ac neceffitas ea
excogitandi multo clarius intelligitur. Seriem igitur feu
numerorum progreffionem omnino fingularem hic con
templabor, quae oritur, fi poteftates trinomii 1 —4- x -+- x x.
euoluantur , atque ex fingulis termini tantum medii , qui
maximis numeris afficiuntur , in ordinem difponantur: ita
enim enafcitur numerorum feries eo magis notata digna,
quo minus lex progreffionis perfpicitur. Ea autem explorata
pulcherrimae affeétiones agnofcuntur, in quo negotio
maxima vis artificiorum analyticorum potiffimum cerni
tur. Imprimis autem haec feries memorabile documentum
exhibet, quanta circumfpeétione in induétione, cui plerum
que in huiusmodi inueftigationibus non parum tribui folet,
verfari debeamus, cum hic eiusmodi induétio occurrat, quae,
etiamfi maxime confirmata videatur, tamen in errorem
inducat.
Euo
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| Euolutio poteftatum trinomii.
|
!
I -+- x -+- A:*
1 -+- 2 x -+- 3 v*-+- 2 x* -+- 3*
r -+- 3 x -+- 6 x*-+- 7 x*-+- 6 £*-+- 3 x*-+- x"
1 -+- 4- x -+- I ox*-+- 1 6x'-+- 1 9x*+ I 6x*-+- I cx*+-4 x'-+x*
I+5x-+1 5x*-+-3ox*-+45 x*+5 I x*-+45x"-!-3ox'+ 1 5x'+5x°+x'°
&\\,Ix'+5ox'+9ox'+1 2 6x'+ 14 1 x'+1 2 6x'+ 9ox'+5cx*+2 1 x'°--6x'+x*
CtC.
Ex fingulis his formis terminos tanturn medios excerpo,
qui hanc fuppeditant progreffionem :
x + 3 x* + 7 x* + 19 x* + 5 1 x* + 141 x* + etc.
cuius naturam hic inueftigare conftitui, vbi quidem, omiffis
poteftatibus ipfius x, totum negotium ad hanc progreßio
nem numericam reducitur:
I, 3, 7, 19, 5 I, i4 I , 393, etc.
• -
Confideratio I.
Seriem hanc perpendenti mox in mentem venit ,
quemlibet terminum cum triplo praecedentis haud incon
grue comparari poffe, quia hanc feriem in infinitum con
tinuatam cum progreffione geometrica tripla confundi de
bere ex eius origine eft manifeftum. llli ergo, ad duos
terminos vltra continuatae, terminos praecedentes triplica
tos fubfcribo, indices vero fuperius noto, hoc modo:
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. G - {nd.
*.
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.
Ind. o. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
A. . . I, I, 3, 7, I 9, 5 I, 14 I, 393, I I o7, 3 I 39
B . . . 3, 3, 9, 2 I, 57, I 53, 423, 1 I 79, 332 I
C. .. 2, o, 2, 2, 6, 12, 3o, *72, 1 82
D ... I, O, I , I , 3» 6, I 5, ^ 36, 9 I
E... I , O, I , I , 2, 3» ' 5 » 8, I 3
vbi feries A eft ipfa propofita, quae a ferie B, illius tri
plicata, ablata, relinquit feriem C; huius vero terminis bi
fe&is prodit feries D , cuius finguli termini funt numeri
trigonales , quibus fuas fubfcripfi radices, vnde feries nata
eft E. -
§. 2. In hac ferie E terminorum ordo ita com
paratus videtur, vt quilibet aequetur fummae binorum
praecedentium, atque haec conclufio, ex infpeétione nata,
quoniam per decem feriei terminos confirmatur, ita certa
videtur, vt neque dubitare liceat, quin omnes termini fe
riei D fint numeri trigonales; neque quin eorum radices
feriem recurrentem illam fimplicem, qua quilibet terminus
' eft aggregatum binorum antecedentium, conftituant. Saepe
certe "in huius generis inueftigationibus eiusmodi induétio
nibus confidere folemus, quae minus firmo fundamento in
mituntur.
§. 3. Si haec induétio veritati effet confentanea ,
pro inuento maximi momenti effet habenda , cum inde
adeo terminus generalis feriei propofitae A affignari pos
fet: terminus fcilicet indici m refpondens foret
3. 3"+ .(-1)"+;(****)*+}(…)"+}(…)"+;(**)*2.
©t




et noftra progreffio ex fequentibus tribus feriebus recur
rentibus nafceretur: -
Scala relationis
§. -.. I, I, 5, I 3, 4 I, I 2 I, 365, I o93, 328 I . . . 2, -i- 3
-.. 2, 3, 7, I 8, 47, I 23, 32 2, 843, 2 2o7 . . . 3, — 1
- . . 2, I , 3, 4, 7, 1 I, I 8, 29, 4-7 . . . I , -+ 1
C
U) ... 5, 5, I 5, 35, 95, 255, 7o5, 1965, 553 5, et div. per 5
\.... I, I, 3, 7, I 9, 5 I, I4-I, 393, 1 I C 7, etC.
Ex feriebus nempe recurrentibus A, B, C per fingulorum
terminorum additionem nafcitur feries D , cuius termini
per 5 diuifi producunt ipfam noflram progreffionem, fal
tem ad dccem terminos.
§. 4. Quomodo expreffionem huius termini ge
neralis eruerim haud • attinet docere , quandoquidem in
du&io fuperior, quantumuis fundata videatur, tamen veri
tati repugnat. Statim enim ac noftra progreffio vlterius
continuatur, et operationes vti §. I. inftituuntur, vt fequi
tur; - - •.
Ind. 5. 6. . 7. 8. 9. . I O. I I.
A... 5 1 , I 4 1 , 393, I I o7, 3 I 39, 8953, 25 653
P. . . 5 7, I 53, 423, 1 I 79, 332 I , 94 I 7, 26859
C... 6, 1 2, 3o, 72, 1 S2, 464, I 2c6
D . . . 3. 6, I 5, 36, 9 I, 232, 6o3
E. •. 2, 3, 5, 8, 1 3, • • • •
in ferie D termini 232 et 6o3 non amplius funt trigonales,
neque adeo lex feriei E vlterius valct. Hoc ergo exem
plum indu&ionis illicitae eo magis eft notatu dignum ,
G 2 quod







quod mihi quidem eiusmodi cafus nondum obtigerit , in
quo tam fpeciofa induétio fefellerit.
Confideratio II.
§. 5. Repudiata ergo omni indu&tione progreffio
nis noftrae indolem ex ipfa eius natura fcrutari aggredior.
Ac primo quidem cuidens eft, fi in hac ferie:
X, 3 x*, -7 x*, I 9 x*, 5 I x*, 1 4- I A*, 39 3 v', €tC.
terminus indici m conueniens ponatur = N x", fore N x*
ipfum terminum huius poteftatis ipfius x, qui ex euolutio
ne formulae (1 -+- x -+- x*)* nafcitur. Trinomium igitur
1 —— x -+- x x, binis prioribus partibus iunétis, tanquam bi
nomium traéto, eritque :
(1 + x +xx)*= (1 + x)"--' x x (1 +x)"-'-+'59x* (1 + x)"-*
+£t=!iti;i- x" (1 + x)*-*-+- etc. -
ex cuius fingulis membris poteftatem x* elici oportet, in
deque fumma omnium colleéta dabit noftrum terminum
quaefitum N x*. -
§. 6. Ex primo autem membro ( 1 —— x)*, feu
(x -+- I)*, oritur faéta euolutione, x"; pro fecundo autem
membro, ex euolutione formulac (x -+- 1 )*- ' terminus
fecundus *=' x*-* capi debet,qui in ; x' duétus,dat '*E '' x*.
Pro tertio porro membro, ex formula (x -+- 1 )*-*- tertius
terminus (iilf I* — x'-', in fiétorem %i; L x' duétus2
m ( n — i ) { n — : ) (n — *)
praebet H-;*--* , *' x", ficque de ceteris membris;
vndc nancifcimur
/ m — * n (n — 1 ì (n — •) (n — - - — *' !n— -N=1 + '"; + : ;…; (m â– +£=0(;*) (*= *;'*;24. etC.
quarum partium addendarum numerus pro quouis nume
ITO
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ro. integro m fit finitus; ficque valor termini N fàcile as
fignari poterit. Facilius eadem expreffio reperitur, fi potcs.
tas trinomii ita euoluatur:
(x (1 + x)+ 1)"= x*(1 -+-x)" +: x"-'(1 +x)
*. +£=' x*-* ( 1 + x)"-* + etc.
vbi poteftatis x" coëfficiens ex primo membro fit 1. ex
m-i
fecundo #. tF', ex tertio #1512. (1 =;ili;i! etc. vt fupra.
Confideratio III.
§. 7. Inuenta expreffione, qua in genere coefficiens
poteftatis x* in noftra progreffione definitur, primum ob
feruo, eam nullo modo ita fimpliciorem reddi poffe, vt ad
formulam finitam reducatur. Etfi enim inuentio numeri
N ad aequationem differentio- differentialem reuocari pos
fit, ea tamen ita eft comparata, vt nullo modo refolutionem
admittat. Cum igitur omnis labor, in expreffione pro N
inuenta commodius exhibenda, inutiliter confumeretur , in
id hic incumbam, vt legem eruam, qua in noftra progres
fione terminus quilibet ex aliquot praecedentibns definiri poffit.
§. 8. Hunc in finem progreffionem noftram ita repraefento:
x, 3 x*, 7 x*, 1 9 x*, 5 i x* - - - - p x"-*, q x"T', r x*,
inueftigaturus, quomodo numerus r per praecedentes q et
p determinari poffit. Valores autem p, q, r ex fuperiori
ferie pro N inuenta habentur , quos quo analyticas ope
rationes recipiant ita exprimo: -
p = I + tu-30 tu;i' x' + (***) (***) (**) (***) : + etc.
47 — 1 +'*; ut** u *-* -*--*-t-il*;*) : + etc.2 • 2
7* T. 1 -+-jTt; L z* + £i;illt-E*l*i' z'+ etc.
1 • 2•
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vnde, quemlibet a ſequente ſubtrahendo, primo colligimus:
tit=irez +º-iſtitoz - iº erº zoº ºº ºz etc.2 1, 2- 2 e
T=1= " i 2*--(n = )ſi = *)(i sl 2 L ( - )(n - 2)(n - s)(n = *) (n= 3) º- 1 2, –F 1 e i - 2 2. -- I • M 2 e 2, ;- - ctC.
S. 9. Valoribus autem q et r differentiatis nan
ciſcimur:
da – tr – - - – 2) (n – 5) (rl– 4) e,ºstº gº 2 z -- º 1)(n istiti ºz + CtC.
dr – n (n – 1) n(n – 1) (n – 2) n(n – 3) -s
is="TE z--"ºrtºrºz -- etc.
quae ſeries cum praecedentibus facile comparantur, cum
manifeſto ſit:
-
(n – 1) (q – p) – 2 d q n r – o) – z a -
2 2 a 2, Ct - =ig,
vnde concludimus fore º
dq = (n – 1) (q – p). º et d r = n (r – q). º.
S. 1o. Deinde vero formae poſteriores S. praec.
differentiatae praebent:
da–dp – fl – 2) 2 -H (n-º)(n-:)(n-º) 2º+(n=it-s) - Ya-ºſt
4 d 2, 1. I . . 2. 2
ºzº etc.
dr-dq – (n- 1) 2 +tiºz + (n='titº i-s) - - zº etC.
4 d 2, - º • 1 - 2 - 2
quae a primis hoc tantum differunt, quod hic coefficien
tes vno faétore abundant; ibi autem per differentiationem
iidem faétores facile adiici poſſunt, hoc modo:
d.pz.-"=–(n-2) z -" – (n-2)(n-3)(n-4) gs– a
dz I . I
(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)z "
I. I • 2 2
CtC.
d. p z
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6. q<*T" — [m— - „ , _ (n- 1) (n—2)(n— 2 • -1
j=-=-(n—i)x-*— e- g-y«-s. 2;
- — (***)(*-*)(i-3)(w-4)(a-5) ..-..,.
I. I 2 • 2.
vnde manifeflum eft fieri -
dq—dp , z"d.pz*T* _
t---- d 2; = o et 4 dz d 2.
et faéta euolutione : -
' d q — d p -+- 4 z z d p — 4. (n — 2) p z d :— o •
d r — d q -+- 4 3 2 d q — 4 (m — 1) q : d z = o,
§. 1 1. Cum igitur fupra inuenerimus differentia
Iia d q et d r per d z expreffa , fi hos valores in poftre
ma aequatione fubftituamus, impetrabimus:.
tr…— ®=%'i=?-+4(n-r)(q—p):—4(m—i)qz= o,
ita vt differentialibus fublatis hic relatio finita inter p, q
et r fit eruta, quae ita fe habet: ,
n (r — q) = (n — 1)(q — p)(* —422) + 4 (n—r)qz z
feu - . - - - - -
n (r — q) = (n — 1) (q -+- p (4 : z — i)).
§. 1 2. Inuenimus ergo inter ternos valores con
tinuos p, q, r, eiusmodi relationem , cuius ope ex binis
datis tertius facile definitur , hocque multo generalius,
quam pro noftro cafu opus eft, cum ifta relatio pro quo
cunque numero z valeat. Quoniam igitur noftro cafu
eft z = 1 , erit -
n(r—q)=( - )(q + 3p), feu r= q+-+'(q + 3p),
\ cuius




cuius formulae beneficio noftra progreffio facile quousque
libuerit continuari poteft, in hunc modum:
A.. I, 3, 7, I 9, 5 I, I4 I, 393, I Io7, 3 I 39 ·
3, 9, 2 I, 57, I 53, 4-23, I I 79
6, I 6, 4o, I o8, 294, 8 1 6, 2 286,
4» 5» 6, 7, 8, 9,
2, 4, 8, 1 8, 42, Io2, 254
4, I 2, 32, 905. 252, 7I4, 2o32i 3»
Seriei fcilicet A, quousque iam fuerit continuata, fubfcri
bantur iidem termini triplicati, eos vno loco promouendo,
quae eft feries B; tum fumma A -+- B dabit feriem C,
cui fubfcripta progreffione arithmetica D, diuifio C : D,
praebet feriem E, vnde C — E fuppeditat feriem F, cu
ius quiuis terminus, ad terminum fupremum feriei A ad
ditus, eius fequentem fuggerit.
§. I 3. Hoc ergo modo noftram progreffionem
vdterius continuemus:
A.. I I o7 | 3 I 39 || 8953 | 25653 | 73789 2* 294: [616a27
B.. 1 1 79 I 332 I i 94. I 7 | 2 6859 i 76959 | 22 I 367
C.. 2286 || 646o | I 837o! 525 I 2 | 1 5o748!4343o8
D. . 9 ] I o I I I 2 I 3 I 4. •
E. . 254! 646 || 1 67o! 4376] I I 596! 3 I o 2 2
F. . 2o32 15814 167$ol4§336 1393. 1433 286
vnde adiun&is poteftatibus ipfius x , cum terminus ipfi
&* conueniens certo fit I , vti etiam ex lege progreffio
nis inuenta liquet, noftra progreffio ita fe habebit:
I, IX* ,
•&£ ) s7 ( $&•
r , r x, 3 x*, *7 x*, 1 9 x*, 5 I x*, I41 x*, 393 x*,
1 1 o7x", 3 I 39x°, 8953x'°, 25653x'', 73789x'*,
.- a 1 2941 x**, 61 6227 x'*, etc. -
- - - - p x*-*, q x*-', y x*,
et lex progreffionis ita eft comparata, vt fit:
r = q -+- 1=: (q —- 3 p) = 2 q -+- 3 p — ; (q -+- 3 p).
"§. 14. Imprimis autem hic notetur artificium,
quo per differentialia ad iftam relationem inter ternos
terminos fequentes pertigimus, cum reuera hic nullius
variabilitatis ratio habeatur. lam quidem haud difficulter
animaduertimus, eandem relationem fine differentiatione erui
poffe, fi in ternis feriebus §. 8. haec multiplicatio adhibe
atur, vt fiat (A + a z z) p -+- B q + C r= o. Facile enim
patebit, litteris A, a, B et C, eiusmodi valores tribui
poffe, vt omnes ipfius z poteftates in nihilum abeant,
quod efficiendo ipfa fuperior relatio cbtinetur. Verum
initio rem confideranti hoc certe minus obuium videbatur.
Confideratio IV.
§. 1 $. Innenta hac progreffionis lege quaeftio non
minus curiofa occurrit, qua eiusdem progreffìonis in im
finitum continuatae fumma inueftigatur. Ponamus ergo
s = 1 + x + 3 x*-+-7 x*...px*-*-+ qx*~'+ rx*+ etc.
et cum inuenerimus m ( r — 2 q — 3 p) -+- q -+- 3 p = o,
hanc aequalitatem differentiando , introducemus {equenti
modo: -
•
Euleri opusc. Anal. Tom. I. IH 4f
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{=1+ 6 x-+-2 1 x*+-...(n—2\px*-*+ (n—i) qx*T*+ m rx*-*
'-*##*=-2-4x-1 8x* —•(*-* px'--anqx'
-*£*= -6x— 9x* - - —3npx*-*
s = I —— x -+- 3 x* —+ q x"-'
3 x s= 3 x -+- 3 x* -+- 3 px*-'
vnde confequimur:
* 41= 4;*;=i le-*-+- s -+- 3 x * = o, -
feu •
(1 — 2 x — 3 x x) d s — s d x — 3 x s d x = o.
Ex hac aequatione colligitur
d s _ d x -+- s æ d * - - - *
4. = £*#*#£, hincque integrando *
- t - i
*=7τE;*= {AAj— 7ΤΠΕΖΓ=TEY -
. 6. 16. En ergo novam originem noftrae feriei,
quippe quae oritur ex euolutione huius formae:
(1 — 2 x — 3 xx)T', vnde calculo inftituto haec ipfà fe
ries refultare deprehenditur:
- 1 + x + 3 x*+7 x*+ 1 9 x*+5 1 x'+ 141 x*+ etc.
Simul vero hinc apparet, quanta futura fit fumma huius
feriei in infinitum continuatae pro quouis valore ipfius
sc; vbi quidem notandum eft , fi fit vel x = — 1 , vel
x — ;, fummam , fore infinitam ; at fi x > ;, fumma eft5 )
imaginaria.' Finita autem erit fumma, fi x contineatur
* intra limites ; et — 1: et extra hos limites prodit femper
* fumma imaginaria. Ita fumto x = £ erit
1 --;-- 5 -+- £ -+- 3 -+- ;;= ;;.
• -
*. \
• ... * • *.
- - •
confi
-&: ) so ( 3*- -
Confideratio V. *
§. 17. Haec inueftigatio ad feriem terminorum
mediorum, ex euolutione poteftatum trinomii latius ac
cepti: a -+- bx -+- c x*, extendi poteft. Pofito enim in ge
nere N x* pro termino medio poteftatis (a + b x -+- cx x)",
valor coefficientis N ita determinari poterit: Cum fit
(x(b-+-c x)-+-a)*= x"(b-+-cx)"+: a x"-'(b + cx)"-*
-,- Et;= *) a* x*-* (b -+- c x)*-*-+- etc.
ex fingulis membris colligantur termini poteftate x* af
fe£ti, ac reperietur: :
N=#*-+-;-;9a#*-• c +ita Eng=2£=»a'}*-*•*+ etc.
feu, pofito breuitatis gratia ;;= g, erit
N = b* (* + *{-? g +- n(n — ■)(^— *) (n — *)g'+ etc.)
Vnde cum fumto m = o fiat N = 1, fi hanc progreffio
nem ita repraefentemus : - - …
1 -+- A x + B x* + C x* + D x* +-.. . + N x* + etc.
hi coefficientes ita fe habebunt: -
A= b ; D= b* (1 -+- 1 2 g-+ 6 g g)
Β — b* ( -+- a £); E = b* (1 —- 2og -+- 3o g g)
C = b' (1 -+- 6 g); F = b' (1 -+- 3o g+ 9o gg -+- 2o g'.
§. 18. Vt inueftigemus quomodo, quisque termi
nus per binos praecedentes determinetur, firiem ita exponamus: N.
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et pro g fcribendo x z habebimus:
p= 1 -+-(t¥=: z'+-'i==!=?£££*=°' z*-+- etc.
q= 1 +-*=£=?*-+-*=■!;=##*£*= 2x*-+- etC.
• 1 • 2
- m (n — 1) „* m (n — r\ (m - 2)(n — s) „4£r c I +-*#!--- 2. +-*-+-**; ;- z £tC.
quae feries funt eacdem, quas fupra iam traétaui; eritque
ergo,
m (r — ® = (a — *) (a + p (4 * z — 1)) s
Loco z z ergo reftituendo g, in ferie noftra terminus r
ita per ambos praecedentes determinatur, vt fit
r= £ -+-*F* (q -+-(4 g — 1 )p), feu
r = 2 q -+-(4g — 1)p — ; (q-+-(4 g — *) p).
§. 19. Ponamus 4 g — 1 =b, vt fit b= **#**, et
cum lex progreffionis praebeat
r = 2 q -+- b p — ; (q —— b p),
et omiffis poteftatibus b* x* bini termini initiales fint 1
et I , progreffio noftra erit:
o r a g 4 5
I. I s+b s-+- s b ss+ sob-+- s bb ** -+- 76 b+ 15 b b
• • • -— » — » we » ω •
vnde fumto b — 3 feries ante traétata refultat. Sin au
•tem capiatur b=— 1 , feu g = o, omnes termini in vni
* tatem abeunt, id quod ex relatione m (r—q)=(n—x) (q—p)
liquet; ftatim enim ac duo termini contigui p et 4 funt
aequales, omnes iisdem aequales fiant neceffe eft.
_ • -
Confi
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Confideratio VI. * * * * *
§. 2o. Inueftigationem fummae huius progreffio
nis multo generalius inftituamus, fitque . -
s = A+Bx+Cx*....+px*-*-+ qx*-*+rx*+ etc.
cuius feriei lex progreffionis ita comparata concipiatur, vt fit:
m (a p + b q -+- c r) = fp --g q, • • i
et calculum vt fupra §. 15. inftituendo habebimus:
£*#*= 2 a Ax+3 aB xx........ + napx*~*
•#=sA-+• ωB*+s bcxx........ +****
# =cB+2 c C x+ 3 c D xx .........+n crx*-'
£ r= A g +g B x +g C x x ....... -+- g q x*T*;»
f* s = fA x +fB x x.. ,. . . . . -i- fp x*~'.
Quocirca ex indole feriei fiat neceffe eft:
******##*******— (fx +g) s= (ä-g)A+ o B. ,d ac
feu
- - * , w - ?. -
!!!!*##**==?+ s ((2 a-f)x+(b—g)=(b-g)A+cB,
-
-
§. 2 1. Cum igitur habeamus: . . . . . . .
d 2 a.-f) x —*(b -- -,w— d;c -+- c B -
d s -+-*£*££;;!;!;=*)=£;£££££££*, , .
aequationis huius integratio ita inftitui debet, vt pofìto arro'
fiat s = A, ex quo haec fammatio nullam habét difficulta
tem. Accommodemus ergo haec ad feriem ante inuen
tam, quae erat * * • • • ; • • • • • ' * * *
s=1+*+***,+&£x'+-...-+p*-*-+rx*etc.
pro qua eft: -* -.
H 3 a(* p.
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n (b p -+- 2 q — r) = b p —- q et A = r, B = ,,
et faéta applicatione fiet -
`` ` a = b, b = 2, c = — 1, f= b, 8 — I ,
•
vnde valorem fummae s ex hac aequatione definiri oportet:
s d x (b * -+- t) — A d x — b d x.d £ -+-;£££EH T b x 3-£z-,i . D. O ,
hincque colligitur , • * ».
: s V (b x x -+- 2 x — 1) = V — r, feu
• - - * = 7TTEτἐ-E7j- •
*
•
* - . 22. Reftituamus, valorem §. 19. afTumtum:
- - - b = 4 g — 1 = 1;;**, -
et loco x fcribamus b x , vt haec feries fit fummanda:
s = 1 + b x +(b b + 2 a c) x* + (b'+- 6 a b c) x*
+ (b* -+- 1 2 a b b c + 6 a a c c) x* + etc.
eritque, eius fumma – – – – – –
- • -
s = 7-a —;-============;, feu
- - * • • . • •
· · i · s = .vTT =¥¥)i =zATE) -
Ipfius autem feriei origo eft, vt finguli eius termini fint
medii ex poteftatibùs' (a -+- b x + c x x)* excerpti. Tum
vero lex ' progreffionis ita eft comparata, vt pofitis in ea
ternis terminis fe inuicem fequentibus: p x*-*, q x*— •,
r x*, coefficiens r ita per binos praecedentes definiatur,
vt fit:
*— b 4-+-*-;' (b q +-(4 a e — b B, p), feu
r ===== b 4 --==: (4 a c — b b)p . '
« * *-* *. • -* - • $. 23.
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a —— b x +— w x x = (V a -+- x V c)*, ,
quilibet terminus noftrae progreffionis per folum praece
dentem ita determinatur, vt fit r = : *E : . 2 q V a c. Pona
tur hoc cafu a= I, c= I et b = 2, vt feries noftra conftet
- - - - • • * *
ex terminis mediis poteftatüm (1 -+- 2 x — — x x)*, feu
(1 —Hx)*", eritque r=*u£- D q, et ipfa feries
s= 1 -+- 2 x -+-;5 x*-+-#££*x*-+-*;£;£#x*-+- etc.1 • 2. $. 1. ?. 3. 4•
- — ■ - -
cuius fumma fit s =;a…;, vti quidem per fe eft ma
nifeftum.
Confideratio VII.
*. §. 24. Ex feriei praecedentis ; Y
s = 1 + bx +-(bb-+-a ae)x'-+-(b'-+-6ab e)x'+ etc.
fumma inuenta - * * : i - t
s = ((1 — b x)* — 4 a c x x)T*' `.` • , , •
viciffim eius termifius generalis, feu coefficiens poteftatis x*
erui poteft. Cum enim, euolutione more folito faéta, fit:
t. 2 q c cc xc -4- * * q? c* x4 +*£* , *q* c*z6 CtC
J = ;…T; i * (TIĘj* 1. a * (TEGE}; ET * (T=özy
colligantur ex fingulis membris poteftates x*;
ex- primo quidem oritur . . b" x", *
.*£=? a c }*-* x*,ex fecundo . . . . . . . í ' . ' •
ex tertio . . . . . . :;. *£=9t = 207 ) a' c* b*-* x*,$.
qui in vnam fummam colleéti dabunt:
ft „fi m (n — 1) a c n(n— s) tn— •)(n— s) aaee -
b*x* ( 1 +*£=9;+*£='Jt=*=)*g* + etc)
omnino vti fupra ex huius feriei origine elicuimus. • - r.
OBSER
§. 23. Si ponatur b b = 4. a c, ita vt fit - :. -..:
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S; numerorum a, b, c, d, etc. quadrata a', b*, c*, d*,
etc. per numerum quempiam primum P diuidantur,
refidua in diuifione reli&ta litteris cognominibus graecis
a, 3, ^y, ô, etc. indicemus.
Corollarium I.
- $. 2. Cum ergo quadratum a a per numerum P
diuifum relinquat refiduum &; pofito quoto = A erit
a a = A P —— &, ideoque a a — α diuifibile erit per P; fi
milique modo hae expreffiones: b b — 3, c v — y, d d — ö,
etc. diuifibiles erunt per eumdem diuiforem P.
Corollarium 2. -
§. 3. Quadrata (a -+- P)', (a -+- 2 P)', (a -+- 3 P)*,
et in genere (a -+- m P)* idem refiduum α relinquent, fi
per numerum propofitum P diuidantur. Vnde patet, mu
- merO
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merorum, diuifore P maiorum , quadrata eadem pracbere
refidua , ' quae ex quadratis numerorum, diuifore P minos
rum, nafcuntur. _ -
Corollarium 3. . ' ' •
s. 4. Cum deinde quadratum (P — a)' per P di
vifum idem pracbeat refiduum, quod quadratum a', patet
fi fuerit a> ; P, fore P — a < ; P. Vnde manifeftum eft,
omnia refidua diuerfà ex quadratis numerorum, qui fe
mifíe diuiforis P fint minorcs, refultare.
Corollarium 4.
§. 5. - ' Quare: fi omnia, refidua defiderentur, quae
ex diuifione quadratorum per datum diuiforem P próue
niunt, fufficiet ea tantum quadrata confideraffe, quorum
radices fcmiffem ipfius - P non fuperent.
•
• • •
Corollarium 5. , ,
§. 6. Hinc fi diuifor fit P = 2 p-4- 1, fi per
p. eum omnes numeri quadrati I, 4, 9, 1 6, 25, etc. diui
í! dantur, plura refidua diuerfa inde prodire nequeunt, quam
. v mitates in numero p continentur; eaque refultant ex
quadratis numerorum , 1, 2 , 3, 4, . . . . . p: fequentium
enim numerorum p -i- I , p -+- 2 , p -+- 3 , etc. . quadrata
eadem refidua ordine retrogrado reproducunt.
Scholion. , . * * * , •,
§. 7. Manifeftum hoc inde eft, quod haec duo- •
quadrata: p* et (p.-+- 1)*,. per numerum , 2 p -+- 1 diuifa,
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idem praebent refiduum ; fiquidem eorum differentia per
a p —— 1 eft diuifibilis. Generatim enim, quorumcumque.
numerorum differentia M.— N per 2 p +- I,. eft diuifibilis,.
neceffe eft vt vterque M et N, feorfim diuifus, idem refi
duum relinquat. Hinc etiam cum fit: (p —H 2)* — (p — 1)*
= 3 (2 p —H 1), vtrumque quadratum feorfim, (p — — 2)* et
(p— 1)*, idem refiduum praebere debet, et in genere qua
dratum (p —— m -+- 1)* idem refiduum dabit, quod quadra
tum (p — m)". Hoc igitur oftenfo perfpicuum eft plura
refidua refultare non poffe , quam in numero p vnitates:
continentur: vtrum autem haec refidua omnia fint* diuer
fa, an quaepiam inter fe conueniant ?. hinc non definitur;
atque adeo, fi diuifores, quicunque admittantur, vtrumque:
euenire poteft. Sin autem, diuifor 2 p -+- 1 , . fuerit nu
merus primus, , omnia illa refidua erunt inter fe diuerfa
quod fequenti modo- demonftro.
·
Theorema I.
§. 8. Si diuifor*?-= 2 p —#- r fuerit numerus
primus, per eumque omnia quadrata x, 4, 9, 1 6, . . . . .
vsque ad p* diuidantur, omnia refidua hinc refultantia in
ter fe erunt diuerfa, eorumque adeo multitudo = p.
- Demonftratio.
' Sint a et b duo numeri quicunque ipfo p mino
res, vel faltem non maiores; ac demonftrandum eft, fi
eorum quadrata a' et b* per numerum primum a p -+- 1
diuidantur, refidua certe diuerfa effe proditura. Si enim
idem praeberent refiduum , eorum differentia a a — b b per
2 p -+- I, foret diuifibilis, ideoque ob a p —— 1 numerum
- - - primum
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primum et a a — b b =(a -+- b) (a — b), alter horum fàc
£orum per 2 p —— x diuifibilis effe deberet. Cum autem
fit tam a < p quam b <p, faltem non a > p, fumma
a —— b, multoque magis differentia a — b diuifore 2 p —H r
eft minor; indeque neutra per 2 p-i- I diuifibilis effe po
teft. Ex quo manifefto fequitur: omnia quadrata, quo
rum radices non fint ipfo p maiores, . per numerum pri
mum 2 p -+- * diuifa, certe 'diuerfa refidua effe reliótura.
'Corollarium I.
§. 9. Quodfi ergo omnia quadrata 1 , 4, 9, 16,
etc. per numerum primum 2 p-i- I diuidantur, omniaque
refidua diuerfa notentur, eorum numerus neque maior
<erit neque minor , quam p, , fed huic numero p praecife
aequalis,
Corollarium 2.
§. 1 o. Omnia vero haec refidua diuerfa numero
p, oriuntur ex totidem quadratis in ferie naturali primum
occurrentibus, fcilicet I , 4, 9 , 16, . . . . . p p ; neque
<ex fequentibus maioribus vlla noua refidua eliciuntur.
Corollarium 3. -
§. 1 1. Non omnes ergo numeri ipfo diuifore
2 p —— I minores inter refidua occurrent, fed tantum tot
eornm , quot vnitates continentur in diuiforis minori fe
miffe p. Quare cum numerorum , diuifore 2 p —— r mi
norum, multitudo fit = 2 p, horum alter femiffis tantum
in ordine refiduorum reperietur, alter vero inde penitus
excluditur.
I 2 - Scholi
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Scholiom. • ' •
§. 1 2. Numeros hos diuifore primo * 2 p -- 1 mi
nores, qui ex ordine refiduorum excluduntur, nómine
non-refi uorum indicabo, quorüm ergo multitudo femiper
numero refiduorum eft aequalis. Hoc difcrimen inter re
fidua et non - refidna ' probe perpendiffe iuuabit, quare pro
diuiforibus aliq'iot primis minoribus tam refidua quam
non- refidua hic exhibcbo. · · · · · _ - ' .
-
Div. g, p = m | Div. 5; p = 2 [ 'Div. 7; p — 3
quadr. I quadr. 1 , 4-| quadr. , I. ^4. 9 I
refiduum I refid. r. 4] refiduum I. 4. 2
mon - ref. 2 non-ref z, 3 [non-ref. 3. 5. 6
Diuifor 1 I ; p = 5 Diuifor 1 3 ; p — 6
Quadrata. I, 4, 9, 1 6, 25 [Quadrata 1, 4, 9, 16, 25, 36
Refidua I, 4, 9, . 3, 12, Io
non- refid. 2, 5, 6, 7, 8, 1 I
Refidua 1 , 4-, 9, 5, 3
non-refid. 2. . 6, 7, 8, Io
Diuifor I 7; p = $ -
Quadrata I, 4, 9, I 6, 25, 36, 49, 64
Refidua 1, 4, 9, 16, 8. 2, 15, 1 3
non -refid. 3, 5, 6, 7, 1 o, I t, I 2, 1 4- | .
Diuifor 19; p = 9
(Quadrata I, 4, 9, I 6, 25, 36, 49, 64, 8r
' Refidua . . I, 4, 9, 1 6, 6, 17, 1 1, 7, 5
non-refidua 2, 3, 8, 1 o, x 2, r 3, 14, 15, 1 8
* I - Circa
\
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Circa haec refidua ret: non-refidua pro quouis diuifore
primo tam memorabiles proprietates, obferuantur, quas
eo maiori, ftudio , perpendiffe operae eft pretium, quod
inde non contemnenda incrementa, in numerorum Thcori
am redundare videntur,
Theorema II.
§. I g. , Si in ordine refiduorum ex diuifore P or
' torum occurrant numieri α et 3, ibidem ; quoque occurret
eorum produétum * a 3, fiquidem minus fuerit diuifore
P; fim autem fit maius eius loco capi conuenft & 3 — P,
vel a 3 — a P, vel generatim a 3- n P, donec infra P deprimatur. f: • • .
Demonftratio. -
* • • - • • — ' * • • *•
> | Oriantur refidua α et g ex diuifione quadratorum
a a et b b per diuiforem P. faéta , ita vt fit • .
' t . * - -
a a = A P —4— α et b b = B P -+- 3.
Hinc erit .
a a b b = A B P*-+-(A 3--B α) P-}- z 3.
Quare fi quadratnm a a b b per * diuiförem P diuidatur,
refiduum relinquetur. a. 3, vel fi α 3 fuperet diuiforem P,
eius loco fumi debet refiduum, quod ex diuifione ipfius
a 3 per P fà&ta relinquetur, quod proinde erit vel a. 3 — P,
vel α 3 — 2 P vel z 3— 3 P, vei generatim a 3— n P, ita
vt fit & 3 — n.P < P. . . - -
_ * •
• • •. • *. - * - - - - -
* - • • -, '. {\, : *. - • •}• • i - • - * -* *. -* *
*
, *. - I 3 ' ' ' Coro1
-** ) *o ( **
, • • • • Corollarium I. -
'§. 14. Si ergo inter refidua occurrat numerusTa,
ibidem quoque occurret a z, item &', α*, etc. omnesque
adeo eius poteftates , fiquidem a fingulis eiusmodi multi
plum diuiforis P fubtrahatur, vt refiduum minus fiat di
wifore P.
i , Corollarium 2. •
§. 15. Cum igitur exiftente diuifore P numero
Primo 2 p —— 1, refiduorum numerus fit =p ; fi unius cu
iuspiam refidui α omnes poteftates α°, c.', α*, α', α*, etc.
per eundem diuiforem P diuidantur, inde non plura quam
p refidua diuerfa refultare poffunt.
Corollarium 3.
. §. 16. Hinc fequitur, poteftatem &*, per P= 2p+ x
diuifam, idem praebere refiduum quod a* = I, feu refiduum
fore vnitatem, vti alibi oftendi, fiquidem diuifor a p -{- 1
fuerit numerus primus. -
Scholion.
§. r°7. Eximiis proprietatibus, quae hinc deduci
poffunt , hic vberius euoluendis non immoror, cum hoc
iam olim a me fit faétum. Ea hic tantum principia bre
'uiter repetere conftitui, quibus indigeo ad nouas quasdam
£efiduorum affeétiones explicandas, vnde infignes nonnullas
numerorum proprietates multo expeditius demonftrare li
ceat. Hunc in finem animaduerto , quod quidem per fe
eft perfpicuum, quemadmodum refiduo a 3 aequiualent nu
*. • ; meri
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:
I.
meri* a. 3— P; α β— 2 P, et in genere a ß— n P, exiftente.
P diuifore, ita, etiam omnes numeros per P diuifos, idem
refiduum relinquentes, in' hoc negotio tanquam hoc ipfum
refiduu rm fpeétari poffe. Ita ' in ordine refiduorum, pro
quocun que diuifore P, omnes plane. numeri quadrati ipfi
occurrere funt cenfendi, cum . quilibet aa huiusmodi forma
A P-+— c. exhiberi queat, ideoque vero , refiduo a aequiua
1ere fit exiftimandus: Hinc etiam inter refidua- numeri
negatiuri , admitti • poterunt, cum refiduo æ-aequitialeat a—P;
hocque pa&o omnia , refidua ad. numeros fëmiffi, diuiforis P
aminores: reuocare. licebit. .
- . Theorema III..
§:. 1 8. Si: in ordine refiduorum, ex diuifore P or*
torum, occurranti bina refidua α et 3, in eo- quoque oc
curret , refiduum **;*r, numero r ita afTumto, vt **#**
fiat numerus: integer, id quod> femper fieri licet.
Demonftratio..
Sint a at ett b b ea quadrata, qnae per P diuifa re
linquunt refidua . c. et 3, vt fit a a = A P.+.α et bb=BP-+ ß.
Vam quaeratur c,.vt fit c=*=;=* numerus integer , , erit*& z.
que
c c=******;* m " P fl— ® +( A.*;;;---nr– num,
integro. Gum nunc numerator*tanquam ipfum refiduum a,
denominator vero tanquam , refiduum' 3 fpeétari , po{fit, ,pa
tet, fi c c per P ' diüidatur, refiduum ad formam propofi
tam redu&um iri. Pofito enim breuitatis gratia A-+- 2 am
+mm P=D, vt fit c c =;£#£; tum vero **;**= y ,
often
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oßendi oportet, fore c c = C P-H^y , vt refiduum ex di
uifione quadrati c c per numerum P natum prodeat = y.
Cum autem fit α = ß y — m P vtique fieri poterit:
or- • • =er-#£;ut = C P-*- y, - • .
quoniam inde fequitur: -
(D— m) P=(3C-+-yB-+-BC P) P, feu
D — n= 3 C —— y B —- B C P • • - * •
cuiusmodi relatio, inter coefficientes ipfius P omnino ne
ceffaria eft, vt numeri integri prodeant. ^. • •*
Aliter.
Loco refidui a aliud aequiualens accipiatur a + m P,
vt fit a -+- m P = 3 y; et cum omnia quadrata huius for
mae (a -+- m P)* idem praebeant refiduum & , , quod ex
quadrato aa nafci affumitur, fumatur m ita, vt fiat a+m P,
= b c, et quia quadratum b b c c per P diuifum relinquit
refiduum a, vel 3^y, quadratum vero bb refiduum b: ne
ceffe eft vt quadratum c c relinquat refiduum y = * =;it P.
Sit enim b b c c = E P -+- 3 y et b b = B P —- 3; tum
vero fi neges quadratum c c praebiturum effe refiduum y,
praebeat diuerfum x, vt fit c c = C P-Hx; erit ergo
* ' b b c c = E P -+- 3 y = (B P —— 3) (C P-4- *)
= 3 x -+- (3 C —— B x -+- B C P) P.
Mam multiplis diuiforis P vtrinque omiflis, quemadmodum
in aeftimatione refiduorum fieri folet, fiquidem in minima
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Corollarium. 1. , ,
$. 19. Cum igitur vnitas femper fit refiduum, fi
pro diuifore. P fuerit, aliquod refiduum a, tum etiam 1 =#r.
inter refidua occurret, quod fi vocetur g, erit αρ=1 + mP,





$. 2o. Pro , quolibet ergo: refiduo a aliud quafi
eius reciprocum 3. affignari poteft, vt α 3: vnitati aequiua
leat, tumendo fcilicet 3= 1*#f : atque haec duo refidua.
reciproca a et 3 inter fe erunt diuerfa, nifi ambo fuerint,
vel -+- 1 vel — 1. Si enim fit 3= α et
c α= 1 + m P= 1 + 2 m P-- m m P P,
erit α = —— (1 -+- m P) et multiplum diuiforis m P omit
tendo, α =-+ 1. -
; - - - - * . -
Corollarium , 3. .
§. 2 1. Dum igitur in ordine refiduorum cuilibet;
refiduo fuum reciprocum adiungitur ,, hoc. modo bina co
pulabuntur; femper autem vnitas folitaria relinquetur, tum
vero etiam refiduum — 1, feu P- 1, quoties quidem in
ter refidua occurrit.
Scholion.
§. 22. Idea haec binorum refiduorum reciproco
rum maximi eft momenti, et ad demonftrationem facilem
Theorematis pulcerrimi nos manuducet, quod alias per fa
tis multas ambages demonftraueram: fcilicet quod numerus.
primus formae 4 q +- 1 * femper fit fumma duorum qua-*
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. K dra
l^
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dratorum. Ceterum hic meminiffe iuuabit , fi pro quo
piam diuifore P refidua fint a, ß, y, δ, etc. non- refidua
vero %, 38, €, ®, etc. tum refiduorum omnia produéta
mutua α [3, α γ, etc. etiam inter refidua reperiri, eorum autem
produ&ta per quodpiam non- refiduum, veluti a %, inter non
refidua, effe referenda. At produéta ex binis non - refiduis,
vti % §8, in ordinem refiduorum tranfeunt.
; , , : : Theorema IV.
• , §. 23. Si diuifor P fuerit numerus primus formae
4. q —4— 3, tum - 1, feu P — 1 certe in ordine non- refiduo
rum reperitur. - -
• Demonftratio, *
* * Cum pofito diuifore P- 2 p-+ 1 , hic fit p= » q-+r,
ideoque numerus impar, numerus omnium , refiduorum erit
impar. At fi — 1 in ordine refiduorum occurreret, cui
libet refiduo a refponderet aliud refiduum — a, vnde ordo
refiduorum ita fe effet habiturus : -
- - -+ 1 ; + α; + 3; + *y; +
* * — 1 ; — a; — 3; — y ; —
foretque ergo numerus refiduorum par. Cum igitur nu
merus refiduorum certo fit impar, fieri nequit, vt in or
dine refiduorum occurrat — 1, feu P — 1 , confequenter in
ordine non- refiduorum neceffario reperiri debet.
- - - • *
; ete.
Corollarium r.
, § 24. Quodfi ergo pro diuifore primo P=4 q+s,
inter refidua occurrat numerus a, tum numerus - a, feu
• • . ' ' ' . , ; ' P —
- * * * • • - - -
- - -, • '. » • - •'- •'. • 1 '. -' - '-'. . .
*•
-&#3 ) 7s ( 3*4
P — a certe inter non-refidua reperietur; fimilique modo,
fi — 3 fuerit , refiduum, tum -+- 3 erit non - refiduum.
-
Corollarium 2.
• §. 25. Si quadratum a a per diuiforem P= 4. q-i- s
diuifum relinquat refiduum. a , quia nullum datur • quadra
tum x x, quod praebeat, refiduum - &, fieri omnino nequit,
vt vlla fumma duorum quadratorum a a -+- x x, per nu
merum illum: 4 q +- 3 diuifibilis, exiftat. - , '
Corollarium 3. - .
§. 26. Oriatur praeterea refiduum 3 ex quadrato
bb, et quia forma 3 a a refiduum dat a 3, forma vero ab b
refiduum a 3, haec forma 3 & a- a b b per : diuiforem
P = 4 q —— 3 erit diuifibilis. -
Corollarium 4. : *
§. 27. Cùm autem nullum detur quadratum xx,
quod refiduum praebeat — 3, nulla datur forma a x x re
fiduum praebens — a 3, nulla huiusmodi forma 3aa-+- a x x.
per pumerum P = 4 q -+- 3 erit diuifibilis, fiquidem α et ß
fint refidua, et a refiduum quadrato a a refpondens.
Corollarium 5. -
§. 28. Cum autem neque haec forma 3 a a c c
-+- a c cx x per diuiforem P = 4 q + 3 fit diuifibilis, nifi
quadratum c c. diuifionem admittat, qui cafus fponte exclu
ditur, quadrato a a cc quodcunque aliud refiduum praeter α
refpondere poteft ; vnde , loco a ac c et ccxx fcribendo
* K 2 d d
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d d, et y y, nnlla huiusmodi forma 3 d d-£-α y y exhiberi
poteft per numerum , P = 4 q+ 3 diuifibilis, dum a et g
fint refidua. -
… Scholion.
* . • : ■ §. 29. Quo haec clarius perfpiciantur, percurra
-mus quosdam numeros primos formae : 4 q+3, ac refidua
eius femiffe maiora, fubtrahendo : inde 4. q +-3, negatiue re
1praefenternus, vtinfra femiffem reuocentur, indeque pateat,
nullius refidui a negatiuum — a fimul in» ordine refiduo
1rllIIl OCCurr€r€ : -
Diuifor Irefidua
sl 1 , . . . . . . • ;
; . '7' r,-3, —H 2 , ' • • • • - - -
- . II 1,-+4,—2,4--5,+3 *
19 I, -+-4-,-+9,— 3, +6,— £2 , _• 8,-+7, -+-$ -
- 23 | I ,-+-4,-+9,— 7,-+-2,— 1 o,-+- 3,—5,— I t, + 8,-+6
31 I 1,-+4,-+9,— I 5,-6,-+- 5,- 1 3, +2,— I 2,-+7, — 3,
• • • • - - —1 1,4-14, +io,+8
Hic euidens eft, inter refidua omnes numeros femiffe diui
foris non maiores occurrere vel figno + vel — affeétos,
anullum autem bis vtroque figno affe&um occurrere. Hinc
fi fingulorum horum refiduorum figna mutentur, ordo non
refiduorum complebitur. Hinc pro diuifore 3 1 fequentes
formae exhiberi poffunt nunquam per 31 diuifibiles: a a+b b ;
a a — 15 b b; a a- 6 b b ; aa + 5 b b; a a— 1 3 b b; a a + 2 b b ;
aa+-7 b b ; aa — 3 b b; a a— 1 b b; a a + 1 4b b; a a-H 1 o bb.
Atque in genere, fi α et 3 fint drto quaecunqne refidua,
nulla huiusmodi ' forma : 'a a a -+- 3 b b, * per numerum 3*
diuifionem admittet. • - · · · *… A. · · · · · … • . " • * *. - u. • • . Theo
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Theorema V.
"S. 3o. Si *diuifor P fuerit numetus primùs formae
*4 q —H 1, tum numerus— x (eu P - x certe in ordine re
fiduorum reperitur. -
Demonftratio.
Sit a refiduum quodcunque, eritque etiam eius re
ciprocum ; feu *;** refiduum (1 9), quod, nifi fit vel
a = —— I vel o. — — I, ab α erit diuerfum, ita vt exceptis
His duobus cafibus cuilibet refiduo α refpondeat fuum re
ciprocum, quod fit a', ab α diuerfum; vbi notetur ipfitis
- - - - - - - - } • ^ • • _ • '
α' reciprocum viciffim effe α. Quare fi — 1 inter refiduâ
non reperiretur , omnia refidua ita repraefentari poffent,
binis reciprocis coniungendis:
i. α, β, γ, δ, etc.
á', 3/, y^, ö/, etc. -
ficque cum omnia fint diuerfa , numerus omnium refiduo
rum foret impar. Cum autem diuifor fit numerus pri
mus formae 4 q -+- 1, numerus omnium refiduorum eft 2 q,
ideoque par; vnde neceffario fequitur, inter refidua quo
que numerum - 1,. feu?-'* occurrere, quia alioquin nu
merus refiduorum foret impar. . . · · · · · · ·
• • • . - , • . • ,
Corollarium I. · · · · ·
' §. 31. ' Cum ergo pro diuifore primo P=4 q+ x
numerus — 1 certe inter refidua reperiatur, fi aliud refi
duum quodcuuque fuerit a, inter refidua etiam occurret
— g. - - a _ *. * ' · · · · ·
IX 3
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Corollarium 2.
, "^ §. 32. Si igitur quadratum a a per diuiforem pri
mum 4 q -+- 1 diuifum relinquat refiduum α , aliud dabi
tur quadratum b b, quod refiduum praebebit— a, vnde ho
rum quadratorum fumma a a -+- b b certe erit per nume
rum primum 4- q-i- I diuifibilis.
Corollarium 3.
§. 33. Quoniam omnia refiJua ex quadratis, quo
rum radices femiffem diuiforis non fuperant, nafcuntur,
quadrato quocunque propofito a a aliud femper b b non
maius quam 4 q q exhiberi poteft, vt fumma a a -+- b b
prodeat diuifibilis per 4. q +- 1. -
-
Corollarium 4.
6. 34. Si 1 —— a a diuifionem per 4 q -f- 1 ad
mittat , tum etiam b b —— a a b b , ac proinde quoque
b b -+- (a b — (4. q —— 1 ) m)* diuifionem admittet , ficque




§. 35. Si haec duorum quadratornm fumma
a a -+- b b per diui(orem 4 q -\- 1 fuerit diuifibilis , tum
etiam a a x x -+- b b x x, ac proinde quoque haec forma:
(a x — (4. q -+- 1 ) m)* -+- (b x — (4. q —- 1 ) m)*
diuifionem admittet. Semper autem x ita affumere licet,
vt alterius radix a x — (4. q +- 1 ) m dato numero c aeque
tur , fumendo x =*=£t:£t ilf, quod femper in integris
fieri poteft. -
- Scho
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Scholion I. ' ;
§. 36. Pro quouis diuifore primo, fiue fit formae
4 q + 1, fiue 4 q + 3, numerorum reciprocorum confide
ratio omnem attentionem meretur , cum inde tam facile
hanc infignem veritatem elicuerimus, quod, propofito nu
mero primo quocunque formâe 4 q +- I, femper fummae
binorum quadratorum exhiberi queant per illum diuifibi
les. Cum igitur demonftrari praeterea poffit , fummam
duorum quadratorum alios non admittere diuifores, nifi qui
ipfi fint fummae duorum quadratorum, hoc modo, Theo
rematis Fermatiani , quod omnes numeri primi formae
4 q +- 1 fint duorum quadratorum aggregata , demonftra
tio multo expeditius abfoluitur, quam quidem olim a me
eft fàétum. Quemadmodum autem numeri reciproci pro
quouis diuifore P fe habeant, dum cuiusuis numeri & re•
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Diuifor | Reciprocorum paria.
- 3 - - -
- 5• 2 -
- - . Y 3
- - 7 $ 2, 3.
$ i 4» 5,
1 1 1. 2, 3, 5, 7. .
' ' | '6, 4, 9, 8 -
531, 2, 3, 4, 5, 6
7, 9, 1 o, 8, I r
17 I" 2, 3, 4, 5, 8; 1 o, r r
'* 9, 6, 13, 7, 1 5, 1 25 14
191 , 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14 - w
, Io, 1 3, 5, 16, 1 1, 12, 17, 15 -
-
2 3 2, 3, 4, 5, 7, 9, I I, 1 3, 1 5 , 17
1 2, 8, 6, 14, 1 o, 1 8, 21, 1 6, co, I9
29 I 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 12, 14, 1 6, I 8, I9, 23
15, 1 o, 22, 6, 25, 1 I, I3, 17, 27, 2o, 2 I, 26, 24
Singula haec paria reciproca ita inter fe funt connexa,
vt quilibet numerus vnicum tantum recipiat reciprocum ,
diuifore fcilicet minorem , prorfus vti in Theoremate as
fumfimus.
* -i : 6. 37.
•33 ) 8r '( $#3•
Scholion 2.
§. 37. Quodfi ergo diuifor primus fuerit formae
4 q -f- 1 , videamus quomodo refidua fecundum hanc le
gem reciprocorum difpofita fe fint habitura: -
Diuifor | Refidua
5 I , 4
1, (-1)
I 3 I, 4, 9, 3, I 2. ro
I , 4, 9, I 2 **
1 o, 3, (-1)
1 7 I, 4, 9, 1 6, 8, 2, 1 5, 13
I, 4, 9, 8, I 6
I 3, 2, 15, (-1)
29 I, 4, 9, 1 6, 25, 7, 2o, 6, 23, 1 3, 5, 28, 24, 22
I, 4, 9, I 6, 25, 6, 23, 28
22, I 3, 2o, 7, 5, 24, (-1)
37 I 1, 4,9, 1 6, 2 5.36, I 2,27.7.26. I o, 33.2 I, I I,3,34,3o,28
I, 4, 9, I 6, 25, 1 2, 27, 26, 21, 36
28, 33, 7, 3, 34, 1 1, 1o, 3o, (-1)
Ex his exemplis perfpicuum eft, cum 'vnitas fit folitaria,
et reliquorum refiduorum quodque fuum reciprocum ha
beat adiun&um, numerum refiduorum futurum effe impa
rcm, nifi praeter vnitatem aliud refiduum folitarium acce
deret , quod fibi ipfi effet reciprocum. Quoniam igitur
his cafibus, quibus diuifor eft numerus primus formae 4 q+ 1,





•»£33 ) 82 ( $#3s
numerus refiduorum - certo eft par = 2 q, neceffe eft vt
praeter vnitatem , refiduum 4 q vel — 1 occurrat , cuius
quippe reciprocum ipfi eft aequale. Vnde veritas infignis
iftius Theorematis, cuius demonftratio alioquin maxime
erat difficilis, admodum fit perfpicua: quod (cilicet, quoties
diuifor fit numerus primus formae 4. q -f- r, inter refidua
femper occurrat numerus 4 q vel — I.
Scholion 3.
§. 38. Quemadmodum hinc patet numerum — 1
inter refidua reperiri, quoties diuifor fuerit numerus pri
mus formae 4 q—— I, ita pro quouis alio nnmero primo *,
diuiforum primorum forma affignari, at nondum demon
ftrari poteft, vt ifte numerus s in refiduis reperiatur. Cu
iusmodi eft hoc Theorema;
Si diui/or primus fuerit formae 4 n s -+- (2 x + y)*, exis
tente s numero primo, tum in refiduis occurrens
numeri -+- s et — s.
alterumque huic fimile:
Si divifor primus fuerit formae 4. n * — (2 x -+- 1)* exis
tente s numero primo, tum in refiduis occurret wu
merus —H s; at — s erit in non-refiduis
Quando autem viciffim — s occurrat in refiduis, at —— *
in non - refiduis, ita in genere definiri nequit. Pro cafibus
autem particularibus res ita fe habere deprehenditur,
vt fit diuifor primus debet effe
— 2 refiduum ? -$. 2 non-refiduum P= 8 n -+-3
-&£ ) ss ( ** :
— 3 refiduum - .
-+- 3 non-refiduum
— 5 refiduum ?
P= 1 2n-H7
-+- 5 non-refiduum P- 2om-+-3,7
*7 refiduum E 28m-+ 1 I, I 5,23
“.
} P 7 non-refiduum P
'C-— 1 1 refiduum ?
-+- 1 1 non-refiduum
}; 1 3 refiduum
P=44n-H3,15,23,27,31
+ I 3Éiul.3*= 5 2m-+-7, I I, I 9, I 5,31,47
— 17 refiduum
É I 7 non-refiduum
— I 9 refiduum ?
-+- 1 9 non-refiduum
$— 23 refiduum
+ 23 non-refiduum
P= 68n-H3,7,1 1,23,27,3 1,39,63
P=76n--7,1 1,19,23,35,39,43,47,55,63
va
Quorum cafuum contemplatio hoc' fuppeditat Theorema:
Si diuifor primus fuerit formae 4 n s — 4z— I, excludendo
omnes . valorer in forma 4 n s — (2 x -+- 1)* conten
tos, exiffente s numero primo, tum in refiduis oc
curret — s, at + s erit non-refiduum.
Quibus Theorematibus infuper hoc adiungi poteft.
Si diuifor primus fuerit formae 4 n s -+- 4 z —— 1, exclu
dendo omnes valores in forma 4 n s —— (2 x -+- 1)*
contentos , exiflente s numero primo, tum tam —- s
quam — s in nom- refiduis occurret.
Theoremata haec ideo fubiungo, vt qui huiusmodi fpecu
I, 2 latio
{P=9an* sasa7;s 1,35,39,47,55,59,7I »75587 . -
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lationibus deleétantur, in eorum demonftrationem inqui
rant, cum nullum fit dubium, quin inde Theoria nume
rorum infignia incrementa fit adeptura.
Conclufio.
§. 39. Quatuor haec Theoremata poftrema, quo
rum demonftratio adhuc defideratur , fequenti modo con
cinnius exhiberi poffunt:
Exiftente s numero quocunque primo , diuidantur tantum .
quadrata imparia 1 , 9 , 2 5 , 49, etc. per diuiforem
4. s, notenturque refidua, quae omnia erunt formae
4. q -+- 1 , quorum quoduis littera α indicetur, reli
• . . quorum autem numerorum, formae 4 q + 1 , qui in
ter refidua non occurrunt, quilibet littera ® indice
tur, quo fuéìo fi fuerit
diuifor numerus -
primus formae. tum eft
4. n £ -+- a. —+- s refiduum et — * refiduum
4- m $ — α —+ * refiduum et — s non - refiduum
4. m * + % I —— s non- refiduum et — s non- refiduum
4 n * — % 1-- * non -refiduum et — s refiduum.
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Inter alia, quae paffim de , fra&tionibus continuis fum
commentatus, notatu digna videtur haec forma;
x -+- m
2 -}- m -+- r
3 -+- m -+- 2_ , ,
4 -+- m -+- 3 .
• 5 -f- m -+- 4
6 —— etc.
cuius valor, quoties n eft numerus integer, fequenti modo
exhiberi poteft, denotante e numerum, cuius logarithmus
eft vnitas, vt fit e = 2, 71 8481 828459o45
x -+-, 1 —— * .'
2 —H 2 T e— 2 ?
3 —1- 3
4. -H 4.
.-* - 5 -+- etCe
r —H- 2 =e- s; ;
* -+- 3 •
3FF£_ I. –
4 * 5 . ._ -
. 5 —- etc- A. -H
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1 -+- 3_ ' L 2 3 ` t ,
2 —H 4. - y. '
3 —H 5 - * .
4. —H. 6 - |
5 —H etc.
I —H 4- — *2 —H 5 & Y
3 6 *.
4. —H 7 -.
- 5 —H etc.
x -+- 5 — **2 —H 6 - 3T )
3 7
4 —H 8 -
5 —H etc
x -+- 6 — *6$ •
- ITo
2 —H *7 »
3 -- 8 _
• 4 -- 9
• - 5 —H etc.
r —H 7 — 3oo6 •
2 —H 8 - ICA 3 )
3 —H 9
4. —H I o
- 5 —H etc.I —H 8 C. — ?8357 •
2 —H9 - §a7s 2
3 -H 1 o
4. -H I I.
s + etc. vbi
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vbi modo prorfus fingulari vfu venit, vt binae priores -
numerum tranfcendentem e implicent, dum fequentes om- ,
nes numeris rationalibus exprimuntur.
§. 2. Hoc eo magis mirum videtur, quod etiam
cafus praecedentes, vbi pro n vel cyphra vel numeri ne
gatiui ponuntur, valoribus rationalibus continentur, quibus
quidem cafibus ipfa fraétionis continuae forma abrumpitur.
Erit enim
- -
I —H O - r I ; • *
2 —- I J -
3 —H 2 -




I. - 4. >–
- $;
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4Qua igitur lege tam hi valores, quam praecedentes inter
fe cohaereant, haud abs re fore arbitror, oftendiffe. Im
primis autem iuuabit methodum expofuiffe, qua ifli va
lores inueftigari queant.
*
§. 3. Primum igitur obferuo, fi pro numero quo
cunque m valor fra&tionis continuae ita indicetur:
f(m) = x -+- m
2 —H m —H I
.* 3 -- n-- 2
4 -+- m -+- 3_
5 —H etc.
fore f(n —H 1 =}££?; cuius veritas in valoribus im
dicatis perfpicitur, cum fit:
f(1)=.-; ; f(2)= e — 1 ; f(3)= 2; f (4) = £;
f(5)= ;;; f(6) = £;; f(7) = Š; f(8) = Š;
et pro praecedentibus; -
f(o) = 1 ; f (— 1) =;; f(— 2) = — ;; f(—3) = — ;:;
f(-4)=— ;; f(— 5) = — ;'; f(— 6) =+ #.ss7
Ήaec relatio inter binos valores contiguos intercedens non
impedit, quominus cafibus m = 1 et m = a fint tranfcen
- dentes.
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dentes. Pofito enim m = o fit f(1) =:£! = :, quae1 -- o— i
expreffio valori *#; non aduerfatur, etiamfi hic inde elici
- - - — * (f (?)-+- 1)—nequeat; Deinde pofito m— 2 prodit f(3)= ##£=*= 2,
ita vt ipfe valor f(2) = e — I hic non in computum
veniat.
$. 4. Inueftigatio autem horum - valorum haud
parum ardua videtur; quare, quemadmodum ad eos per
venerim, dilucide exponam, quandoquidem methodus, qua
fum vfus, multo latius patet, ac fortaffe ad alias prae- .
clufas fpeculationes deducere poteft. Sumfi igitur binos
numeros indefinitos mi et m , eorumque certam quandam
funéti<onem, quae fit p, fum contemplatus, vnde fimiles
fun&iones eorundem numerorum, vna pluribusue vnitatibus
auétorum, formaui, quas, fumta- littera φ pro figno huius
fun&tionis, ita repraefento:
p=φ(m et m); p'= φ(m et m -+- 1); p"=®(m et n + 2);
q=φ(m+1 et m); q'=®(m-+ 1 et m-+- 1); q"=®(m-+-r et m-+-2);
r=φ(m+2 et m); r'=φ(m+2 et m-+1); r"= φ(m+2 et m-+2);
•=φ(m+3 et m); s'-φ(m+3 et n+1); s'=®(m+3 et m-+2); .
etC. etC.
Fun&ionem autem ® eius indolis effe ftatuo, vt fit
p = A m + B n -+- C-+- P = i=*i *', erit
q=A (m+1)+Bn--C-+Pi**#-+*,
r =A(m+2)+ B n+ C+ P i - -';,* * * *,
s = A(m+3)+Bn--C+ Pli*,* it-',57
CtC.
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§. 5. Cum igitur p', q', r', *', etc. oriantur ex
p, q, r, s, etc. fi, feruato numero m, alter n vnitate au
geatur, erit fimili modo:
■ — A m -+- B (n + 1) -+- C -+- Pf*=*-*;•*;**- *-*
q = A (m+ 1) +B (n-- i) —HC-+- D (n+ 1 )* -+- E( -+- )-+- F
q*
p! — A (m+2) —HB (n+1) —+- C —— p (a -+- )* +£( -+ r)EEE -
r* •
- • -
�A tum vero ob eandem rationem : - -
v. ^; \-4— f
p = A m -j- B (n+ 2) -+- C -- p*****##***',P.
q'=A (m+ i)-+-B(m+2)+ C-+- Piitil* 51tit-,…-
fll- A (m+2)+-B (1+2)+C—- pa-*-*-*;£*-*-*-*-*,
CtC.
atque






ficque porro vlterius progrediendo.
§. 6. Hinc funétio p fequenti modo per fra&io
nem continuam infinitam exprimetur:
p=Am-+Bn+C+'Yn*-+-Fm-}-F
-
Am-f-B(n+1)+C+D(n +.1)*+E(f-+- 1 )-+-F
/ Am--B(n+2)+C+1)(n--2)'+E(n+2)-EF
Am-+-B(n-i-3)+C+ etc.
vnde feruato m, fi loco m fucceffiue fcribantur numeri
m -+- 1 , m -+- 2, m -+- 3, etc. prodibunt valores funétio
1nu1II1
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num q, r, *, t, etc. per fimiles fraétiones continuas ex
preffae. Nunc igitur quaeritur, cuiusmodi relatio fit inter
ceffura inter funétiones p et q? Qua inuenta per fuperio
rem analogiam fimul relatio inter omnes funétiones hic
exhibitas conftabit. Quod cum a priori determinatu ni
mis difficile videatur, conie&tura vtendum cenfeo.
§. 7. ' Videamus ergo, num inter p et q huius
modi relatio flatui queat: - V.
(p+(a—A)m+(ß—B)n+y—C)(q+(3—A)m+(-B)-+3—A—C)
= λm m -+- μ. m -+- v,
vnde fervato m , fi loco n fcribatur n + *, erit
(p'+-(.—A) m-+-(3—B)(n —— 1)-+-y— C) x
x (q'+(δ—A)m+(-E)(n-i-1)+ά—A—C)=Âmm-+μm+y.
At fi ibi pro p et q fuperiores valores per p' et q' fub
ftituantur, prodibit: -
(a m+3n +y+P*******)(όm + * n -+3+et**;==■)
=λ m m -+- μ. m -+-y 4
quae euoluitur in hanc:
(am-+3n- y) G m-+-n +&) p'q'-2 mm*m+ »)p'q'
—+-(α m -+-3 m-+-y)(D m m -+- E n -+- F)p'
-|-(3 m -+- £ n -+- ζ)(D m m-+-E m-+- F) q! '
- —-(D m m-+E n -+ F)* = o, , , *
quac cum illa congruere debet. Vnde perfpicuum eft
effe oportere - '. -
(am4 3n-Py)(òm-+* n--&)-λm m-M. m —y= ?(Dn n+En+F)
vt diuifione per 8 (D m n -+ E m -+- F) inftituta fiat
p'q'4}(am+3n-*y)p'+;® m + sn-*£)q'--;(Dn n+En+F)=o,
: • • . M 2 quae
/
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quae per fa&ores repraefentata ita exhibeatur :
(p, 4.***;*-+3)(q4-**=;=*)=®==au-*-*£r-ri-ta
— ; (D m n -+-E n -+- F),
feu
(p) -+-*r-*;*-+3) (q'-+-*■-*£tt*) —An--;;==*.
$. 8. Comparetur haec forma cum priori:
(p'-+-(α — A) m -+- (3 — B) n -+- 3 -+- ^y — B — C) *
x (q'-+-(δ—A) m -+- (e — B) n-+-e--4—A—B—C)
= A m m -+- μ. m -+- y,
vnde ftatim colligitur ® ® = 1 , ideoque vel 9= 1 ver
6 — — I. Tum vero effe debet:
δ= 9(*—A); e-= 8(3—B); Z=0(3+-y—B—C),
&= 0(3— A); 3=0(. — B); y= ?(s + X—A—B—C).
Quia ergo valor ? = 1 non conuenit, ponamus ® =— r,
vt habeamus:
a -+- δ = A; 3—— £ = B; 3—H^y + 2= B + C et
^y -+- e -+- % = A + B +- C
hincque e — 3= A; ergo:
ß=;(B—A); e=;(A+B) et y + &=;(A+B)+ C.
Praeterea vero haec conditio eft adimplenda:
(a m-+3n-i-y)(ôm-+ s m-+ %)= Ã m m-+-p. m + »—Dm m—En-F
= α δ m m -+- a £ m m -+- a % m -+- 3 % n -+- ^y %.
-+- 3 £ n n -+- 3 ò m n -+-y ò m -+- ^y e m.
Erit ergo: -
λ= aó; μ= αζ-+-yò; D=-ßs; E=—32—^ys
»— F = y , et α s +— 38 = o,
vnde
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vnde primo fit D =— 3 e= ; (A A— B B); deinde
: a (A+ B)—: 5 (B —A)= o, feu ö— £t;a;
ideoque
a = : (A — B) et δ — , (A-+-B)..
Tum vero erit:
E.—-; ?, (B — A)-+-;*y (A)-+- B)— o, feu
E-|-; B (A+ B) + ; B C -+-; A (y — &)= s, , ,hincque: • '
& — y=*£ -+- et$#*-+-*,,
ergo
&=;(A-+-B)-+-; C+*;+ ''£t*-+£, ,
*y =: (A+ B)+; C —#§-º 4#*)— £,
fiue : hoc modo: : -
&=;(A+B+2 C)(i +;)4-;=(***'£** g4-£
^y=;(A+B+2 C)(1 — £)—£='A-P%***• c)— ;.
§. 9.. Relätiö ergo inter p* et q affumta fubfiftere
nequit, , nifi fit : D = ; (A A'— B B), qui valor fi ipfi D
tribuatur, fequentes- litterae ita , fe habebunt : :
a=;(A—B); 3=;(A+B); y=(•=* £#*=*e)-£,
3=—;(A—B); e=;(A+B); %=''**'*** 9+£,. ;•
x — ; (A A — B B)— D,
p.= A a =es g+■+ , c) — £*,- 4 A A -
— (A A— BB)(A-+-B-+-* c)* _ BE(A -+-*-+-* c) _ £E •
… jy – n6 AA * A A É-- F,
hincque porro
a — A=—;(A + B); 3—B =—; (A+ B);
- . , ' — A A-BB _ C(A+ B) — E.^y — C= ^*#**-££; Λ?
M 3 δ — A
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è – A = – : (A – B); e – B = : (A – B);
& – A – C =– ºzººstº – cºzº + ,
vnde inter pet q haec reſultat aequatio: -
(p – . (A + B)(m + n) + º Artº – cºtº – #)»
«(4-:(A-B) (m – n)–ºzº Astº – cºre+ :) -
= ? m -- P. m + v.
S. 1o. Ponamus ad abbreuiandum
P - (ArtB) (A-B) – C(A-- B) – E
4 A 2 A Tº
– (A- B)(zA -- B) C (A – B) – E -Q=º-º-tº--cºin – ,
vt ſit
(p- (A+ B) (m +n)--P) (q – (A – B) (m – n) – Q)
= A m -- p. m + y, -
erit -
X m -- u m -- v
p=:(A+B)(nº-P+7=i=i.
Simili vero modo eſt
- º m p. A.(m-H 1) + º (m + 1)-i-v
s=:(Aipº (Arº-ºriei,
)
r= (A+B)(a+º+(A+B-Prº"» TARA 5
s-A-B(n=nRAEB)-Q
vnde fit
q- (A-B) (m-n) – Q=Bm+An +. (A + B)-P-Q
X (m + 1) + u (m + 1) + v -
r–; (A-B)(m – n)–, (A – B)-Q
º
º
r-; (A-B)(m-n)- (A-B)-Q=Bm-i-An-- (A+3B)-P-Q , li
-- À (m + 2) + u (m + 2) + v -,
s-i(A-B)(m-n)-(A-B) – Q' e
Eſt
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/ P-}- Q= (a=*;A-+*) — 39 — *
/ hincque
/ q-;(A-B)(m-n)-Q=B m-+-Am--B-+-*■=! &#££tt*+ etc.a A
Quare fi breuitatis gratia ponatur
B B — A a -+- • B c -+- • E — -
2 A = G, erit
s-: (A+B) (m+n)-+**+**+%£*+ §
λ m*+ μ. m + v
T*TBGFí}FAÑEGEWE1)+μ(m+**——
- E(m+3)+An+G+etc.






] Turn vero etiam erit - -
P — — ; (C + G) et Q =; (A — B)-+-; (C — G)
ideoque - -* - -
\1P -;(A+B)(m+m)—;(C+G)(q-;(A—B)(m++—n)—;(C—G)
= λ m*-+- μ m -+- y. -




















dum loco m vbique fcribitur m -+- I , primo relatio in
iter p et q affignari poteft hoc modo: Ponatur breuitatis
gratia :
B B - A A -+- m B C -+- 4 E -
2. A = G et
x = ; (A A — B B), -
μ. = : (A A — B B)-+-; (A C — B G),
y =; C C -+-;(C— G)(A-+-B)—; G G -+- F,
feu '




= λ m* -+- μ. m -+- v;
tum vero praeterea funétio p etiam huic alteri fra&ioni
continuac aequatur:
p =
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p- (A+B) (m+m)+;(C+G) - * *, '




6. I 2. Exempla fupra propofita hinc nafcuntur,
fi ftatuatur: -
ID =: (A A— B B) = o.











•quarum relatio, pofito -
G=C-+-35; p.=;A(C—G) et
y=F-+-; (C— G) (2 A + C+ G), feu
μ. = — E; v = F — 5, (2 A -+- C -+- G), erit
(p—A(m+m) -;(C-+G))(q-;(C—G))= p. m-+-y,
et quantitas p etiam alio modo per fraétionem continuam
infinitam exprimetur. -
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. N P=
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p=A(m+m)+(C+G)
p. m -+- v * .
Ä(jn-En-£2) FG-FFI(m+2)-E
- • A(m-+-n--3)-+G+Tetc..
§. 13. Cum igitur hic tam numeratores quam;
denominatores progrefíionem arithmeticam conftituant ,,
eorum formam fimpliciorem reddamus, fintque binae frac
tiones continuae, infinitae: . -
p = a -+- f
a -+- * -+- f-+- §
a -+- 2 b -+-f-+- 2 g
a —i— 3 b -+- f —!-- 3 g
• a +b -+- etc..
q = 4 -+ ° -+ f .
a + 2 b —Hf-+-g -
a -+- 4 b -+-f-- 3 g .
- - a-+- 5b-+- etc.
ita vt ex fračtione p nafcatur q, fi loco a fcribatur a -+- b.
Erit crgo : - - -
A (m + m)-+ C = a; E n + F =f, A = b ; . E — g;.
hincque C = a — ù (m + m); ct F =f- g m , vnde confi
citur:
G — a— b (m -+- m) -+- £; C — G — =:*;.
C -|- G = 2 a — 2 b (m +- n) -+- ££; tum
P. =- g; » =f— g n —g— £(a— b (n--m) -+- £)
* feu
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feu z =f— £[*]**) —- g m — §£, ergo
- g (a -+- b ) g g
- P. m -+-y= f—&#; £2—;;.
A (m —— n) -+- ; (C +G)= a -+- j- et
-; (C — G) = — £. /
quare inter p et q haec habetur relatio: .
(p — a — % )(q ---;-) =f— £1*;** — 53, fèu
p q -+- £ p — (a -+- £) q =f- g
vnde pro p etiam haec habetur fraétio continua:
? —a — _ g (a -+-b ) _ & 8 -
- - 1 . g —8 a -+- 2 b ] — £ & *a -+- b -+-*,*-+-f—£1**: bb
. - _ g (a -+- s b) _£ £
a-*- ab-*-*-+-f TI b T _ ;;
a-F3ö-+-*; etc.
- *§. 14. Vt fraétiones tollamus ponamus g = b b,
"* habeamus has fra&iones continuas:
? = a —— f -_--
a -}- b -+- f-H b b
a -+- 2 b — -f-- 2 b h _*
• . a -- 3 b -+-f-- 3 b b
- a -+- 4 b etc.
a -+- 2 b —— f—i— b h
a -+- 3 b -+- f — 2 b b
a -f- 4 b -+-f-H 3 b b
a+ 5 b ctc.
N 2 quae
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quarum, re!atio, ita fe habet, vt fit
(p — a — b)(q —— b) = f— (a -+- b) b — h b ». feu
p q —- h p.— (a -+- b) q= f— b b -
vnde pro p elicitur haec quoque fraétio: continua :.
• p=a + b+f-(a+b) b— bb;
a + b + 2 b + f.— (a-+- 2 b) h—h h
a+ 2 b + 2 b -+-f— (a -+- 3 b) h — h h
a+ 3 b -+- 2 b + etc..
Cum igitur haec fraétio, continua: primae: fit aequalis, haec:
autem, abrumpatur , quoties- fuerit f= (a -+- i b) b —Hb b,
denotante i numerum , integrum , pofitiuum ,, toties , valor;
primae rationaliter affignari, poteft..
§, 1 5. Ex. relatione: inter p et q; inuenta: per po
quoque q, ita, exprimitur::|
- _. f-(a -+- b) b -bb ,q. h -+- –Ta—b-+-p
et cum , p oriatur; ex q, fi loco. a fcribatur a— b; fi ferieii
p, q, r, etc.. termini praecedentess fint. 0, n, m, etc.. erit.
… aTALI5—b—H o ? *
o = — b +-E£#£F£?;.
n = — b -+-£=#£###*;,
€tC. .
vnde- pro- pº etiam* haec: fraétio continua: obtinetur : :
p=—h +f— a b— h b ;
b-a- 2 h+f+(b— a) b— bb .
- 2 b— a— 2b-4-f-H(2 b— a) b— b b *
- 3 b — a— 2 b+ etc..
quam eandem ex noftris, formulis generalibus inuenifTemus.
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f fiip>ra §. 1 2:. pofuiffemus B = — A. Quare etiam valor
patio ■aliter exprimi poterit, quoties fuerit h b = (i b — a)b-+f,
nifii förte his cafibus- denominator, ifti numeratori, euanc--
fcenti: fubieétus, quoque euanefcat.
§. 16. Ex ipfà autem fraétione continua propofita:
a —— f -
a-- b -+-f-- b b. -
a -{- 2 b —— f—!-- 2 b h -
a —- 3 b —— etc.
alià I rmmediate: hoc modo deduci poteft ipfi aequalis. Cum.
enim . . fit:
£a —*—£; p'=a-+-b-\-£#*; p'=a-+- 2 b-+-'*;*; etC..
eritº regrediendo: -
=a —h —-^— '* : h.- ' , f— s * b. - - * — s b b • •
hincque: -
'-— f—b b ' • * ,- f— • b b e *' — f— s b b - -
-. 5—TIF, ? pr=;£Eí£3 pr=;;=###73 €tC. .
"nde concludimus:
- P = f— b b
b — a-+-f— 2 b, b'* -
2IBEa--f— 3 b b'
p'
3 BEZEFf— 4 b b. - -
4 b — a —— etc. '
* -v ε s etiam cafibus f= i b b valor rationaliter exhiberi
quea -_._
§. 17. En ergo: quatuor fraétiones continuas in
' is* £*- äequales:
N. 3 ) - I. P= .
}•
I. p = a -+- f ;
a -+- b -+- f-\- b b
a -+- 2 b -+-f-- 2 bb
a-+- 3 b -+-f-+ 3 b b
a-FAD etc..
II. p = f— b h
b—a—— f— 2 b b
2 BEaÆf— 3 b b
35Fa--f—4 b b









6. 1 8. Quo ad formam initio propofitam propius.
accedamus, fit a E m ; f= m , b = I et h = 1 ; atque ha
bebimus:
I, p=m -+- n
n-+- 1 -+- n -+- I
m-- 2 --n-i- • _
am-i- 3 -+- m -+- 3_




-** ) *•* ( **
II. p=n-*_
—m-+- 1 -+-n- 2
, -7-F2 -+- m— 3
— m-- 3-+-m-4,
“… Έm-F4 etc.
III. p=m-+- 1 -+- m— m— 2
- fm—H3 -+- m—m— 3°
m—H4-+- m—m—4:
m-f- 5-+- m — m — 5
f|; —H6 etc.
IV. p=— x-+- m — m— r
- -m-I-Fn—m
—m-+-n- m -+- x
-m-FI-— m— m -+- 2
— mt-H. 2 etc.
Quare denotante ii numerum integrum pofitiuum, cyphra
non exclufa, fra&tionis noftrae continuae valor rationaliter
exprimi poterit, his cafibus:
I. m = i; II: n — m —!-- 2 -+- i; IlI. m — m —— r — i;
nifi forte incommodum fupra memioratum locum inueniat.
§. 19. Ex cafibus m = i raro valor quaefitus , re
peritur, ob memoratum incommodum, quo etiam deno
minator in pihilum abit. Si enim n = 1, quo fit:
f = m -+- a
£/j.-+- I —H 2'
m -+- 2 -+- 3
fmt —H 3 -+ 4.
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. . certe non eft p — o , , etfi fecunda forma id oßendore wii
detur, vnde affirmare poffumus cffe : -
„O — I — fm, — I
:2 -- //; — 2
- -
5 — m etc.
Quodfi prima forma generális ad hunc cafum accomme
detur, erit a = I -.m; b = 1 ; f= — 1 , et h — — I, vv
dc fecunda dat -





p = — m — m
- — m —H. I - m
I — 11) -+- 2 — m.
et quarta
p = -+- 1 — 1 — m
m FE — 2 — m
m — I — 3 — m.
.1// — CtC.
quae ergo nihilo funt aequalcs.
$. 2o .
£»&#3 ) ro5 ( $$e
5. 2o. Cum ex forma fecunda §. 1 8. fit
*;-= 1 — m -+- m — 2 • .
2 — m —H m —
3 — m -+- m — 4.
4. — m etc.
fi haec cum prima generali comparetur, erit * -
4= I — m ; b = 1 ; f= m — 2; et b =— 1 ;
vnde forma tertia praebet: -
*F'=-m-+-n— m — * -
— m—Hm—m
I - m -+- m— m —4— r
2 - m -+- m — m -4- a
3-mTetc.
et quarta:
*;'= 1 -+- m — m — 2
m -+- 2 -+- m — m — 3
ficque duae nouae exprefTiones pro p habentur ; fimilique
modo plures aliae exhiberi poffùnt.
5. **• Inuento autem valore p facile definitur haec
fra&io continua:
*= m -+- m -+- 1
7 CETTj- ^ —H 2
mE-Ti- m -+- 3
m -+- 3 -+- etc.
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Scribatur enim ibi m — x loco m, ponaturque
q = m — 1 +- m =m- x-+-+
m -+- m -+- r
m-Fi +- n—H 2
m-F2 etc.
at ex tertia erit
q=m-+-n-m- I =m-+-*=;=:
m—■— 2 —1— m— m- 2
nm-+- 3—4— m-*- 3
1m-+ 4. ctc.
quibus binis valoribus ipfius q aequatis fit Y
— 1 —4--!- -- * -Ti, et -'* — w — m -+- £
, 3c —-;-;-,- * 20. P -+- t.
ficque x =£;£}.






fimilique modo, ponendo n = m -+- 3; m= m + 4; etc.
*-+ 1 + 1 =m+m-+3 = 4
fn-i- 3 m+ 1+m+4.
m-+- 2 -+-m -+- 5
7-F3 etc.
*-*
-* ) re- ( :;:
m+ 1 +2__ =m+m +4 T– fr
m+3+ 1_ m-FíT74. 5
fm -+- 4- MET7-}- 6
- m-F3Tcfc.
fm + r +3__ =m-+- m -+- 5 II §
' m -+- 3 -+- 2 - fm -{- I + m -+- 6
- fm -+-4-+- r mEF2T74-7
1m-H5 m-F3 etc.
m+ 1 + 4 __ > m-+- m -+- 6 T ;
m+3 +3 __ m-+- 1 -F7-+-7 -
m-+4+ 2 mEF3Em-+ 8
/m -+- 5 -+- I T-FATETc.
/m -+- 6
Vnde, pofito m = 1, cafus rationales fupra obferuati con(è.
quuntur. Hi autem valores ita progrediuntur, vt fit:
p = m -+- I ; q = {m -+- * ) (p -+- 1) .
p -+- 2 2
r =: ( " *-* 2[1-t ' ) ; s = { m -+- . )( r-- r ).
4-4- sT • • — - -r -+- 4 ; feu
q = (m -+- 2) (1 — ;-;-;);
r = (m -+- 3) (1 — ;4,);
s =(m -+- 4) (1 — ——);?r -+- 4.
CtC.
quae expreffiones etiam ita exhiberi pofTunt : -
- ._ ( m -+- * ). . - - *q = m + 2 TILLIST • -
r = m + 3 — 2 (m+ 3 )
' . m+ s — Git?;
s= m + 4 — 3 (m +4) _
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Fa&ta autem euolutione inuenitur:
- - _ ( m -+— 2 ) ( m -+- * ) .
p = m + x ; q = -;-;-;--- ;
, — ( m -+- *) ( ■ "' -+- s ºm-*- z) ;
- m m -+- 7 m —H i s ?
g — ( m -+- *) (** + 9 m* -+- 29 m -+- **) ;
- m*-+- 1 • m m -+- 3o in L, I7; )
; — ( m -+- 3 }( '***-!* m* -+- 27 " * -+- •oo m —- *bo )
- in* -+- -s m 3 -f- 1 a5 tn* —— 4oo m -+- 5oi
§. 23. Denotent p, q, r, y, t, etc. fraétiones com
tinuas in §. praecedente exhibitas, fitque
p =(m-+- 1 ) ; ; q=(m+ 2)5 ; r=(m+ 3);; etc.
erit a = 1, a. — I ; reliquae vero litterae ita a fe inuicem
pendent, vt fit:
b =(m+ 1)a + α; | 3= (m+ 1 ) a+ 2 &;
c =(m+ 2 ) b+ 3; | ^y=( m -+- 2) b -+- 3 3;
d-=( m -+- 3) c-+-y ; | δ=(m+ 3) c + 4^y;
e =(m +4.) d+ δ; | e= (m+4) d+ 5 δ;
etC. CtC.
vnde relatio inter litteras latinas et graecas feorfim collt
gitur:
b—(m +- 2) a; 3=(m+ 3) α;.
c=(m+4) b — 1 (m + 1) a; |^y = (m + 5) 3- I (m+ 2) α;
d=(m+ 6) c — 2 (m + 2 ) b ; jà = (m+ 7)^y — 2 (m+ 3) 3;
TÉÉÉTÉÉ' ['Ej3T£;;
etC. €t£.
1nuentis autem denominatoribus α, β, γ, δ, etc. erunt
jnum€ratOrCS :
b — 3 — a, c = y — 2 3, d = δ — 3 y, e= e—4 δ, etc.
At fi numeratores a, b, c, d, e, iam fint inuenti , erunt
denominatores:
a = a; [3 = 2 b — (m -+- 1 ) a;
^y = 3. c — 2 (m -+- 2) b; δ — 4. d— 3 (m + 3) •;
s = 5 e — 4 (m —- 4) d; etc.
Vidi




g-mm-+5m-+-7 - - ^y—m*+7m-+-13
d-m*+9m*-+-29m-+-34. δ=m'+1 2m*+5om-+-73
g-m'+1 4m*-+-77m*-+-2oom-+-2o9 | s=m'+1 8m'-+ 1 2om*+4oom+5or.
- §. 24. Ex valore cuiusque fra&ionis continuae §.
22. definiri quoque poteft valor praecedentis, hoc modo:
— m-+- 3 - 2 q . ._ m -+- 3 —• s r . ^ = m -+- 4 -- 4 s -
p = T-(T-FT) ? q — 7TC(T -+- 5) ? -~ FL (m -FAT°
vnde fi fraétiones continuae ordine praecedentes defignen
tur litteris O, N, M, etc. erit
— m -+- m - P . — fmi- • — m- 1 -+-N: ... m- 2 -+- a M.




Am-- 1 -+- m —4— z -
Au-H2-+- m -+- 3
m -+- 3-+- m—H4
m-+-+-+- etc.
cuius reliqui valores aequiualentes funt
O — fm!'
_ -•
I — m -+- m — I
2— m —H m — 2
3 — m -+- m — 3 -
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O=m+ r — r
fm -+- 3 - 2
fm -+- 4.— 3
*+ 5-4
f/}-|- O — 5
Hinc autem finitum .valorem ipfius O expeétare non li
cet, cum cafu m = 1 certe fit tranfcendens, qui quem
admodum fit inueftigandus, exponamus.
§. 25. Ex forma ergo prima formentur hae for
mulae:
O=m-+-;t; A=m+ 1 + "£:; B= m+ 2 +*£*; etc.
eritque
OA=mA-+-m-+-1; AB= (m+1)B-+m-+-2; etc. .
Statuatur
O=— 1 +-;.; A=— r —H.; B=- 1 -+-3; CtC.
ac reperientur hae formulae:
a-\-(m+1) ©= 1; 3+(m +2)α= 1; y-+-(m+3)3= 15 etc.
{eu
— —i———*—: α— — —— -f-: — — ' —— — ? — :
tw=;ip-; m-- t ? a=;=; π-- 2 ? ß=;-;-; iA-.-s ?
vnde per feriem confuetam fit
— — —— r - - -
0=;t; EjßTE*E(T£JAE t-tjt pt-;;, etc.
cuius valor' eft w = ;/ e* z"a z, integrali hoc ita fumto, vt
euanefcat pofito z = o, quo faéto ftatui debet x = 1,
Hinc cafibus quibus m eft numerus integer erit
- - fi- • •- - -
•&#3 ) *** ( 53
, 4/r- e^ . ,,A — €• • τ . — * ' -
fi m= 1 ; w =:; et . O= e — x
fi m = 2; •=*=*5 -- CO= ;…;
fi m- 3; 0 ===;=*=*; O=;:=:=::-?
—Se * 2(5 — ?j
fi m= 4; ω = °°- **; O=*=•*—•(•— *•)—•t*—•)
7T ) 9 e- z •Ts (s e-■)- i(5?TE)
fi mi- 5; w = se-**; O=** *- rae — s(9 e- *•)— is (s e — •)
e
• ao- •* e T« ao-T;?)- ÜETIZj ;
- * - ._. 265 €” - 72o' — 72^*-•64 € _ 6 ( 1 »o. -
fi m= 6; ω = *1£=*i*, O=£=*:*=£r^-*. e)— ••(so-rie)
. e a6s e- ras ~ s (53G IIIJ 5(5se-144)
" • ._ 5o4o - n 854 e. — i° 55e- so4o _ 7 (?«< e- -fi m= 7 ; (1) — : 7 j ' * - — 7 (3 < e ?*•) — 33 (3se 144)
- e - 5o4o- 1 a 54 e 6(72v- 3o5ej 6 (7ao-soo ej
Nifi m eft numerus integer, valor ipfius O per numerum
e, cuius logarithmus = I , exprimi nequit.
§. 26. Ponamus m = o, quorfum omnes cafus,
quibus m eft numerus integer, referri pofTunt, eritque
0=.=,; N = o; M=— *; L==##3*—~ M.---E
- * -+- * E. _. - *—-**-+- 4K§_ s&.
Κ= —E;- =15;.*=-;#;$=:;;
H— -3**£- 185 . G — -*-*-£if — ^s®.- --- -
I-+- s I57 )
Vnde fequentes oriuntur fra&iones continuae :
r = o -+- 2
1 -+- 3
2 —r- 4 - . -
3 -- etc.
* — •• ■ . - -
;=,= o -+- 1 -
I* -+- 2.
3 -f- €tC,
• • - • * • a.
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{= o -+- 3
1 —H 4.
a — etc. quis
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quibus adiungi debent iftae:
*
*«• • • 1
E O -+- 1
Si enim 'fit
Euleri Opusc, Anal. Tom. I, P
•*** ) *** ( **
3* — m —H r - • …
//, -f- I -4- 2
m —H 2 -+- 3
fft.-f— 3 —H etc.
=m -+- I — m — r?
. m-F 3-7. -2_
m -+- 4— m — 3
ni -+- 5 — etc..
•
J/ — m -+- I —H r
?/; —H 2 —H 2- -
fm -+- 3 —4- 3- \
:m-EATERC.
> mt -+- 2 - m— 2
am -f-AI-7-3T
?/z-H 5,— m — 4.
7// -f-- 6 etc.
§. 37. Verum noftrae inueftigationes multo 1atius
Patent , quas vt accuratius euoluamus, ad formulas §. 1 1 .
{euertamur, quae nihil de fua amplitudine amittunt, se.
iamfi numcros m et m nihilo aequales ftatuamus. Quare
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r=c+aA+a;












quae formae continuo vlterius continuantur, fcribendo
C-+- A loco C. In fingulis ergo denominatores progreffio
nem arithmeticam, ; numeratores vero progreffionem fecun
di ordinis conftituunt, cuius differentiae fecundae fumt con
flantes. Hic autcm affumimus effe D = ; (A A— B B),
— BB— A'A-+- 3 BC-+-* E — £ C— 3 D-*- • E et
2 A - A - -
x ==; (A A — B B) = D - -
M. — ; (AA — BB) —H ; (A C— BG) — (•***;£ o—se
y — F —— ; (C — G)(A +- B -+- C -}- G), fiue
, V — C D (A -+- C) —— D'D- EE IB (A -+- B -■— • C) (I)— E)
v = F—H A A —H 2 A A
verit
- (A —HE) £C-+- ^ D —-a E A— B) (A -+- C) — 2 C D— E)\ —
(p — (a-+- ';;=■=*) (4 — ^=*^*£= cp-*)= w
hincque per aliam fraétionem continuam
P 2 p =
!
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p=:(C+G) + y
G-+-B-+-y-+- g-i-λ.
G-{-2B—Hv- -^ μ. — 4%
G-F35-Fetc.
§. 28. Propofita ergo fraétione continua quacun







ea in aliam fibi aequalem transmutari poteft. Compara
tione enim faéta eft.
C = a; B — b; F =f; E — g— ; h; D = , h.
Capiatur ergo A = V(b b -+- 2 b), tum vcro
G — 9 * * * 8- * ? : — : h;.- •) - a
A
μ. =; b -- ; (Aa— G b) = : b -;-**=3=»
y — f-i- c h — h g — b) -}- a a b— b b (g—b) — * a 5 (g — b) — * £ g — b)




G-{-2b-+- V -+- 2 y-+-4λ
G-{-3b-+-y-+- 3 μ.-*- 9^
G-+- 4b-i- etc. .
S. a 9. Si ergo fuerit f= o, huius poftremae fra
&ionis continuae valor certe eft = a , quicunque numeri
reli
.•* -
-&: ) **7 ( ***
reliqnis litteris tribuantur. Statuatur ergo g — h = k,
vt fit
A=V(bb+ 2 b); G =*t*; A=;h; p =;}+**;** etA.
¥IT a b—b k —+- α a b— b q k — 2 o b k— ^ b k— * k k







vöí fí litterae a, b, `A et G pro datis habeantur, erit
VII gati et ** £0 b — Ad- cg=;(a—G) (a+b+A+G)
hinc: -
v-\-p.-+- X =;(a—b-+A— G)(a-+- 2 b+ 2 A + G),
v—— 2 μ.-+- 4 X =;(a— 2b-+- 2 A—G)(a-+-3b-+-3 A -+ G),
v—+ 3 μ.-+9 λ={(a— 3b -+- 3A-G)(a -+- 4b-+4A-+-G).
Ponatur ad formulam, contrahendam :
a—G= 2 α; A—b= 2^y; a-i- G= 23; A-+ b = 2ô; etc.




cuius veritas in pluribus exemplis fponte elucet.
P 3 §. 3o.
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§. 3o. Si caedem pofitiones retineantur, numerus





α***3(3-Y)+f*-3(3y 2) -+ 1 2 yô
. a-t[3+4(3-Y)-t- etc.




.B-4+3(0- y}tf-Ha- 5^,) 3+45)
43-4-i-4\o- y)-+-tc.
vnde fi vel y vcl δ euanefcens capiatur, cafiis ante trac
tatus exfurgit. Haec autem binarurn fraótionurn continua
rum aequalitas omnia, quae ha&cnus fiunt expofita, in fe
compleétitur.
§. 3 1. Ex his oriuntur formae, quas littera q
denotauimus, fi loco α ct 3 {cribarìtis α -+- , et 3-}- 3,
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… .. ,. fi'a )(3-4-25)
F****âïíôÉE ET;s, s- ,
μ-α-+-3(δ—y)+f+(α+3^y\(3+4δ)
- ß-a-+-46-y)-+- CtC.
ita vt inter has. binas, expreffiones. fubfiftat haec relatio:
(p — 3) (q — α — y) =f-+- α(3-+- δ), feu
p q — (x -+- y) p — 3 q +- 3 y — o. 5 = f
cuius ope aequalitas binarum fùperiorum formularum me
thodo fubftitutionum, qua fupra vfi fumus, demonftrari
poteft. -
§. 32. Si ponamus f-+- a (3 —- ò) — g, vt fit










Atque hae formae maxime idoneae videntur , quarum
aequalitas methodo direéîa explorari ac demonftrari po{fit.








•>£33 ) 1 2 o ( §£•
tem eft dubium , quin ea patefaéta multa praeclara incre
• menta Analyfeos expeétare liceat. Cum igitur prior forma
finita euadat , fi fierit g — (3. — i ^y) (3 —— (i —— I) δ), intel
ligimus etiam poflcrioris valorem rationaliter exprimi
poffe , quotics fuerit
f= (* — i y)(3-+- (i —H 1) ò) — α (3-+- δ)
feu -
= i (* δ — 3 y — (i -+- 1) y δ),
denotante i numcrum integrum quemcunque.
ID IS
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- DISQVISITIO ACCVRATIOR
C Η R CA R E SI ID V A
EX DIVISIONE QVADRATORVM ALTIORVMQVE




S Amst; quadratus ra a per numerum primum p diui
, datur, refiduum reliétum littera α indicetur ; fimilique
modo litterae 3, y, δ, etc. mihi denotabiint refidua in
, diuifione quadratorum b b, w c, d d, etc. reliéta.
*§. 2. Erit : ergo z = a a — m p , quia re fiduum α
prodit, fi a quadrato a a multiplum numeri p auferatur,
idque maximum, vt refiduum & ipfo diuifore p minus
reddatur. Nihil autem impedit , quominus multiplum mp
maius accipiatur quadrato .a a, vnde refiduum α prodit ne
gatiuum, ficque eius valor infra , p deprimi poteft.
§. 3. Idem igitur refiduum α multis modis exhi
beri poteft, quoniam cunétae hae formae a -+- m p eandem
naturam continent. Perinde fcilicet eft, fiue refiduum ex
diuifione quadrati aa per numerum p ortum dicatur effe &, fiue
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. - Q a -+- P
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ac -f- p, fiue & -+- m p, denotante littera m numerum inte
grum quemcunque.
§. 4. Innumera autem quadrata aa, per numerum
p diuifa, idem relinquunt refiduum α, quae omnia ex co
gnito vno a a facile inueniuntur. Cun£la haec quadrata
ifla forma (a -+- m p)* vel (m p -+- a)* contineri euidens
eft ; ficque fufficit refiduum ex harum forma minima, cu
ius radix non excedet , p, notaffe : omnia fcilicet haec qua
drata (m p + a)* refpeétu nnmeri p eiusdem indolis funt
ccnfenda. -
§. 5. Quadratis fecundum ordinem maturalem di
fpofitis, refidua per diuiforcm p orta ita fe habebunt:
Qiiadrata: I, 2*, 3*, 4*, - - (p— 4)*, (p — 3)', (p — 2)*, (p—1):
Refidua: I, 4, 9, I 6, - - - I 6, 9, 4-» I.
Quadratis ergo ad (p — 1 )' continúatis, fingula refidua bis
occurrunt ; et quia p eft numerus primus, eorum numerus
eft par , et bina quadrata media (£)' €t (*-;-)', idem
d $unt refiduum ? £-£?*:.
§. 6. Omnia ergo refidua, quae quidem ex diui
fioye numerorum quadratorum per numcrum primum p
rcft:it3; e poffunt, nafcuntur ex his quadratis:
Quadr. I, 2*, 3', • 4*, - - • - (? = i )•
Rcfid. I, 4, 9, I 6, - - - - re-;:-:
quortitn numerus eft = £-F L. Neque ergo omnes nu
meri diiiifore p minores, quorum multitudo eft p — x, in
tcr refidua occurrunt , fed eorum femiffis inde certe ex
cluditur.
§. 7.
•>££ ) 1 2 3 ( £?<•
§. 7. Continuatis autem quadratis ad (*- )*, re
fidua inde orta cmnia funt diuerfa: neqtic cnim vllum
vsque ad hunc tcrminum bis cccurrere potcft , fiquidem
diuifor f ft nt merus primus. Namque fi bina quadrata
a a et b b, neutro quadratum (? T ')* excedente, idem da
rent rcfiduum r, diffcrentia corum a a — b b, ideoque vel
' a - b vcl a -+- ù, per p diuidi poffet. Cum autem neque
a nequc b fuperet £ = ', etiam fumma a -i- b minor erit
quam p , ideoque fieri omnino nequit, vt ea fumma , ac
multo minus differentia a — b, diuifioncm pcr numerum p
admittat.
§. 8. Propofito ergo numcro primo p omnia re
fidua ex his quadratis 1 , 2*, 3*, 4* . . . . (?= ' )' obti
mentur, quorum numerus cum fit = ? E ', et refidua om
nia inter fe differant, numerorura ipfo p minorum , quo
rum multitudo eft p — 1 , femifiis certe inter refidua oc
cui rit; fc miffis vcro inde excluditur, ct claffem non- rcfiduo
rum conftituit. Pro quolibet ergo numero primo p refi
dua a non - refiduis probe funt discernenda. -
$. 9. Si enim o. inter refidua occurrat , pronun
ciare pofuimus, innumcrabilia quadrata dari , quac in hac
for ma m p -{- c. contincantur, ac minimi eorum radicem non
cxcedere numerum t = '. Sin autem numcrus èt inter re
£dua ron reperiatur , pronunciabimns nti!lum numerum
quadratum in foi ma- n p -+- $i contincri. Quouis antem
cafu tam refiduorum & quam non - 1 efiduorum 21 n, ultitu
do eft = £ '. - - - - _
Q 2 $. 1 o.
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§. I o. Quodfi refidua, ex diuifione quadratorum.
per numerum primum p oriunda, fecundum hunc ordinem
naturalem disponantur, primo occurrent numeri quadrati
I, 4, 9, I 6, etc. donec diuifione per numerum p ad mi
nores numeros redigi poffunt : poftrem,um vero eorum erit
* * =; ? * ' , vnde numerum p, quoties fieri poteft, auferri
oportet.
§. 1 1. Ad hoc poftremum refiduum agncfcendum
duos cafus contemplari conuenit, prout numerus primus p
fuerit formae vel 4 q —— I , vel 4 q -+- 3. Sit primo
p = 4 q + 1, ideoque * F — 2 q, et vltimum refiduum
4 q q, quod fubtraétione multipli q p — 4 q q —- q reduci
tur ad — q, feu ad 3 q -+- I. Aitero vero cafu p = 4 q-+-3,
feu £ =-' = 2 q + 1, vltimum refiduum 4 q q -+- 4 q + 1
ablatione multipli q p = 4 q q -}- 3 q reducitur ad q -+- x.
§. I 2. Simili modo penultimum refiduum, ex qua
drato (*=*)' ortum, reperitur:
Pro cafu p= 4 q-+- x; 4 qq— 4 q-- r, feu — 5 q-i- I, fem —q-+-2
Pro cafu p =4 q -+- 3 ; 4 q q +- 1 I, feu — 3 q, feu q-+- 3.
At antepenultimum , ex (?=:)* ortum, ita prodit :
Pro cafu p = 4 q+ 1 ; 4 q q— 8 q-+-4, feu — 9 q-+-4, feu — q-+-6
Pro cafu p = 4 q-- 3 ; 4 q q— 44-+- I, feu — 7 q-+-1, feu q-+- 7.
Quod vero antepenultimum praecedit, hoc modo:
Pro cafu p = 4 q-*- I ; 4qq— 1 2 q + 9, feu — 1 3q4-9, feu —q+ 1 2
Pro cafu p=4q-f-3; 4 q q — 8 q+4, (eu — I I q-4, feu q-HI 3.
/ §. I 3•
-»33 ) I 25 ( $•
§. 1 3. Hos igitur binos cafus diftinguendo, refi
dua fequenti modo fe habebunt:
Cafu p = 4. q -+- I.
Quadr. 1, 2*, 3*, 4* . . . (2q—3)*; (2q—2)*; (2q — 1)*; (2q)*
Refidua: I, 4, 9, 1 6 . . . -q-+- 1 2 , — q-H6, — q-+- 2 , — q.
- - feu 34+ 1 3, 3 q+7, 34+3, 34+r.
Cafu p = 4. q + 3.
Quadr. I, 2*, 3*, 4* . . . (2q — 2)*, (2q— 1)*, (2 q)*, (24+1)*
Refidua: 1, 4, 9, 1 6 . . . q-+- 1 3 , q-H 7, q.+ 3 , q-i- I.
Priori fcilicet cafu in genere occurrit refiduum —q+m m-+-n
feu 3 q-i- m m-+- I, pofteriori vero q-+- m m-+- m -+- I.
§. 14. Quo hic refiduorum ordo- clarius perfpicia
tur, exempla fpeétanda proponam, et primo quidem pro
numeris primis formae p = 4 q -+- I.
p = 5 $ r, 2*
q — I ) I, 4 /
feu I, — I.
-p — 1 3 { 1, 2*, 3*, 4*, 5*, 6*
q = 3 S I, 4, 9, 3, I 2, Io
feu I, 4, —4, 3, — I, — 3 - '
— '73 r, 2*, 3*, 4*, s', 6°, 7°, 8°
4 — 4. \ I , 4» 9» 16, 8, 2, I 5, I 3
feu i , 4-, — 8, — I, 8, 2, —2, -4- I
p = *2; I, 2*, 3*, 4*, 5*, 6*, 7*,8*, 9*, I o*, I 1*, 1 2*, I 3*, 14*
q = 7 ) I,4, 9, 16, 25, 7, 2o, 6, 23, 1 3, 5, 28, 24, 22
feu I,4, 9,-1 3, —4, 7,-9, 6, -6, I 3, 5, — I,-5, -7
Q 3 p =
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p=37) 1,2*, 3*, 4*, 5*, 6*, •*7*, 8*,9*, I o*, 1 I *, * 2*, 1 3*, 1 4*, I 5*, I 6* 1 7*, : $*
q> 9S 1,4, 9, I 6, 25, 36, 1 2, 27, 7, 26, 1 c, 33. 2 I, I 1, 3, 34, 3o, 2$
feu I ,4, 9, I 6, - I 2, — I, I 2, - I o, 7,- I 1 , 1 o, - 4, - I 6, I I, 3, - 3, - 7, - 9
££; 4*, 5*, 6*,*7*, 8*, 9°, 1 o*, 1 1*, 1 2*, 13', 1 4*, 1 5*. 1 6*, 1 7*, 1 8*, 1 9*, 2*
%Iti o\ I,4, 9, I 6, 25, 36, 8, 23, 4o, I 8, 39, 2 1, 5, 32, 20, I o, 2, 37, 33, 3t
feu 1,4, 9, I 3,-1 6, - 5, 8,-1 8, - I, 1 8, - 2,-2 o, 5, - 9, 2 o, I o, 2, - 4, - 8,-30
- I.
vbi obferuare licet, in rcfduis per negatiua ad minimam
formam rcdu£tis, fingulos numici os bis, pofitiue fcilicct et
negatiue occurrere. •
$. i 5. Seqtientia exe:npla pertirrcnt ad numeros
primos formae p = 4 q -f- 3.
p=3 § 1 j7}; 2*, 3*
q= o ? 1 q t I C I, 4, ^2
- .fcu I, — 3, 2 ,
p= r 1 3; 2*, 3*, 4*, 5*
4 — 2 C I , 4-, 9, 5 , 3
feu I, 4,—2, 5, 3
p = I 9 } I , ^*, 3*, 4*, 5*, 6°, <;*, 8*, 9*
4 — 4. I , 4 • 9, I 6, 6, 1 7, 1 I, 7, 5
feu 1, 4, 9, — 3, 6, — 2, — 6, 7, 5
p= 2 3 S 1, 2*, 3*, 4*, 5*, c*, 7*, 8°, 9*, 1 o*, I r*
4 - 5 I , 4-» 9, I. 6, 2 , I 3 , 3 I 8, I 2, 8, 6
feu 1, 4, 9, —7, ^,— I o, 3.— 5,— I 1, 8, 6
£3;;;;';; 4*, 5*, 6*, 7*;S*, 9*, 1 o*, 1 I *, I 2*, I 3*, I 4*, I 5*
q- 7 C 1,4, 9, 1 6, 25, 5, I 8, 2, I 9, 7, 28, 2o, I 4, Io, 8
feu I 54-» 9, - I 5, - 6, 5,- I 3, 2,- I 2, 7, - 3, - I I , I 4, I O, S
p —





' £*£***, 4*, 5*, 6*,7*, 8*, 9*, I o*, 1 1*, 1 2*, I 3*, 1 4*, 1 5*, 1 6*, 1 7*, 1 8*, 1 9*,2o*,* 1*
ricli*, 9, I 6, 25, 36, 6, 2 I , 3 8, 1 4, 35, I 5, 4-o, 24, I o, 4 I, 3 I, 23, I 7, I 3, 1 *
- íu 1,4, 9, 1 6, - i 3, - 7, 6, 2 1, - 5, 14, - 8, I 5, - 3, -19, 1 o, - 2, - I 2,-2o, 1 7, 1 3, 1 1
In iftis refiduis ad minimam formam reduétis omnes pla
ne numeri ab vnitate vsque ad 2 q + 1 occurrunt, alii
figno pofitionis, alii negationis affeûi. Verum has proprie
tates obferuatas demonftrari oportct.
§. 1 6. Iara fupra, p. 69. demonftraui, fi inter refidua, ex
diuifione quadratorum per numerum p orta, occurrant nu
meri z et 3, ibidem quoque reperiri produ&tum cz 3, ac
proinde quoque hanc formam latius patentem α" 3".
Oriantur enim haec refidua ex quadratis a a et b b , ita
vt fit a a = m p -f- z et b δ — n p + 3, atque. manifeftum
eft ex horum quadratorum , produ&o
a a b b — m n p p+ (m 3+ m α) p -i- a 3, -
cuius fòrma cft M p + cz 3, nafci refiduum 3. 3; fimilique
modo ex quadrato a*" b*" prouenire refiduum α" 3", feu
a" 3* — M p, vt ad minimam formam reducatur. Quin
etiam notari conuenit, hoc ipfum refiduum α" 3* nafci ex
omn.bus his quadratis: (a* b* -+- N p)* feu (Np-+- a"b")',
jdeoque ex quadrato, cuius latus a" b* — N p feu N p — a" b*
minus erit quam j [..
§. 1 7. Deiiotent • litterae ' a, b, c, d, . . . . . . 1
orti<s numeros, dii;i foris p femiffe ; p minores , quorum
r.
crgo multitudo eft = *-…- , fintque a, 3, y, 3, . . . . λ
refidtia ex eorum qnadratorum a*, b', c', d*, . . . . . . i*
per numerum ρ diuifione reliéìa , . quorum m altitudo iti
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miuoribus, quorum multitudo, eft p — 1 , totidem ex refi
duorum ordine excludantur, quos nomine , non - refiduorum
complexos litteris ?t, §è, &, ®), . . . . £ indicabo. No
tatu ergo maxime dignum eft, in ordine refiduorum α, β,
•y, ô, . . . . . . λ, etiamfi , eorum multitudo tantum eft :
— ^= ; , tamen omnia eorumdem produéta ex binis plu
ribusque, atque etiam fingulorum poteftates omnes occur
rere ; fiquidem auferendo inde, . quoties fieri poteft, diuifo
rem p, ad minimam formam, reuocentur.
• • §. 1 8. Quo , magis ' haec illuftrentur , ;animaduerti
oportet, ratione cuiusque diuiforis p omnes numeros , in
totidem fpecies diftribui ; fcilicct ratione diuiforis 2 duae
habentur fpecies numerorum parium et imparium formulis
2 x et 2 x -+- I contentorum. : Diuifor .autcm 3 tres prae
bet numerorum fpecies 3 x, 3 x -+- 1 -et 3 x —— 2, et di
uifor 4. has quatuor 4 x, 4 x -+- I, 4 x -+- 2 et .4. x -+- 3,
quae diuerfae fpecies in numerorum doétrina {ollicite .di
ftingui folent. :Simili ergo modo ratione diuiforis , cuius
que p, hae diuerfae ;numerorum fpccies conftituuntur:
p x; p x -+- a ; p x -+-2 ; p x -+- 3; . . . . px + p— x
quarum multitudo efl p. Omiffa ergo prima fpccic p x
multipla diuiforis p continente , reliquarum multitudo , eft
p— 1 ; ac fi p fucrit numerus primus, has fpccies i£ duas
claffes diuidi conucnit, vtraque * =-' fpecies comple&tcnte:
p x -+- a, p x -+- 3, p x -+- y, p x -+- 3, . . . . p x -+- λ
p x-+-2I, p x-+- à, p x-+- €, p x-+-3), . . . . . p x -+- £
ita vt omnes numeri quadrati in priori claffe contineantur,
pofterior vero claflis naturae quadratorum prorfus aduer
fetur.
$. I 9.
•»§s§.§ ) 1 29 ( 333:•
§. 1 9. Pro quo!ibet ergo diuifhrc primo p his
duabus clafiilus conftitutis, quarum vtraque f = : fpecics
continet, er<;;ac ambae coniunétim omnes plane numeros con
tinent, exccptis multiplis ipfius p, quippe quorum iudicium eft
in promtu, omnes numeri in priori claffe contenti hac gau
-dent proprietate , vt produéta ex binis in eadem claffe
contineantur, in qua ergo fimul non folum poteftates fin
gulorum quaecunque, fed etiam produ&a ex binis pluri
busque harum poteftatum occurrunt. Prior igitur claffis,
quam voco refiduorum, numeris 2, 3, y, â, . . . . . . λ
determinatur , dum altera claffis non- refiduorum numeris
£{, 38, ($, £), • • • • • :£ definitur.
-§. 2o. Demonftraui deinde etiam., fi in claffe re
fiduorum occurrant duo numeri r et r s , quorum ille r
buius r s fit fa&tor, tum etiam huius alterum faétorem in
eadem claffe reperiri. Cum enim dentur duo quadrata
a a et b b, vt formae a a — r et b b — r s fint per nume
rum primum p diuifibiles , exiftentibus numeris a et b
ipfo p minoribus, etiam forma a a s — r s per p eft diui
fibiiis, hincque etiam differentia b b—a as, et (b + m p)'- a a s.
4Cum autem a et b fint ipfo p minores, femper m ita as
fumere 1icet, vt fiat b —— m p = m a. Ex quo talis forma
n m a a — a a s dabitur per p diuifibifis, adeoqure et haec,
m mw — s, ita vt fit s = m m — m p, ac propterea ntimerus s
inter refidua reperiatur. Hinc fequitur, fi r fuerit refidu
um , at s non- refiduum , tum produ&tum r s certe fore
non - refiduum ; fcu produ£ta ex quouis refiduo per non
refiduum fàéta , veluti a % , a ;ö , ß % inter non- refidua
reperiuntur. -
Euleri Opusc. Anal. Tom. 1. R. $. a.
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§. 2 r. Si igitur % fuerit non -refiduum, omnia.
haec produ&ta:. c. %, 3%, ^y %, § 91, --- - - λ 91, erunt
non-refidua ,. quae cum, fint diuerfa, inter fe,. etiam reduc
tione ad minimam formam fa&ta , eorumque. numerus
=E :,' in iis, adeo omnia non-refidua: continentur. Ex
quo iam perfpicuum eft produ&ta, ex binis. non-refiduis,
veluti α β % %, ad claffem refiduorum effe. referenda, quo
niam, a 3 eft refiduum, et ®191, vtpote numerus, quadra
tus, per fe inter refidua occurrit. Simul vero patet pro
du&a cx ternis, non-refiduis, vti %i %5 (3I, iterum in claf
fem non -refiduorum cadere, produéta vero ex quaternis
inter ipfa refidua. reperiri, et ita porro.
§. 22. Praeterea vero etiam obferuo ex datis bi
nis refiduis a et [3 per diuifionem nouum refiduum ori
ri, et fraétionem á inter refidua, effe referendam. Etfi
enim fra&tiones ex hac ratione prorfus, excluduntur, tamen,
quia numerus a aequivalcns cenfetiur huic fòrmae genera
li, a -+- m p, vniuerfam fpeciem , continente, numerum m
vtique ita accipere licet, vt *;? fiat numerus, integer,
de quo effatum cft intelligendum, quod fcilicet inter re
fidua reperiatur. Hinc ergo omnes termini huius pro
greffionis geometricae: -
α, 3, %, %, %, etc.7T ° aÆ » à F »
ex binis refiduis α et 3 continuatae, in claffe refiduorum
continentur, fi fcilicet finguli ad formas integras reuocen
tur. Quodfi enim fra&io £ aequiualeat numero integro
r, ftatim fequentes numeri integri obtinentur: α, β, 3 r,
{3 r°, 3 r', 3r*, etc. qui ad minimam formam redu&ti uon
plures quam £F: numeros diuerfos pracbere poffunt.
§. 23e
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§. 23. Confideremus ergo hanc progrefTionem geo
metricam: 2, 3, 3 r, 3 r°, 3 r°, 3 r*, etc. et cum oiiines
termini ditierfi effe nequeant, praebeant hi termini 3 r*
et 3 r"** per p diuifi idem refiduum, ita vt differêntia
ß r"** — 3 r", ac propterea **— 1 per p fiat diuifibilis.
Tum ergo etiam termini 3 et 3 r*, atque- etiam a et
8 r*T' ratione refidui conuenierrt; ex «jno patet, plura re
fidua diuerfa prodire non poffe, quam quae oriuntur ex
'his termiinis initialibus: α, 3, 3r, 3 r°, - - - - g r*-*,
quoniam ex fequentibus 3 r*T', 3 r", 3r**', etc. eadem
refidua eodem ordine recurrunt; quorum ergo refiduorum,
fiquidem fuerint diuerfa , multitudo maior effe nequit
quam £= i; quod euenit fi r* fit minima poteftas ipfius r,
quae vnitate minuta per p diuifionem admittat. Hinc
patet numerum m certe non fuperare Et ; ac fi fuerit
=£F:, omnia plane refidua obtinentur.
§. 24. Sin autem ex terminis z, 3, 3 r, 3 r*,
- • - - 3r"T*, non omnia refidua prodeant, fed quae
dam omittantur, facile oftenditur, ad minimum totidem
omitti, quot adfunt. Si enim refiduum y inter ea non
occurrat, quod etiam per α δ repraefentare licet, quoni
am ^y —— m p femper ad formam α δ reuocari poteft , tum
etiam neque ß ô, neque ß ô r, neque 3 5 r*, etc. inter ea
refidua reperietur , quae cum fint diuerfa, exclufo vno fi
fo - - t
mul n excluduntur, vnde 2 n numerum omnium &= : fu
perare nequit. Erit ergo vel 2 m =*= : vel 2 m < £ = I,
et pofleriori cafu adhuc de nouo ad minimum m rcfidua
exckiduntur. Qnare cum termini progreffionis geometri
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vel omnia refidua contineant ex quadratis orta, quorum multi
tudo eft =£#, vel inde excluforum numerus fit =n, vel = 2m,
vel — 3 m , etc. euidens eft numerum n. neceffario par
tem aliquotam ipfius £F: effe debere, ideoque minimum
exponentem m., quo poteftas. r* vnitate minuta per p. di
vifibilis reddatur, vel ipfi numero £F i, vel eiusdem parti
cuipiam aliquotae effe aequalem. -
§. 25. Siue autem fit n = t-Fi, fiue eius parti
cuidam aliquotae aequetur, femper forma ,;(p — I)_ 1.
diuifionem admittet per numerum primum p. Ponamus.
p = 2 q -f- I, vt fit &= i = q; ac fi ex binis quadratorum
refiduis quibuscunque a et ß, fumendo r =£*-*, forme
tur haec progreffio, geometrica:
a, 3, 3 r, 3 r°, 3 r', - - - - - 3 r*-*,
terminorum numero exiftente = q, tum hinc ver omnia
refidua quadratorum, α, β, γ, δ, ε, - - - - - λ, refulta
bunt, vel eorum tantum femiffis, ve! pars tertia vel pars
quarta aliaue aliquota: fimulque perfpicitur, quot ab initio
diuerfa prodierint, eadem deinceps eodem ordine conti
nuo repetitum iri. Semper autem termini fequentes
ß r?-', 3 r°, 3 r'*', etc. eadem refidua reproducent a,
[3, 3 r, quae initio habentur.
§. 26. Quoties ergo q eft numerus primus, ex
iftente p = 2 q -+- 1 , tum progreflio geometrica ex binis
quadratorum refiduis quibusque a et 3 formata et ad q
terminos continuata: - -
• • •
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a, 3, 3 r, 3r, 3 r, - - - - gr*-*,
omnia plane quadratorum refidua exhibebit, nullo neque
exclufo neque repetito. Omnia: ergo- reliqua, refidua y,
δ, s, - - - • λ, cum tali quopiam termino 3 r", vt fit
m < q— r, conuenient. Sin autem numerus q, fuerit com
pofitus, puta. q.= m m et p.— 2 m. n -+- I, tum euenire po
teft, vt non omnia refidua quadratorum fic. prodeant, fed
tantum. eiusmodi pars aliquota ipfius- q, qualem eius indo
les admittit. Quod fi. vfu venit, tota progreffio geometrica,
q terminis conftans, quafi fponte in duo pluraue membra
diflinguitur, in quibus eadem refidua recurrunt.
$. 27. Cum fit £ = r, ideoque 3= α r, noftra
progreffio geometrica hoc modo expreffa magis fit per
fpicua : -
α, & r, α r*, α **, - - - - - α. r*~*,
cuius omnes termini quia fiint per α multiplicati, hoc fa
&tore communi praetermißo, progreffio fimplicius, ita ex
hiberi poteft. Propofito. {cilicet diuifore primo p = 2 q.-+-r,
fi refiduum: quodcunque fuerit cx, finguli termini huius
progreffionis geometricae :. - -
I, c. , a*, &', &*, - - - - α?-'
quorum numerus- eft: — q, inter refidua: quadratorum re
periuntur;, ac fi omnes ad- ditTerfas fpecies: pertineant, eti
am vaiuerfam refiduorum claffein implent. Fieri autem
peteft , vti- vidirnt}3 , vt mon- omnia: refidua hoc modo
prodeant, fed totius claffis tantum pars aliquota, dum ea
dem poft certam periodtifm iterum- repetuntur, reliqua
vero hinc prorfus excluduntur.
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§. 28. Siue autem omnia , quadratorum ;refidsa
ex hac progreffione geometrica nafcantur , fiue quaedam
tantum pars aliquota, ea, qnae terminis iftius progreffio
mis continentur, tam infignibus proprietatibus funt prae
dita, vt operae omnino pretium fit , eas accuratius euol
vere. Primum igitur obferuo, fi haec progreffio geome
trica vlterius continuetur, terminos fequentes a?, &?*',
&***, etc. aequimalere primis 1 , α , &*, etc. proptcrea
quod α? — 1 diuidi certe poteft per diuiforem primum
p = 2 q -+- 1. Adie&to ergo termino {cquente at vnitati
aequiualente, ita vt habeamns
1 , ct, α*, d*, , _ _• _ • • • n—*, aa-*, 41-', 1 I
quia produétum, ex primo termino in vltimum eft = 1, ex na
tura progreffionis geometricae fequitur, etiam produ&ta ex
fecundo & in penultimum α?T', item , ex tertio α* in an
te- penultimum &*T*, et in genere ex ;binis ab extremis
aequidiftantibus a" et a?-" „ad ynitatern redaci.
6. 29. Dato ergo quocunque refiduo a inter 're
liqua vnum repcrietur 3, ita vt produétum a ß vnitati
aequiualeat, feu fit 3 = =;= P, vnde id facile inuenitur.
Quia igitur hacc duo refidua a et 3 tali vinculo inter fe
colligantur, ea fociata nominabo; ex quo fuperioris pro
greffionis geometricae bini termini ab extremis aequidi$
tantes huiusmodi bina refidua fociata fuppeditant. Termi
nus fcilicet penultimus α?T' acquiualet ipfi {3, antepe
nultimus a?- * ipfi 3* et ita porro, vnde fi fociata fub
fcribantur hoc modo:
J , Ct , a*, α*, •- • • • • α — *, at-*, at-*, 1
1, 3, 3°, 3°, - - - - 31 T*, 3*-*, gi- ', 1
infe
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inférior feries, congruit cum fuperiori retro fcripta. Sem
per autem, refiduum, vnitati affociatum, quoque eft vnitas.
*.
§. 3o. Confideratio horum' refiduorum fociatorum
aperit nobis viam ad. infignes. proprietates , detegendas.
Cum, enim, pofito diuifore: primo p = 2 q.-H I, fit. nume
rus. omnium refiduorum = q, quorum cuilibet, praeter
vnitatem, conuenit fuum, fociatum , vnitate exclufà reli
qua, quorum numerus eft E q.— I , fecundum: hanc foci
ationem: in- paria, diftribui. poffunt,. binis- fociatis inuicem
iungendis. Hinc fi q,— I fuerit numerus: impar, ac pro
pterea q, par, neceffe eft. vt in hac diftributione: idem refi
duum, puta δ,. bis occurrat. Verum: idem refiduum, ô duo
bus, diuerfis. refiduis affociari nequit: fi enim: effet αδ — 1
et 3δ — I, refidua a et 3' non difcreparent, Quare ni
hil aliud relinquitur, nifi vt idem: refiduum à fecum ip
fum affocietur, fitque: idcirco δ δ — 1, vnde fit vel δ — 1 .
vcl ö — — 1 ; fed quia vnitas- iam cft fepofita, neceffe eft
hoc cafu, quo q eft numerus, par, inter refidua reperiri
— 1. vel p.— I. ' .
- §. 3 r. En ergo egregiam demonftrationem veri
tatis. fupra iam obferuatae, quod fi diuifor primus fit
p = 4- m -+- I, ideoque q = 2 m , inter refidua neeeffario
occurrat — 1 , feu femper exhiberi queat quadratum a a,
vt a a -+- 1 per illum, numerum primum p = 4 m -+- r
diuidi poffit. Hinc fimul patet, fi inter refidua fit nu
merus a, ibidem quoque produétum — 1, a, nempe — 4
occurrere, hincque omnia refidua ad minimam formam
redu£ta tam pofitiue quam negatiue adeffe, omnino vti
in exemplis §• 14. allatis perfpicitur. Simul vero etiam
patet,
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patet, fi fuerit p = 4- m -+- 3 , ideoque refiduorum mufti
tudo impar, ibi — I locum habere non poffe , quia tum
fingula refidua vtroque figno + et — occurrerent, ideoque
eorum numerus impar effe non poffet. Ex quo {equitur,
per huiusmodi numerum primum p = 4 m -|- 3 nullam bi
norum quadratorum fummam diuidi poffe.
6. 32. Pro diuiforibus autem primis formae
p = 4. m -+- 1 , fi quadratum a a det refiduum a, aliud
femper dabitur quadratum b b, praebens refiduum — a; fic
que horum quadratorum fumma a a -+- b b per iilum nu
merum primum erit diuifibilis, ita vt nec a nec b fu
peret 2 m. Operae pretium ergo erit his cafibus bina re
fidua figno difcrepantia iunétim exhibere, fimulque qua
drata, vnde nafcuntur, adfcribere.
- Ar* jr* 2* £| q? 6* 2* 5°
. S-* i |, ... S-*13-+4; -+3 d, y;i;*;*;
p=33*; p= 33 I; -4-; -3 f=*; α 3 -2; 4; — 8
2* 5* 3* 6* 4* 7* 8* a*
i* e* r ■* 3* G* 3* io*
. §+ I; +4; -+- 5; —H6; + 73 +9; + 1 3
- 2p= 93* 1; —4; — 5; — 6; — 7, — 9; — I 3
1 2* 5* 13* 9* I 4* 7* 4*
1* 1 5* 2* 9* 3* 1 1* 14* 7* 4*
p=373*;* 3; +4; + 7; + 9; + I o; -+- 1 1 ; —H I 2; + 1 6
T* ' 4—1; — 3; —4; — 7; — 9; — I o; — 1 1; — I 2; — I 6
'6* 16* 1 a* 17* 1 8* 8* 1 o* 5* 13*
£ =
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1* 1*7* ' •* 1 3* 7* 3* 1 6* 4* re* 1 5*
+ 1; + 2 ; + 4;+ 5; + 8; + 9; + 1 o;-- 1 6; + 1 8; +2o
- 1; — 2 ; — 4;— 55 — 8; — 9; — ■ C;— I 6; — 1 8; —2o
9* 1 1* 1 8* 6* I 9* , I 4* 2o* 5* 8* 1 2*
p=4*?
6. 33. Hinc euidens eft, pro diuifore primo
p = 4 m -+- I tot modis, quot m continet vnitates, bina
quadrata, radices limitem 2 m non fuperantes habentia, af
fignari poffe, quorum furnma fit diuifibilis per numerum
p. In his autem binis quadratis nulla lex, qua inter fe
cohaereant, perfpicitur, aliorumque fumma modo maior
reperitur modo minor, ac minima quidem vbique ipfi
numero p eft aequalis. Num autem femper talis bino
rum quadratorum (umma diuifori p aequalis detur, hinc
non facile demonftrari poffe videtur. Cum autem ex a
Hio fonte demonftrauerim, binorum quadratorum fummam
alios non admittere diuifores, nifi qui ipfi fint binorum
quadratorum fummae, quoniam hic eniétum eft femper
dari binorum quadratorum fummas , quae fint per nume
rum primum p — 4. m —— I diuifibiles, iam certo conftat
omnes numeros primos formae 4 m + i effe fummam du
orum quadratorum. Praefens autem fupplementum de
monftrationem huius propofitionis mirifice contrahit. Olim
enim nonnifi per multas ambages oftendi, dari femper
eiusmodi binorum quadratorum fummas , * quae fint per
quemlibet numerum primum formae 4 m -+- 1 diuifibiles,
id quod hic in aprico eft pofitum.
r
$. 34. – Data autem duorum quadratorum fumma
a a + b b per numerum primum p diuifibili,- alias inde
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. S bino•




binorum quadratorum fummas, idem praeftantes facile re
perire licet. - : 1 -
- 1°. Si nnmeri a et b éommunem habeant diuiforem ,
*. * vt fit a = m c et b — m d, etiam fumma, quadrato
rum c c -4- d d per p erit diuifibilis.
2°. Si numeri a et b ambo fint impares, ideoque *£*
Ct es-* numeri integri, etiam, licrum quadratorum
fumma per p diuifionem admittet: femifiis autem
ea eft praecedentis.
3°. Tum vero etiam hae quadratorum fummae: (p— a)*
+ (p — b)*, vcl a* -+- ( p — b)* per p crunt diuifibiles;
vnde fi radiccs communem fortiantur diuiforein,
eo ad formam minorem rcdigi poßunt.
4°. Si ergo fint ambo impares. a = 2 c -+- 1 et b = 2 d-+- r, ob
p = 4 m -+- 1. horum quadratornm fùmma, (2 m — c)*
+ (2 m — d)*, erit diuifibiIis; ct fi alter par a = 2 c,
alier impar b = 2 d-+- I, haec fumma, c c -+-(z m — a)*,
erit per p diuifibilis; hocque modo continuo plu
res huiusmodi binorum quadratorum fummas im
venire licet.
§. 35. Excmplo haec fient clariora. Sumto igitur
diuiforc p = 4 1 , inuenta fit fumma duorum quadratorum
1 7* —- 1 I* per cum diuifibilis, vt fit a = 1 7 et b — 1 r,




4. I • - 4o
5 - - 36 | 9 - - 32
p = 41 ; a = I 7 - - 24
b = I 1 - - 3o
Tum
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Tum vero porro ex cafu quo alteruter numerorum eft
— I , alteri vafor quicunque trit, ni, alterque ita definiri
poteft , vt infra ' p fùbfiflat. Scilicet inucnto cafu a = x.
ct b == 9, f.tisfacit quoque a = m ct b = 9 m , vbi loco
b fumi poteft 9 ; — m p, flu m p — 9 m, ita vt b infra : p
deprimatur; ficque pro a omnes numeros accipere licebit.
a II 2 3]* 5 || 6 f 7 | 8 }9 1 o [ s [ • j 1 3 I 4 ] I 5 | 1 6
bit 9. * 8 1 i 4 , 5 || 4 | I 3 f. I 9 ! I c | 1 sj 17 1 1 $ | 6. 3 | I 2 | 2Q
fetC.
Defideratur : ergo methodus, inter omnes hos binos valores
litterarum , a' et b .eos inueniendi, quorutm quadratorum
fumma fit minirna, vt deinceps demonftretur, hanc fum
mam ipfi diuifori 41 certe fore aequalem : quod quidem
praefenti cafu euenit, fi litterarum a et b valores fint 4 et 5.
§. 36. Retiertor autem ad eam refiduorum ex
quadratis oriundorum difpofitionem , qua ea fecundum
progreffionem geometricam difponi poffe obferuaui. Sit
igitur diuifor primus p = 2 q —— I , et refidua inde ex
quadratis orta ordine quocunque fcripta I, a., 3, y, δ... λ,
quorum multitudo eft = q, atque fequentes progreffiones
geometricae omnes in his refiduis continebuntur:
i , 0Z , c.*, a* , α* • . -• - •" a,7- '
1 , 3, 3*, 3*, 3* - - - - - 37- '
1 , ^y, ^y*, y', y* - - - - - y T '
1 , ô, ô*, 3*, 3* - - - - - ò! - '
et C. -
in quibus omnibus termini fequentes α?, ß, y?, δί --- A*
vnitati aequitialebunt, quippe qui omnes vnitate minuti
per diuiforem p erunt diuifibiles. Huiusmodi ergo pro
S 2 greffi
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greffiones geometricas tot exhibere licet, quot vnitates in
q continentur; in iisque omnibus nullus terminus occur
ret, qui non inter refidua I , a., 3, y - - - - - A re
periatur.
§. 37. Euenire autem poteft, vt fupra eft often
fum , vt non omnes iftae progreffiones geometricae, etiamfi
cuiusque terminorum numerus fit = q , omnia refidua praebe
ant, fed tantum eorum vel femiffein, vel trientem, vel etiam
quampiam partem aliquotam ; quod quibus cafibus contin
gat, accuratius eft perpendendum. Primum igitur obferuo,
fi q fuerit numerus primus, hoc nullo modo vfu venire
poffe; fi enim in huiusmodi progreffione geometrica q ter
minorum non omnia refidua occurrant, eorum quae oc
currunt fingula vel bis, vel ter, vel aliquoties occurrant
neceffe eft. Vnde fi q eft numerus primus, quaelibet
progreffio geometrica omnia refidua digerfa numero q
compleétitur. Ita fi p = 1 1 et q == 5, ex quinque refiduis
x, 4, — 2, 5, 3, ab vnitate incipiendo hae quatuor pro
greffiones geometricae formantur :
τ , 4 , 4*, 4*, 4*
feu * , 4, 5, — 2 , 3
I , 5 , 5*, 5*, 5*
feu I , 5, 3, 4, — 2
vbi fingula refidua per omnia loca variantur praeter pri
Inl. II),
I , — 2 , 2*, — 2*, 2*
feu I , — 2, 4, 3 , 5
I » 3 , 3*, 3*, g*
fcu r , 3 , - 2 , 5 » 4.
$. 38. Hinc euidens eft, ex qualibet harum progres
fionum geometricarum reliquas facile formari poffe, dum
ex illa, per faltum tranfiliendo vel vnum, vel duos, vel
- - plures
t •
•>333 ) *4* ( $•
plures 'terminos , termini excerpuntur , hac numeratione,
cum ad finem fuerit peruentum, iterum ab initio inftituta.
Ita fi cafum fumamus, qno p — 23 et q = I I, ac refidua
1, 4, 9, — 7, 2, — I o, 3, — 5, — r I, 8, 6, vna progres
fione geometrica formata, cuius terminis indices infcribo,'
quo deinceps reliquae, tcrminis per faltum excerpendis, fa




1 . Indices o, I , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, I o I o
- Progr. r, 4, -7, -5', 3,- I f, 2, 8, 9,- I o, 6 { I
Indices o, 2, 4, 6, 8, 1 o, I, .3, 5, § 7, 9] Q
- Progr. I, -7, 3, 2, 9, 6, 4, -5,- F I, 8,-1 ol I
Indices o, 3, 6, 9, I, 4, 7, 1 o, 2, 5, 8 I o
- Progr. r, -5, 2,- 1 o, 4, 3, 8, 6, -7,- I 1, 9 | 1
- fndices o, 4-5 8, I , 5, 9» 2, 6, Io, 3» 7 Q.
4-. Progr. I , 3, 9 , 4-,- I r,- I o, -7, * 2, 6, -5, 8 1
ς indices o, 5, ro, 4. 9, 3, 8, - 2, 7, 1, 6I o
* ? Progr. I,- I 1, 6, 3- ro, -5, 9, -7, 8, 4, 2 | 1 r
6. In dices o, 6, 1, 7, 2, 8, 3, 9, 4, Io, 5 | o r
- ? Progr. I, 2, 4, 8, -7, 9, -5, — I O, 3, 6,- I I I ' :
7 ç Îndices c, 7, 3, 1 o, 6, 2, 9, 5, f, 8, 4] o
- è Progr. F , 8, - 5, 6, 2, .-*7,- I o,-1 I, 4, 9, 3 1 I
Indices o, 8, 5, 2, 1 o, 7, 4, I, 9, 6, 3 | os t
Progr. I, 9,- 1 1 , - 7, 6, 8, 3, 4-,- I o, 2, -5 I I
„. § 3dices 9, 9, 7, 3, 3, 3, 3, 8, 3, 4, a I o .
' 2 Progr. I,' 1 o, 8,-1 1, -5, 4, 6, 9, 2, 3, -7 I, *..;
|
S 3
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o. Indices o, 1 o, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 I o
- $£ I, 6,- I o, 9, 8, 2,- I I, 3, - 5, -7, 4- ■ t
Indices fcilicet hic vltra I I afcenfuri fubtrahendo 1 i funt
depreffi. Hic porro obferuari conuenit .bina refidua, quo
rum indices iunéti faciunt I I, feu in genere q, effe inter fe
fociata, eorumque produétum vnitati aequiualere. Hoc
nempe cafu refidua fociata funt 4 ; — 7; — 5; 3; — 1 1.
<6; — I o; 9; 8; 2.
6. 39. Confideremus nunc quoque -cafus, quibus q
eft numerus compofitus , ac primo quidem duplus cuius
piam numeri primi. Ab exemplo exordiamur quo p = 1 ;
et q = 6 = 2. 3 , ac refidua haec: 1, 4, — 4, 3, — 1, — 3,
vnde hae quinque progreffiones geometricae formentur:
I. I, 4, 3, — I, — 4, — 3
II. 1, — 4, 3, I, — 4, 3
II'. 1, 3, — 4, 1, 3, -4
IV. I, — I, I,— I, I, — r
, V. 1, — 3, — 4, — 1, 3, 4.
Vbi prima et quinta omnia continent refidua; fecunda
vero et tertia eorum tantum femiffem 1, — 4, 3, quae
bis* repetuntur , reliquis, — I, -+- 4., — 3, exc!ufis : quaj ta
vero duo tantum habet, -+- I et — 1, ter repetita. Similis
ratio deprehenditur in cafu p = 29 et q = I 4 — 2. 7, quo
refidua funt: 1 , — I, 4, — 4, 5, — 5, 6 — 6, 7, — 7, 9, :— 9,
x 3, — 1 3, vnde hae progreffiones geometricac formantur:
i -
-I. 1, --*,|. 1, -1, 1, -1,] 1, - I ■ I, -1 I 1, - 11 1, - 1
1I. 1, 4-1 3, 6, -5, 9, 7, - 1, -4, 1 3, -6, 5, -9, - 7
III: I, -43-13; -6, - 5, -9, 7,I 1, -4)- I 3, - 6, -5, *,v7
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IV. I, 5, -4, 9,- I 3, •'7. -6, -I, -5, 4, -9, I 3, 7, 6
V. 1 • - 5, -4- , -9,- I 3, 7, - 6, I, -5, -4-, -9,- I 3, 7, —6
VI. I, 6, 75. I 3, - 9, 4, -5, -I, -6, - 7,- 1 3, 9, -4, 5
VII. I, . 6, 73-1 3, -9, -4, -5, I, - 6, 7,- I 3, -9, -4, - 5
VIII. I, 7, -9, -5, -6-13, -4.] I, 7, -9, -5, -6,-1 3, -4
IX. 1 ,. -7, -9, 5, -6, 1 3, -4, — I, 7, 9, -5, 6,- 1 3, 4
X. I, 9, -6, 4, 7, 5,-1 3, -I, -9, 6, -4, -7, -5, 1 3
XI. I, -9; -6, *4,- 7,. -5,-r 3, I , -9, -6, -4, 7, -5,- I 3
XIl. I, I 3, -5, -7, -4, 6, -9, - 1,-1 3, 5, 7, 4, - 6, 9
XllI. 1,-1 3, -5, 7, -4, -6, -9 | 1,-1 3, -5, 7, -4, -6, -9
§. 4o. Antequam: hinc quicquam concludimus ,
euoluamus etiam cafum,. qno q eft produ&tum ex aliis
binis numeris primis. Sit ergo diuifor p — 3 1 et q = 1 5
=.3. 5, quo cafu refidua funt:
I, 4-, 9, — 1 5. -— 6, 5, — I 3, 2, — I 2, 7;— 3,— I I, I 4, 1 o, 8
vnde f quentcs. progreffiones geometricae formantur, vbi
quidem cuique fuam fociatam rctro- dispofitam adiungo: •
} H. 1, 4-1 5, 2, 8.] I, 4-1 5, 2, 8, I, 4,- I 5, 2,
Il. 1 , 8, 2,- 1 5, 4, I, 8, 2,-1 5, 43] I, 8, 2,-15, :}! 1, 9,- I 2 - 15 -I 1,-6, 8, 1 o, -3, 4, 5, 14, 2,-1 3, .
IV. 1 , 7,-1 3, 2, 1 4, 5, 4, -3, I o, 8,-6-1 1,-15)- I 2, 9
ā 1 , 2 , 4-» 8,- t 5, 1, 2, 4-, 8,- 1 5, 1, 2, 4-5 8,- 1 5
VI 1 - I 5, 8, 4-. 2 | 1 , 1 5, • 8, 4, * 2, 1,-15, 8, 4, 2
$. 1 : 3, 9, 4, 1 2, 5,- I 5, 1 4,- 1 I, 2, - 6,- I 3, 8, 7, 1 o
VII. I, i o. 7, 8,-1 3, - 6, 2,- 1 1 , 1 4,- 1 5, 5,- I 2, 4, 9, -3
} IX. 1, 5, —6 I 1, 5,-6, 1, 5, -6] 1, 5, - 6, 1, 5, -6
X 1 5 - 6, 5 | i , -6, 5,] I » - 6, 5,] 1,-6, 5,] I y. - 6, 5
} XI. 1, 1 1 , -3 2, 9,-6, 4-,- i 3,- I 2, 8, 5, 7,- i 5, IO, I 4.
XII. I, I 4, 1 o.- I 5, 7, 5, 8, - I 2,- 1 3, 4. -6, 9, 2, -3,- I I
$&;:;;:;:; 8, -3, 5, 2, 7, 9,- 1 5,- 6, I o, 4, 14,-I3
XIV. 1,-1 3, 14, 4, I o,-6,- I 5, 9, 7, 2, 5, -3, •-;;;
• 5 I.
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§. 4*. Has progreffiones geometricas intuenti mox
patet, earum alias effe completas , quarum termini omnia
refidua exibeant , alias vero effe periodicas , quae fcilicet
duabus pluribusue periodis conftent, in quibus eadem refi
dua eodem ordine recurrant, quam diftinétionem inter pro
greffiones completas et periodicas probe notaffe iuuabit,
Periodicae fcilicet locum inueniunt, quando, pofito diuifore
primo p = 2 q + 1 , numerus q in duos fáétores eft refolu
bilis, vt fit q = m n; tum enim eiusmodi progreffiones geo
metricae dabuntur, quae continent m periodos, qualibet m
refidua compleétente ; ac tales quidem affignari poterunt
tot, quot numerus m — 1 continet vnitates. Cum enim in
eadem periodo cuiusque termini omnes poteftates occur
rant, euidens eft quemque pro denominatore fumtum fimi
lem progreffionem periodicam producere, nifi forte perio
dorum numerus adeo duplicetur, vel multiplicetur, hoc eft
in duas pluresue periodos fubdiuidatur.
§. 42. Ex progreffione autem completa, quaecun
que ea fit, facile reliquae omnes, fiue fint completae fiue
periodicae formantur. Sit enim diuifor primus p = 2 q-+- I,
haecque progreffio completa:
Indices o. 1. 2. .3. 4. 5. - - - q — 1
Progr. I. c. o*. α*. &*. a*. - - - •*- *
fi hinc excerpantur per faltus aequales termini:
o. m. 2 n. 3 n. 4 m. - - - • m q— n
I. α". α*". α* *. a**. — — — — c " ' -*
haec progreffio erit completa , fi numerus m ad q fuerit
primus; fin autem m et q habeant communem diuiforem,
puta d, tum haec progreffio totidem habebit periodos, in
qua
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quarum fingulis eadem refidua numero 4 recurrent, reli
qua autem inde prorfus excludentur. Numerus autem ha
rum periodorum maximo communi diuifore inter n et q'
definietur. At vero viciffim ex progreffione periodica ,
non licet. progre{fionem completam formare.
§. 43. Inprimis autem hic notari meretur , iy.
omnibus his progrcffionibus fummam omnium terminorum
femper effe nihilo aequalem, feti per diuiforem p diuifibi
lem, quod hoc modo demonftratur: Cum &? — 1 per p di
vifionem admittat, haec autem forma in faétores refolua
tur α — 1 et 1 + α + α* + x* - - - - - —— ατT', quorum
ille α — 1 certe non per p eft diuifibilis, neceffe eft hunc
alterum , hoc eft fummam totius noftrae progreffionis per
numerum p diuifionem admittere. Ac fi progreffio habeat
periodos, termini cuiusque periodi iunétim fumti, feu fum
ma omnium refiduorum inde oriundorum per p erit diuifi
bilis , id quod in exemplis fupra allatis per fe eft mani
feftum. »
§. 44. Ex eodem autem fonte colligitur, fi pro
greffio geometrica fuerit completa, et q habeat faétorem m,
vt fit q = m m et diuifor primns p = 2 m n -+- I, tum ob
formam a"* — 1 diuifibilem per α" — r , quae per p di
vifibi1is non exiftit, quia progreffio alioquin completa non
foret, quotum inde ortum:
v
1 —4— c." —4- a* " —H æ* " —i— • • • • . _p_ a(n- *) m.
per diuiforem p fore diuifibilem. Quamobrem fi tota pro
grefTjo in membra diftribuatur, hoc modo: -
I. ;a. - - a"-'|«"+a"* ... α* "-'|a'"+&*m+ .. 4**-| - - [4-)-. .a.ynn-*











v. quorum membrorum numerus eft n, haecque membra ita
fibi fubfcribantur: -
* , Cę, a* . . . . . α" ~ *
a", 4" + ', «T* • . . . . &**- *
a*", a* m*', a* m +• • • . • *a* m- *
- • • •
• • • •
• • • •
• • • •
4*-*) m, 4-)m*, „(n— ) m+ . • • • „* m- •
tum fummae terminorum in qualibet columna verticali po
fitorum ad nihilum reducentur, feu per diuiforem primum
p = 2 m n -+ 1 diuifibiles erunt. Tot autem diuerfis modis
progreffio completa in huiusmodi membra diftribui poteft,
quot numerus q habuerit diuifores.
§. 45. Prima autem columna verticalis fimul da
bit periodos pro omnibus progreffionibus periodicis. De
his numeris tenendum eft, eos non folum effe refidua qua
dratorum, fed etiam altiorum poteflatum parium. Scilicet
fi diuifor primus fit huius formae: p = 2 m m -+- I, quem
admodum inter numeros ipfo minores, quorum multitudo
eft — 2 m m , tantum femiffis m m in refiduis quadratorum
occurrit, totidemque inde excluduntur , ita poteftates ex
ponentis 2 m per eundem numerum p diuidendo, tantum
m diuerfa refidua inde refultant, et reliqui omnes, quorum
multitudo eft (2 m — 1) m, ita funt comparati, vt in fbrma
a** — i p nullo modo contineantur; feu nulla exhiberi poffit
poteftas exponentis 2 m, quae vllo iftorum numerorum
minuta per numerum primum p = 2 m n -+- s fiat diuifibilis.
$. 46.
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5. 46. Neque vero haec proprietas ad poteftates
exponentium parium eft adftriéta; fed in genere pronun
ciare licct, fi diuifor primus fit formac p = m n -+- I, qui
fcilicet vnitate minutüs in fa&tores m et m refolui poffit,
ac pcteftates exponcntis m, nempe :
1, 2", 3", 4", 5", 6", — - - - (p — 1)m
per eum diuidantur, • tum inter refidua tantum m diuerfos
numeros occurrere , quorum finguli m vicibus repetantur,
reliqui autem numeri omnes, quorum multitudo eft
(m — 1) m, hinc excludantur: ex quo infignes proprietates
numerorum, qui funt poteßates, ratione diuifibilitatis per
numeros primos, agnofcere licet.
6. 47. Quoniam igitur nullum eft dubium, quin
hinc mu!tae praeclarae numerorum proprietates erui que
ant , cxec, pla piurium numerorum primorum hic adiicere
vifum eft, pro iisque rcfidua, quae ex diuifione potefta
tum nafcuntur exhibere, vbi quidem fociata iunéìim re
praefentantur: -
1. Diuifor p= 3= 2 -+- I [ 2. Diuifor p— 5= 2. 2-+- 1
Poteft. Refid. | Poteft. Refid. -
a*) I a*) I, — I
a*) I -
3. Iniuifor p= 7= 2. 3 + I | 4. Diuifor p= 1 I = 2. 5+ 1
Poteft. Refidua Poteft. Refid.
a* y. 2. a* y. 4, 5,
- 3 '. — 3 — 2
a*) I, — r a*) I, - I
a*) I I a'°) - 1
T e 5. Di
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3. Diuifor p- 13 = 2. 2. 3 + 1
Poteft. Refidua -
a* y. 4-5 3» - )
: — 3 — 4
I, — 5, — I
;-)
— 3° )
a*) I, — I
a'*) I
7. Diuif. p= 1 9 = 2. 3. 3 + I
Poteft. Refidua
a* y. 4-» — 3 , *7, 3)
5, 6, - 8, -
a* 3. 8, 7, - :)
— 7 — 8 -
•}* *7 )
a*) r, — I
6. Diuifor p= 1 7= 2*-+- 1
Poteft Refidua
•}' 2» 4-, :-:]— 8 — . —2
•}' *-*]— 4. 1
a') I, — x
a'*) Κ
8. Diuif. p= 23 = 2. 1 1 -+- 1
Potcft. Rcfidua
a* 3'; — 7, — 5, 3,-1 I.
6, - IO, 9, 8, 42
a'')1, — I
9. Diuifor p = 2 9 -- 2. 2. 7 -}- 1
Poteft. Refidua
•;' 4-, — I 3, 6, —- 5,
— 7 — 9, 5, — 6, I
*
, Q, I, — I 3, — 5, 7
04
- } — 9 — 6 — 4
•}' :;-)— 1 2
a'*) I, — x
-_
9, 7, _
3, — 4. 1)
1, Q.
••£33 `) I 49 ( $•
1o. Diuifor p = 31 = 2. 3. 5 —H 1
Poteft. Refidua'
•}. 9, — I 2, - I 5, -- I r, — 6, 8, I o
' 7, — 1 3, 2, I4, 5, 4, - 3
•},-;;';; - 2, :-)- — 8, 2, - I 5 4
s — 5, — 6, _
•}., 6, 5. *)
•;, 25 4
*.
— 1 5. 8
V. a*}, - ?)
a'*) I, — x
1 1. Diuifor p = 37 — 2. 2. 3. 3 —í- 1
Poteft. Rcfidua
*; 4, I 6, — 1 o, — 3,— 1 2, — I r, — 7, 9, )a* 3 I, - - - I
— 9, 7, I I, I 2, 3» I o,— I 6,-4
8,— I o, — 6, — I r, - I 4.,
a* X 1, _ °' » » • — i4, _ ,
I 4, I I, 6, I o, — 8
a* 1 » 6 — 3, — I I, %)
-7, I 2, I o,— 4.
— I O. - I I
a* I. » '— 1
I I, I O




1 2. Druifor p = 4 1 = 2*. 5 —- ■
Poteft. Refidua -
• — 2, 4,— 8, 1 6, 9,- 18, -5, '-*-,)
43 3*, ao,- 1 o, 5, 1 8,-9,— 16, 8, — 4» 2.
T 3 g*
-33 ) 1 so ( $£
--
* 2 r 4, 1 6,— 18, 'j'-*)} ' — I e, 1 8,— 16, — 4.
} — 3, ***-)
- I4-, — 9 3,
, S. I 6, I o
•}*;;; ')
a'}, 9» _ i)— ,
'a*° ) I, — I ——
13. Diuifor p = 43 — 2. 3. 7. -+- r
Poteft. Refidua -
a* 9,— 5, — 2,— I 8, Io, 4.-7, -2o, -8, 14
3-3, 1 7, 2 1,— I 2, I 3, 1 I, 6, I 5, 1 6, —3
* 8, 2 I, — 4-5 1 I » 2 y 1 6, _
(2 } _,3; — 2, — I I, 4, -2 1 » — 8, :)
•}. 2 I, I 1, I 6
' — 2, 4, — 8
7 —6, —*7, )
62' < I - I}, 7, 6,
a'}, T?)
I.a*') r, —
1 4. Diuifor p = 47 = 2. 23 -+- 1
Poteft. Refidua
•}. 4., 1 6, 1 7,2 I,- 1 o, 7,- 19, ;;-:;:;-*3)
* 1 2, 3,— 1 1, 9, 14,-2o, —5,— 1 3.— 1 5,8, 2.
a**) I, — I -
I 5. Diuifor p = 53 — 2. 2. 13 -+- I
Poteft. Refidua
•2 4-. I 6, 1 1 ,-9, I 7, I 5, 7,-25,6, 24- 1 o, r e
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� 16, -9, I 5, —25, 24, ')
<} ' 1 o, -6, -7, — I 7, -1 I» -4
•}., -;; - :)
d*) I» — I
1 6. Diuifor p = 59 E 2, 29 —— r
Poteft. Refidua
*}, 4, I 6, 5,2o, 2 I,25, -1 8,-1 3, 7,28,-6,-24, 2 2,-29
) r 5,-r I, 12, 3,-14,26, -23, 9,17, 19,-1o, 27, —8, -2
a*) r, — 1
17. Diuifor p = 61 = 2. 2. 3. 5 —H z
Poteft. Refidua
•; 4, i 6, 3, 12,-1 3, 9,—25,22, 27,-I4, 5, 2o, 19, *5.,
'-1 5,-19,2o,-5, 14,—27,-22,25,-9, I3»-r 2,-3, -1 6,-4.
} 8, 3,24, 9, I r I, 27,- 28, 2o, —23, _
'23,—2o,28,—27,-1 1, -9, -24, — 3, - 8,•} 16, 1 2, 9, 22,— 14, 2o, 15
' — 19, - 5,—27,25, 13, — 3, — 4.
•} -29, -13, 1 1 , — 14, -2 I, )I, • • I
2 I. I4, - I r , I 3, 29,
•}. 3, 9, 27, *j-*)• —2o, -27, — 9, — 3
g'° II -I3, - I4-, -*)
• 14, I3,
g** II - 3» 9
* 2o.—27
I I,-g'* I, _ -I
I I,
are 3., - r4
1 3
g*J I I ,
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Conclufio.
de poteftatibus cuiusque ordinis
et refiduis in earum diuifione per numeros
primos reliétis.
§. 48. Quemadmodum in his exemplis refidua
pro fingulis poteftatibus per progreffiones geometricas funt
exhibita, quae fimul retro continuatae bina refidua focia
ta iunétim repraefentant ; ita idem pro poteftatibus primi
ordinis fieri poteft, ubi quidem omnes plane numeri diui
fore minores occurrere debent, ita vt fi diuifor primus
fit p — 2 q -+- I, multitudo refiduorum diuerforum fit = 2 q,
quae ad minimam formam reduéta erunt -+- I, -H 2, + 3,
—H 4, etc. vsque ad -+- q. Haec vero refidua omnia quo
que fecundum progreflionem geometricam difponi poffunt
ab vnitate incipientem, dummodo pro eius denominatore
feu fecundo termino eiusmodi numerus accipiatur, qui
omnes plane numeros producat, quod euenit fi is ita fue
rit comparatus, vt nulla eius poteftas, cuius exponens
minor fit quam 2 q, pro refiduo vnitatem relinquat. Ta
les autem numeros pro quouis diuifore dari certum eft;
eriamfi eos affignare maxime difficile videatur, eorumque
indoles ad profundiffima numerorum myfteria fit refe
renda.
v.
§. 49. Sit igitur, in genere pro diuifore primo"
p = 2 q —— I , littera a eiusmodi numeros, cuius potefta
tes per p diuifae omnes numeros ipfo p minores pro re
fiduis relinquat ; neque in ferie geometrica 1 , a , a*, a*,
a*, etc. vnitas ante recurrat, quam ad poteftatem a*?
fuerit peruentum , quippe quae femper per p = 2 q —H I
v. diui
- • * , Q\
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diuifa vnitatem relifiquit, ficque omnes proteftates hac
minores diuerfa refidua producant. Cum igitur poteftas
at non relinquat , vnitatem, et a** — 1 = (a? -+- 1) (a? — 1)
per numerum p diuifionem admittat, erit a* -+- a per p.
diuifibilis, et poteftas a* refiduum dabit — I ; tum vero
fequentes poteftatcs a'*', a"**, at* *, etc. dabunt refi
dua —a, — a*, — a', etc. quae ita funt comparata, vt cum
antecedentibus a? T', a? T*, a?T*, etc. ordine iunéta bina
refidua fociata exhibeant, quorum fcilicet produ&um , a**
vnitati aequiualeat. Scquenti ergo modo haec refidua per
affociationem repraefentare poterimus:
indices o, I, 2 , 3» 4-5 q — 3, q — 2, q- I, q.
m. r • *; - — -
I , 43 , a', a', , a', - - - a**, at-*, a? *—
T? — a3T', — affT*, — a*T*, —at-* — a*, — a*, — a
indices 24, 24- I, 27—2, 2 q-3, 2 q-4, q.--3, q--2, q+ 1, q.
vbi bina refidua fibi fubfcripta , funt inter fe fociata, ex
trema vero -+- 1 et — 1 folitaria, quippe quae fecum ip
fa fociantur. ' ' - - *
§. 5o. Tali progreffione geometrica conftituta,
quae omnia refidua ex poteftatibus primi ordinis oriunda,
hoc eft omnes plane numeros comple&titur, ex ea omnia
refidua pro poteftatibus cuiusuis ordinis innoteftent, eo
dem fcilicet diuifore primo p — 2 q —— I retento. ' Refi
dua nimirum ex diuifione quadratorum orta erunt:
* - *. I,- a*, a*, a*, a*, CtC. — — • • ara-*,
quae indicibus tantum paribus refpondent, et ita per affo
ciationem exhibentur:
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a* ; a* ; a' ; a' ;
gr * - - - . - •. -, i - o. -s.
' — ai Tì — at *; — a? “; — a? ';
CtC.
in quibus ergo — 1 reperietur , fi q fuerit numerus par.
Pro cubis autem eos tantum terminos accipi oportet, quo
rum indices funt multipla ternarii 1, a', a*, a*, etc. "Vnde
patet, fi exponens 2 q diuifionem per 3 admittat. multi
tudinem refiduorum ad trientem redigi, dum reliquis ca
fibus omnia plane refidua occurrunt. Simili modo refi
dua poteftatum quartarum obtinentur ex indicibus per 4
diuifibilibus, feu ex his poteftatibus: 1, a*, a', a'*, etc. et
refidua poteftatum quintarum ex his: I, a', a"*, a'*, etc.
§. 5 1. Tantum ergo opus eft , vt pro quolibet
diuifore primo p = 2 q —- 1 idonei nnmeri pro a habe
antur, ex cuius poteftatibus omnia plane refidua reful
tent; ad quod autem nullam certam regulam mihi effe
cognitam fateri cogor. Hoc faltem obferuaffe iuuabit, fi
vnus huiusmodi numerus a fuerit cognitus, eius £ocium,
qui fit b, vt a b — I per p fiat diuifibile, quoque pari
proprietate effe praeditum: vidimus autem hunc focium b
vel per a* 1T' vel per — af-' exhiberi poffe. Ex quo
concludere licet, tum etiam pro a quamuis eius pote(ta
tem a*, cuius exponens m fit ad numerum 2 q primus,
accipi poffe, vbi quidem fufficit pro m numeros ipfo 2 q.
minores affumfiffe, cum ex altioribus poteftatibus eadem
refidua repetantur. Quoniam vero certa lex adhuc latet,
pro diuiforibus fimplicioribus idoneos numeros pro a af
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Diuif. primi. ]Numeri pro a aßumendi
p= 3, qi— I [-I
• p= 5, qit 2 ! + 2, —2.
, p> -7, T 3 — 2, —H3
! p>r I, q= 5 -+2, —3, —4, -- 5
. p=13, q- 6 -+2, —2, +6, — 6
; p=1 7, — 8 —+3, —3, -H5, — 5, -i- 6, — 6, -+ 'j, — *;
- p=19, qi- 9 ]-+-2, +3, —4, — 5, — 6, -- 9
# p>23, q > I I I-2, — 3, -4, -i . 5, — 6, —H 7, — 8, — 9, -+- I o, + I I
{ p=29, q ItI 4. -+-2, —2, —H3, — 3, -H 8, — 8, -+- I o, — I o, + I i, — I I,-+-I4,-x4.
p=3 1 , qit 15 -+-3, —7, —9, —I o, -+-I I, -+- 1 2, + I 3, — I 4. -
p=37, q- I 8 |+2, —2, +5, — 5, + I 3, — 1 3, +1 5, — 1 5, + 1 7,—17,-+1 8,—r 8
* p=4-1, q-2o |-H 6,-+-7,-+- 1 1 ,-+- 1 2,-H I 3, -+- 1 5,-- 1 7,—H I 9
} §. 52. In cafu poftremo p — 41 ergo patet, pro -
'. a minorem numerum quam 6 affumi non poffe, cum in
£ praecedentibus progreffio geometrica ex minoribus nume
ris formari queat: vnde pro hoc diuifore p = 4 I ifta
- progreffio geometrica ita fe habebit:
1 . o r 2 3 4 5 6 7 8 9 1 o 1 r 1 2 1 3 14
+6,—5,+1 1,— I 6,— I 4, -2,—I 2,-+I o,-+- I 9,—9,— I 3, -1-4-,- I 7,—2o,
'-+-7,-+8,+ 1 5,— I 8, —3,-+-2o,+ I 7, —4,-1-1 3,-+9,— I 9,— I o,-+I 2, + 2. .
1 5 1 6 I 7 I 8 I 9 2o
-+-3,-+- 1 8,—1 5,—8,—7 -
-+ 1 4,-+- 1 6,— I I,+5,—6"
Hinc fi ii numeri excerpantur, qui indicibus paribus re
fpondent, habcbuntur refidua ex quadratis orta: fin au
tem ii excerpantur, qui indicibus vel per 4, vel 5 , vcl
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minis poteftatibus obtinebuntur, eaque ipfa, quae iam fu- '
pra funt recenfita. Similis que eft ratio omnium reliquo
rum numerorum primorum.
§. 53. Quod autem ad multitudinem horum nu
merorum a attinet, obferuo eam quouis cafu p = 2 q —— 1
aequalem effe multitudini . eorum numerorum ipfo p mi
norum, qui fint ad 2 q primi: atque alio loco oftendi,
ad hanc multitudinem inucnicndam numerum ^ q im fac
tores fiios primos refolui debere, ita vt fi fuerit z q =
f$ g^ b* k*, fit ifta multitudo
= (f— 1) f*-'. (g — 1) g'-'. (5 — 1) b*-*. (k — 1) E*-'.
Definito autem pro quouis numero p — 2 q —H 1 hac mul
titudine, fint ipfi numeri ad 2 q primi 1, a, ß, y, δ, etc.
atque fi datus fuerit vnus numerus a quicunque, reliqui
ideoque omnes erunt :
a, a*— m p ; a*— m p ; a* — n p; a* — n p ; etc.
fumendo m ita, vt omnes ifti numeri infra p depriman
tur. Haec fortaffe confideratio viam aperiet pro quouis
ca(u hos numeros inueftigandi.
I)E
-*3 ) | 157 ( $£<•




I. mcthodo interpoIationum eiusmodi relatio inter binas
variabiles x et y quaeritur, vt fi alteri x fucceffiue
dati valores a, b, c, d, etc. tribuantur, altera y inde
quoque datos valores p, q, r, y, etc. fortiatur ; feu quod
eodem redit, aequatio pro eiusmodi linea curua quaeritur,
quae per quotcumque punéta data tranfeat. Quo maior
ergo fuerit horum, punétorum numerus, eo magis linea
curua limitatur: interim, tamen iam alia occafione obfcr- .
vaui , etiamfi punétorum numerus in infinitum augeatur,
curitam per ea tranfeuntem non prorfus determinari, fed
femper ii, finitas adhuc lineas curuas exhiberi poffe, quae
aeque per cur; &ta eadem pun&ta fint tranfiturae. Quare
cum methodus interpolationem pro quonis cafu lineam
cururarn fùppediter determinatam , folutio haec femper pro
maxime particulari erit habenda: veruin haec ipfa circum
ftantia fingularem quandam indolem folutionis inuentae
innuit, quae accuratiorem confiderationem meretur. Im
prirnis autem ifta folutionis indoles pendet a ratione, qua
interpolatio inftituitur, feu a forma, quae aequationi ge
nerali tribuitur, in qua aequationem quaefitam contineri
3 opor
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oportet. Quae forma cum infinitis modis conftitui pofTit,
inueftigationes meas ad hanc formam reftringam :
3 = a x-+-ß x'-+-y x*-+-δx'-+- s x' -+- etc. .
quae fcilicet tantum poteftates impares ipfius x contineat,
ita vt, qui ipfius y valores quibuscunque valoribus pofiti
vis ipfius x conueniant , iidem negatiue fumti valoribus
iisdem negatiuis ipfius x refpondeant: quo ipfo innumerabi
les aliae lineae curuae excluduntur, quae per eadem punc
ta effent tranfiturae.
Problema I.
§. 1. Inuenire aequationem inter binas variabiles
*et y huius formae: y= α x+ 3x*-+'y x* +ô x*+ etc. vt, fi
ipfi x dati valores a, b, c, d, etc. tribuantur, altera va
riabilis y itidem- datos confequatur valores p, q, r, .s, etc.
Solutio.
Quo aequatio generalis affumta fàcilius ad hunc




quae, etfi forte in infinitum progrediatur, fi fcilicet con
ditionum numerus fit infinitus, tamen pro fingulis condi
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quae ita repraefententur: -
I. £ = A
II. 4 = A + B (b b — a a) -
III. ;=A-+-B(cc— aa)-+-C(cc— aa)(e c-bb)
IV. 4=A-+-B(dd-aa)+C(dd- aa)(dd—bb)
- —}-D(dd— a a)(d d—bb)(dd- c c)
€tC. - etC.
Iam prima a fingulis fequentibus fubtrahatur, et differen
tiae per coefficientes ipfius B diuidantur, vt prodeant hae
aequationes: -
;£!£;; = q'= B
gr-e ? „ = r' = B —— C (c c — b b)ζέ{GE-TaT;
33-4£.,= s' = B + C (d d — b b)+D(dd—bb)(dd-e c}
Eăda-GG) T
€tC.
Nnnc {imiIi modo primam a féquentibus fubtrahentes , et
refidua per coefficientes ipfius C diuidentes, perueniemus
ad has aequationes:
r*— 3, — rH — C
ZTEIBTBT —.
s*— a* — -li — - ,w
;i;-5 = 3 = C —— D (d d • •)
&tC.
- // — r'' —
porroque ad hanc £=?= D.
Quamobrem ex quantitatibus datis a, b, c, d, etc. et p, q, *,
, etc. coefficientes A, B, C, D, etc. ita commodiffime '
définientur. Deriuentur primo ex quantitatibus datis iftae :
- - — 4 • — r : — * •













T - P1 – Q - º : I – R-P . SI – S– P • l – -Q 55 – a a º R cc – a a 2 S a d a º T - e e- a a 7 CtC.
– R 9 : Su – º Tº, T" = T –Q .R c 3 – o b 7 - dd –bb ? - ce b b 2 etC.
ti - s” – Rº; Till – Tº – Rº .
S" = º ai T = i ; etc.
Tº.- Sº .Tlla- a e ta a º etC.
Quibus valoribus inuentis habebimus,
A = P; B = Qi Cl- Rº; D = S"; E =T"; etc.
Corollarium 1. -S. 2. Cum ſit P = º , erit primus coefficiens
A = º ; pro ſequentibus vero, ob:
Q! = a q– bp . 1 – ºrrº P-: S = -iº -
– a o b Sit a a)? -a c. (cc - a a)” - a d (d di-aa)?
- 1 – a t- e p -Ti - a e ee - a a)” CtC. , - - -
erit ſecundus coefficiens
- – b - p q





5. 3. Cum porro fit l
Ri! - a r - c p a q-i-b p fiet iri: - 57 TE=a GirFE' s
– r q
C = 3T a a)(cc– b b) –H b(a aE 55 ) ( cc - bb)
––ºr--- I = TEET l
quae forma ita concinnius exhiberi poteſt, vt ſit: i
- – –f-–- - -C = riºri si ri- TEETi Fr5-- =Fir izi s
c a G) (c e Fb b)”
Corol
•*££§ ) I 6 3I ( 333<•
Coroliarium Q.l>
*§. 4. ' Simili modo calculum vlterius profequcndo
reperietur:
.- . ■ - -p — -4- q.
:D =;=========£====—;t, -i b (b b— a a )( b b— c c ) (ò b — d d)
—H r• s.
c { c c- aa )( c c—b b ) (c c-- d d ) *TaTTETEEEEYAAEE, -
vnde formam fequentium quantitatum E, F, G, ctc. iam
tuto conieétura affequi licet.
Scholion. -
-$. 5. Plerumque autem expeditius fingularum coef
ficientium A, B, C, D, E, etc. valores ex praecedentibus
«definiuntur: Ex aequationibus enim , fundamentalibus dedu
cuntur formulae fequentes:
« A — f.;
.q.
— a— 5'A .
E =;£££;;
- r— c A •-• —— *— *
C=====5j£=====; çç… 5 b? -
ID — s — d A * C
AΤΤΑΠΤάa`ÉÉTTEFFj — tat===; ( 4 a - c c ) ~ HAE5
E - t—e'A - B
— €(ge-AaJ(£€Tb b )( e e-ScJTCETTJj (T€e- 55)T(ge — c c) (e e-d d)
XC D
T (Fe-Ec ) (e e-TaT) T ΣΕáå 5
£tC.
vbi plerumque mox eiusmodi ordo obferuatur, vnde fe
quentes facile deriuari poffunt, quemadmodum ex fequen
tibus problematibus, in quibus hanc methodum ad quos
<dam cafus particulares fum , accommodaturus, patebit.
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. X. §. 6,
•*>$:;. . 1 o 2 ( §§£<•. - -*
Scholio n o.
§. 6. Antcquam, autem huiusniodi cafùs et oiuam,
in genere obfcruaffe- iuuabit, quod fi pro quocunque: cafu
oblato aequatio, fatisfacicns inter binas variabiles x et y
fuerit inuenta, quam hoc modo defignabo : y = X, ita vt
fit X = o, x -+- 3 x* —- y x* —— δ x' -+- etc., tum inde fäcile
aequationem multo, latius patentem et pariter fatisfacien
tem formari po{fe. Statuatar enim : - - t ;
Q= x. **T* ; z x —' 5 . x x—c £ . x x— d d
j*-. *-*-;--.**..* -. **ii--. etc..
quae quantitas, euanefcit pro, omnibus valoribus ipfius x
propofitis: - - -
... . . x.= o, x = -|- a, x = -— b, x = -+- c, etc. •
idemque praeftabunt omnes funétiones ipfius Q vna cum
ipfa Q euanefcentes: ex. quo manifeftum eft, fi ftatuatur
3 = X -+- Q, vel y = X-+- f: Q; omnibus, conditionibus
aeque fatisfieri. Quoniam igitur hacc fun&io f: Q omni
no eft arbitraria, dummodo euanefcat faéìo Q — o , haec
aequatio: y = X +f. Q folutionem, gcneralifljmam exhibe
re eft cenfenda. - -
Prob'ema 2..
§. 7. Sint a, b, c, d, etc, quotcunque arcus cir
culares, exißente radio — I, valores autem p, q, r, s, etc.
fint- fnus eorundem arcuum, quandoquidem hoc cafu ea
proprietas locum habet, vt arcubus negatiuis iidem finus
negatiue fumti refpondeant, hinc proxime definire rationem
inter diametrum et peripheriam.
Solutio.
Cum hic fit p — fin. a , q = fin. b, r = fin. c, etc.
aequatio inter x et J ita erit comparata, vt fumto pro x
2AITCU1
-::: ) i63 ( 3?--
| ê| - - -
-
- *;| arcu circuli, quantitas y proxime eius finum fit expreffura, f.
fiatque y = fin. x. Definitis ergo per praecedens proble. .






aequatio : - I. - i
fin.x= A x +B x (xx— aa)+ C x (x x — a a)(x x — b b)+ etc.
-
quae adeo veritati eft confentanea, quoties fuerit vel I.
' ! x= o, vel x= -- a, vel x= —H b, vel x= —— c etc. .'
'Statuamus nunc arcum x infinite paruum, et quia tum eius
finus, fin. x ipfi arcui x aequatur, orietur haec aequatio:
-
1 — A—B a a-H Ca a b b — D a a b b c c-i- Ea a b b c c dd— etc. .
Subftituamus hic pro litteris A, B, C, D, etc. valores fu
pra inuentos, ac perueniemus ad hanc aequationem :
*-* ^* —— **—--—*11*———— ia a b b c c1 =£(1 FÉÉÉ*{E=ÉÉ=EE (TGETE,
- q. a cu - - a a b b —- a a b b c c _ -
TÉT b b-a a E-jíí=:j* (5 b — a c) (b b — c c) (b b— dd) etc.)
.|
M.
+++etc.)(a a - c c)(a q — d d)[. .{;
+ £-(a—í;É=t; -r::=::i?#*i*=; 3,-+ etc.) - -
-i- (aj-;;;;iiiijtaa=ssy- etc.) \ -
*' f€tC. - • ἀ
i quae reducitur ad hanc , in qua omnes feries fibi funt , ;l fimiles: -
.' 1 =£(1 +;!t,-+-a-+-%#=;:;-*tss=;£jaa=;ri etc) - ;
- ;#'4;; ( I +;£bb+æ#j=; -+- (C c — υ b )#£#£, (e e =s;--etc.) '.
• d g b b r. c c . c c d d __ . - -
+++*-#3=;)(* ++**+ (A=äjäzE, * etc.) 1
- a d b b cc s _d d - • '
T a(a aEa a) (dd- b 5) (d aFGC) (1 -+-..£ta + etc.) • • • i . -
f€tC. ',
'Quaelibet autem harum ferierum fponte eft fummabilis; - , !
primae enim duo termini primi coniunéti dant * *—, cuiÉB-TG?
X 2 ^ . - - - -
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*tur finitus, quoniam inde tantum approximationes pro
menfura , circuli fuppeditantur. Interim tamen obferuaffe
haud pigebit, fi tantum quatuor arcus , accipiantur, qui fint
a = φ, b = 2 φ, c = 3 q), .d = 4 φ,
fore ex folutione problematis -
q)=!;?. :::.::.::.=; fin. Φ—; fin. 2®+,:, fin.3 ®-,;, fin 4®
1 n. 3 7. 4 3 • 5
4. 3. 5 2. 6 t. 7
quae expreffio eo propius ad veritatem accedit, quo mi
nor capiatur arcus Φ: interim tamen etfi ad quadrantem
vsque augeatur, vt fit φ=£, error non fit enormis; pro
dit enim : =: — „:, — ;;, ficque T = 3 „. At fi fumamus
Q5 — 3o° — ;, fit -






I:5 ;:3• v *
3.
» feU1
~t ='; — -;::, -
qui valor tantum aliquot particulis centies mille fimis vni
tatis a vero differt. Verum miffa hac fpeculatione cafùs
aliquot, vbi arcuum propofitorum a, b, c, d, etc. certa
lege progredientium numerus eft infinitus, percurram.
Exemplum I.
§. 1 2. Progrediantur arcus a, b, c, d, etc. fecun
dum feriem numerorum naturalium , ft4ue
a = φ, b = 2 φ, e = 3 Φ, d= 4 φ, etc.
in infinitum, ex quorum finibus p, q, r, etc. veram /ongi
tudinem arcus @ determinari oporteat.
- Solutio
•&3 ) i 65 ( * $$%•
A, B, C, D, etc. valoribus: inuentis, aequatio ad hanc for
mam : redigetur:
fin.* — . p . 55—**. 93 — * x . d d-* x . etc.
3T - TqI * 55TIT* Sc LITT * d JLTg * -
q. g a- ::x £c- x * d d— x x * -—H b * TaTIBTB * C3TIBT5 * TTLT$T$ * etC.
| -5-. #** i*5 — x z ' d d — x x. CtC.
TETETG. * 5BILE CT * 4J CIES *
a a — x r 8 b — x x c c — x z:
* a a-Ti * 55-a d * cc -TJ * etC.
CtC.
—++
quae aequatio, fumto arcu x euänefcente, in ilIam. abit.
Coroliaritim 3.
§. 1 o. Haec autem reduétio: multo latius patet ,
mullâ arcuum ' ratione * habita. Si enim quaeratur eiusmodi
aequatio imter binas variabiies. x et 7, vt
fumto x = o, a, . b, c, d, e, etc.
fiat y = o, p, q, r, y, t, etc.





y — — . 2. b 5-33 2 c— x* • d d-x ae- e e- x * €tC
z . T 'a'* b b — 'T ' cc- QTGT * dTlT. ITq * e eIG a * -
.. _^ . 83- z *' c c- x x . d £ — : : . e e- z *—}- J ' G : … b & * c c — òb- * JTaTJE * e e- 55-* CtC.
r_ c g — x 3 b b-z c d d - x x . e e — x x.
-+- -{-. *#*—**. %, E $. $£3*. ;—3. etc.
s q q — * x , & δ — x x c c — x x e e— c x
-*- -j • . ,ijj • j -jj. Tj*, , .jj . ctC*
- è tC. -
ex qua förifia ffyuf irarifèftum eft, quomodo fìngulis con
ditionibus fatisfiat. \ • -
- s. - - : '. ,
Scholion.
- - - • • • '*.,. . …
§. 1 1. Cafibus hic non immorabor, quibus nu*
- - - '• - - • • •
merus conditionum praefcriptarum a, b, c, d, etc. affumi
X. 3 tuT
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*tur finitus, quoniam inde tantum approximationes pro
menfura circuli fuppeditantur. Interim tamen obferuaffé
haud pigebit, fi tantum quatuor arcus , accipiantur, qui fint
a = φ, b = 2 φ, c = 3 q>, id = 4 Φ,
fore ex folutione problematis -
q)=!;?.:;.;:.::.=; fin. Φ—;fin. 24)+,!, fin.3 ®- ,;,fin 4φu. 3 ?• 4 3 * 5
fin. a Q) 1. 1 3. : •«. *
—. — • -- - --•
2. 1. 3 i. 5 2. 6
-4- fin:*? 1 . I 2. 2 *4. 4.
- • - -- • •
3; 2. 4 i. 5 2. 7
fin. • ® 1. 1 2. z s. s
-• -• — • —•
4. $. 5 2. 6 t. 7
quae expreffio eo propius ad veritatem accedit, quo mi
nor capiatur arcus Φ: interim tamen etfi ad quadrantem
-vsque augeatur, vt fit φ=£, error non fit enormis; pro
dit enim : =: — „:, — ;;, ficque T E 3 „. At fi fumamus
Q5 — 3o° — ;, fit
-^mr _.. 8 r . • • V * • i -v : •,
as — 5• a ~ . ',' -+-;:, — „:.. ',', feu5
^ = ; — ?;£*, -
qui valor tantum aliquot -particulis centies 'mille fimis vni
tatis a vero differt. Verum miffa hac fpeculatione cafùs
aliquot, vbi arcuum propofitorum a, b • c • d, etc. , certa
lege progredientium numerus eft infinitus, pcrcurram.
Exemplum I.
§. 1 2. Progrediantur arcus a, b, c, d, etc. fecun
dum feriem numerorum naturalium , ft4ue
a = φ, b = 2 φ, e = 3 Φ, d= 4 φ, etc.
in infinitum, ex quorum finibus p, q, r, etc. veram /ongi
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Solutio ergo problematis pro hoc: cafu. fitppeditat hanc
aequationem : - — " - -
*.
q) = £;?.?:.::.::.:;. etc. -- i 1. 3 2. 4 3. j ' 4. 6 -
nm 1. i 3. -—Ji. 29. '. !. *. *. *. *. $. 3. etc.
2 1. 3 . 1. 5 2. 6 3. ?
• fin. : t. r - . 5+ Tti?. ' '. :. :. :::. £ 3. etc.
a. 2.. 4 i. 5 i. 7 2. b *
ín. 4 . 5ßt. : ?. . '. • 3. $. 3. $. 3. etc.
4- 3. 5 2. 6 '• 1. 7. i. 9
tn. ; (1) ` ^. * 4.-+-/!i. 19.'. '. *. *. *. :. * *.. etc..
5 • 4. 6 3. 7 2. 8 1. 9
omnia autem haec produéta eundem : reperiuntur habere
valorem = 2r,. ita, vt fit. - .
3®= fin,q)-; fin 2®+ ; fin. 3®-; fiii.44)+; fin.5 φ— etc.
cuius feriei veritas cafu , quo * angulus φ eft infinite par
vus , per fe. eft. manifefta.. Euoluamus. ergo cafus fe
quentes -
1°. Sit φ— 9o* — |, ac prodit , feries: Leibniziana
£ E I.— ; —H ; — ; —— , — etc.- -
z°. Sit ® = 45? — £, orieturque haec: feries: ,3, 5
TT _ * r . . ■ 1 '— — — - r. —' • r —*
• — 7; TaT, y.; * —;;-;--; 7 V 2 *: -+-;;; i*ii*; CtC,
quae: refoluitur in has. duas: - - -
77 :_ 1 • t * - m. -ε — y • (1 —+- ! — : — ;--;--;, — ', — i. —H. etc.) a.
— ' ( t — ; -+- ' — ; - ; — £, -+ etc.)ita , yt fit . - - - ', *•
I. —■— : — : — 5 -+- ; —- -,','— „';— '. —+• ctc. = ;£.*
3°. Sit ® == 6o° =;, eritque * .




- m. r • r * i 1 ' -
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A°. Sit ®= 3o° =:, ac fit
3, = ;—;. ','-+-;-;. ''-+-;. ;* — ;. :+-;. '.'— etc.
{eu -
{, — ; (1 —— ; — ; — §, —- , -+- , — , — ', -+- etc.)
—— ; —— ; — „. — ■, -+- etc.)
quarum ferierum vltima fit = £ , hinc conciuditur
1-+-;—;—;,-+-;,-+-;— etc. ='*(1+;-;—;+;+;— etc.]
Vtraque autem feries aequatur arcui ? , . quod quidem in
priori ex Leibniziana eft manifeflum.
Corollarium I.
$. I 3. Ex aequatione hic inuerìta: -
: q) = fin.® — ; fin. 2 ® + ; fin. 3 φ — : fin. 4. ® + etc.
plures aliae non minus notatu dignae , deriuari pofTunt.
Veluti inflituta differentiatione prodit
; = cof. φ — cof. 2 φ -{- cof. 3 Φ— cof. 4. ® —— etc.
cuius ratio inde eft manifefta, quod multiplicando vtrinque
per 2 cof. , ® prodit aequatio identica cof. , ® = cof. : φ.
Corollarium 2.
§. 14. At fi illam aequationem per — d ® mul
tiplicatam integremus, prouenit
C— 3®®= cof.(b—; cof. 2 φ+; cof. 5 ®— .cof. 4®-+- etc.
vbi ex cafu ® = o conftans per integrationem ingreffa
determinatur, fcilicet:




i3 *;*= cof. (5 — ; cof. 2 φ--;.cof. 5 ® — . cof.4®+ etc.
quae ergo feries, fumto Φ= 3, fit = c. Eft autcm pro
xime
7r —
3, = Io3°, 55', 23" et cof. 5, — o, 24c61 86.
Corollarium 3.
: §. 15. Si hanc aequationem dentio per d ® mul
tiplicatam integremus, orietur haec noua fummatio:
£,7rT @— ', (|)'= fin.φ-; fin.2®+ ', fin 3®— ', fin.4®-+- etc.
vnde fumto arcu φ = 9o* = f obtinetur
Jl
„, ^r* = I — ', ii; — aj -+- etc.





§. I 6. Circa feriem inucntam
'% g ® = fin. φ — ; fin. 2 φ —-; fim. 3 Φ — etc.
, ! dubium oriri poteft, quod fumto arcu ® = 1 8o° = mr,
• finguli feriei termini euanefcant, ideoque fumma nequeat









] F*= fin. ® + ; fin. 2 ® + ; fin. 3 ω-+-; fin. 4. ®+ etc.






^r - (a) --
£ =* =: o, -i- a) -+- a -+- » -i- w + etc.
', quae nihil amplius continet abfurdi. Quod idcm tenen
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Exemplum II.
S. 17. Si arcus a, b, c, d, etc. progreſſionem a
rithmeticam quamcunque conſtituant, tºt ſit
a= n(p, b = (n+ 1) D, c= (n-+2) D, d= (n+3) D, etc.
ex eo um ſinibus lo gitudinem arcus GD definire.
Solutio generalis ante exhibita pro hoc caſu dat
(p=Jº P (n+ :)" (n -+- 2)? (n -+- z)? (n -+--)? (n -+- 5)2 etc.
nT' (T+ 2 rij' , G-F, n)' EU: + E E)' , G + E TI)' 5T5 + : ny
in. (n +- 1) n? (n -+- 2)? (n -+- 3)? (n -+- 4)* (n -+- 5)2
-
)nTT,T - 1 (+ 2 n) ITG + : ny' 2 (, +- , n)' 3 GT+ 2 n)" TZTE, n) etC,
+" ###*. =#--. ### # ## ## ####etTTn+-2T - TG HT, IJ TT, +, n) TT, + 2 n) ;TTFF, n) G +TR) C•
-ſin. (n+ :) ! m 2 (n + :)* (n + 2)*. (n+ y: ' "-+" etc
TE ET 5 (TTT) 2 ( + 2 R) . (5+ 275 (7+, n): 7 (st-F2 rij "
-+-ſin. (n tºt n? (n + 1)' (n-+- 3) ('t + :)” (n + s)- CTC.
nTT,T' TK, +, nj' s (5 + 2 ny 2 (o + 2 ny T(7+ 2 n) , (5 -- n)
Ad valores horum productorum in infinitum excurrentium
inueſtigandos ponamus breuitatis gratia
- Chſ J1n. nl ſin. (n +- 1) 3D ſin. (n +- 1) () "n.
(p=21."#*-25"###+ & "#-3) in Ent + etc.n -+- 1. n -+--2 n -+- 3
et hi coefficientes ſequenti modo inter ſe comparentur:
95 – n n 2 (2 +- 2 n) 3 (+ +- 2 n) 4 ( * +- 2 m)
- - - --- - - - - - CtC.
- EI T (TFT): T(: -+- 2 Tº 2 (, + 2 m) 3 (3 + 2 n!) -
: - - n n (i - 1) (2 -+- 2 n) e
qui valor reducitur ad ### ##, denotante i nu
95 – 2 n n - - - -
TEL T n-t- T* Simili modo colmerum infinitum, ſicque erit
ligitur:
€ – 1 (1 + 2 n) (n + 1)*. (i-3) (* + 2 n) – (n +- 1) (2 m +- 1).
95 T 2 (2 -+- 2 n) (n + 2)* Ti (1 +- 2 n) - 2 (n -+- 2) D
tum vero' porro
9 –– (n-+2) (2 "+ 2): & – (n + :) (2 m + :)
G - TT. (n-+--) T 2 45 - T,UR +-,JT »
et ſic deinceps, vnde ſequitur fore
33 E 2 n fl. 2ſ
(in + 1)
_ • n n (* n -+- 1)
1. n (n —H :) 9(
— 2 n r (^ n -+- ,) (2 m -+- *)
- 1. 2. s (t. -+- 3 ) *) Q(
J- - 1 n • (• r- ')(* m + ?) * n-- *) Qf
- 1. 2. s. * (n —H4)
*€tC.
ficque totum negotium redit ad inuentionem primae 1it
terae :
91 — (1-*- *)* . (;i-- *)* . (n -+- s)* (n + ***
T T(3 n -+-Tj' 2 ( II-E7)* : (• II-F3)* . (aTi -+-7)
Iam dudum autem demonftraui, huius produéti generalis:
a (b -+- c). (a -+- d)(b -f- c*- d) (a-+- 2 d) (b -+- c-£2 d) CtC
ô(TLPICj* (BEFJ@-FG-Fä)' Ü5>FaT(J-FGTE? a)" -
valorem ita exprimi, vt fit
c — d. - . - .
_fx*-' d x (1 — x*)T , :
- c — d.fx *-* d x (1 — x*)TaT ç
vtraque fcilicet integratione a termino x = o ad x = x
extenfa. Quare cum pro noftro cafu fumi oporteat
a=n-+- I; b -+- c= m-+- r, b = 1, c= m, et di- I,
habebimus:
si — /**{* — *) I.— I.
fx' dx(1—x)"-' I n /x* d x (1 — x)*-*
hincque fequentem pro arcu φ expreffionem:
q)fx" d x (1 — x)"T'=;. fin. m®—#-, fin. (m+ I)4)1 (n +- 1 )?
+ * n '• ** '}fjm. (n+2)®— a nfa m-+ i)/an +*) fin. (n+3)®
TIZ (n +-2)? 1. 2. 3. (m +- 3)?
-4- * n (* n * *)(* ***) (**;**) fin. (n —— 4) φ -+- etc. • _ -
I.TATETITTJiT
Quae feries eo maiorem attentionem meretur, quod for
mulam integralem fx* d x (I — x)*-' inuoluit. `
( • *
Y 2 Corol
•%$3 ) 172 ( $•
Corollarium I.
§. 1 S. De hac formula integrali fx' dx (r — x)*
primum obferuaffe iuuabit, fi cafu n = x eius valor fuerit
= A , tum eum cafu m = X-}- 1 fore =¤ A. Ita cum
cafu m = I fit fx d x — ;, erit




§. 19. Si ergo in genere ponatur /x*dx(r—*)*-.
=f:n, quandoquidem eius valor vt funaio ipfius m fpeétari
poteft : erit -
f: I =;; f: * = §. :; f. 3 = ;. ;. .; f: 4 = I. 3. §. i; ,
atque in genere f: (n -p- 1)— ;i;…, f. m. Vnde quoties
* eft numerus integer, valor iííiús formulae f: m facile
affignatur. -
Corollarium q.
§. zo. Sit nunc m — ;, eritque
• ' — ^ d x v x _ . _. m.f: ; =/;£'j, II 2 ví*$; ,
pofito x = y y; at
/;?;?*;=;/…* 2.-, — *;v (* — yy) - * / WTL355 — x ,
Vnde fit f:;= 7, hincque porro:
_• f: i= ;. 7; f:;=;. ;..:; : % = i. §. $. 7; etc.
At fi in genere fit m — #, reperitur:
• • — r-* „'*— I _ μ+ y— i „£ -J r
pofito x = y', hincque faéta reduétione
.f:
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M. . . r ' ^ " - • • • *• • • • - **?
JT
- •. . - - - - - t-4
f: ; =: /y*-' dy (1 —y) T, . . .
quae forma omnis generis quantitates tranfcendentes , in
- 3. ( * ; - *. - ! : • , • • ,
voluit. . - +
- *
- - *•
• * * * - - - - - - *
• - -- . , - ; T , . * . - • I - - -
Corollarium 4. … . . . *,
§. a 1. Huiùs ipfius autem formufae integralis
fx" d x (1 — x)"- ' valor cafu x = 1 viciffim : ex ferie
inuenta fatis eleganter determinatur: faéta enim ' differen
tiatione, folum arcum φ vt variabilem fpeétando, prodit .
--* i — _f. m, . æ
fx"dx (1-x)*T* =; cofaq)-;:;-) cof.(n +•)4)
3*3£t£ cof. (m —— 2) φ - -
, • • , • * . - r
._ z n (2 m -* 1) (3 n -+- 2) ,., .• * • ' *-* - _ * - -
T.T.TT-TJI cof. (n + 3) φ+ etc. '. -
quae ergo feries aequalis eft huic ex ipfâ euolutione foli
ta Ortac :. -
m. — v.\'*- ' — * — (t — ; (n—i)(n-a)-(n—i)(n=>)(n — •) *
fx dx (1 x) T m -+- 1 ÉÉ}+££? - ÉÉÉÉ;i! etc.;
-
; . : ' ' ' . -- : : : … . . -. )
- - Scholion f. o .- -
§. 22. Quoniam cafum m = 1 ' in : praecedente
exemplo euoluimu8 ;. . confideremus hic potiffimum cafum *
m = ;, quo vidimus effe fx* d x (1 — x)* — '= %; eritque
propterea : ^ r ' '^'
Ponamus ® = 2 •, prodibitque haec feries concinnior: `
** = ; fin. ω — ; fin 3 ® + ', fin. 5 ® — ;, fin. 7 @+ etc.
*.
quae primo, fi arcus è fùmatur euanefcens, dat r s….
- 7τ —
£ = 1 — % +- £ — ; —H etc.
Y 3 - Sit
•
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V.
Sit autem ® = £ , oriturque feries etiam cognita
T E ; —- £ -+- , -H £, —— „, -{- etc.
At fumto arcu ω = 45° = £, prouenit
%; - I — ; — ', —H ij -H i. - τὰ - 1}s —+ etc.
Sit ω — 3o° = £, erit
£ = „ (1 -+- }. -- i;. —H,;. —- ,;. —- etc.)
... — I (§. -+- . -+- ,}. —-,;, -+- etc.)
• • • • -+- . (a -+- i;, -+- ;;. -+- ,;.-!- etc.) - -*
vbi media eft = T, reliquarumque ratio perfpicua. T)ein
de differentiatio noftrae feriei fuppeditat hanc formam
notatu dignam:
£ = ; cof. Q) — ; cof. 3 ω -+- ; cof. 5 ® — ' cof. *7 ® + etc.
quoniam omnes plane arcus pro ω affumti eandem prae
bent fummam. Tum vero iterata differentiatio praebet:
o = fin. @ — fin. 3 ω —— fin. 5 ® — fin. 7 0 -- etc.
Per integrationem autem elicimus:
- :;: = ; cof. w — §, cof. 3 ® + ', cof. 5 ® — ', cof. 7 9-1- etc.
vbi cum fumto ω = o fit 1 — § —H £. — ' -+- etc.= £, erit
C == £;, ita vt fit -
£('*—αγω)=; cof. ω- ;. cof. 3 ω-+-;, cof. 5 0-;. cof. 7 (a-+- etc.
;
Scholion 2.
§. 23. Ponamus nunc in genere φ = t, et cum
fit fin. (n-i- I ) T = — fin. m T ; fin. (m -+- 2) T = + fin. n t ;
etc. aeqnatio noftra per fin. m T diuifa induet hanc formam :
•mt m. n - ■ — • m a m ( a m -+- 1 )
Ei#/x d x (1 — x) T'=;- ;;;;=;i-- £££;
a m ( z m -+- m )( * n -+- a )
—H. 1. 2. 3 ( m -+- 3 )* —+ etc.
fumto
- -
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fumto autem φ — 2 T, erit fimili- modo:
s¤fx* d x ( 1 — x)"-'=-;,- 2 rt p a n (? *-+- , }
fin. z n τ T(Ti- TF I 1. 2 ( n -+- 2 J2
- _ * n ( ^ n -+- 1 )( 2 n -+- * ) _
, 1• 2. £(Ti -- 375 + CtC.
quorum ferierum ergo illa per hanc diuifa quotum prae
bet — cof. m τ, quod incongruum videtur, cum quotus fit
vnitate maior. At fimilem difficultatem iam fupra refol
vimus, quae ex pofitióne φ = 2 T eft nata: fi enim ponerc
mus φ — 3 T , ipfa feries prior emergeret,-fummam habi
tura =√ fx* d x (1 — x)*-', quae illi non eft aequalis,
nifi m fit ratio euanefcens. Quare prima tantum , feries
locum habere eft cenfenda, cuius fummam vt ex ipfa eius
natura inueftigemus, ftatuamus: ' ) . .
— ■ *ft • n m -+- 1 2 m ( • m -+- 1 ) ,n -+- z
s =;, ---;;;; r"'-+-;:;:;:;;;*"*-+- etc.
• -• * •* - -
eritque hinc - •
d. ! ! ! — I t*-*-+- s * ; -+- • ■ ;■;-.);*+• -,- etC.
d 13 -
cuius feriei fumma manifefto eft = £*-' ( 1 — t)T*", ita vt fit: ,
d - - - - … A 1. ,- *. - * • * • *
!# = / t* ' d t (1 — t) * m et - * - -
d t pn-* d ; - - - • • • * \
s — f*1 f TVET; 3 -
t " ( I — t) • '
ficque pofito poft integrationem t — r. habebitur:
m - - r
* -fy a «(. — *y-'=/!/! %.
fim. m τ " ' ' -^ , * ( 1 — 1)!
Quae binarum formularum integralium comparatio eo ma
gis cft memorabilis , quod inter plurimas alias, quae ad
huc {unt erutae, huius gcneris non reperiantur.
I • • · · ·
*• • * • - - - -
: Scho
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Scholion 3.
§. 24. fonamus in genere ® = 7, eritque
fin. m φ = fin. *; fin. (n —— 1) Φ = cof. '";
fin.(n —- 2)©=— fin."; fin. (n -+-3)®= — cof. **; etc.
vnde refultat haec aequatio:
*/•••*-*-=-;:;-*#**#-se) ,— cof.** ( ^ m ; — **£*£*£££**' -+- etc.)
1 (n +1)* II<.TETÉ?
At cx fuperiori reduétione manifeftum eft fore:
I — £t (* t :t ' ) t* -+- 2 m ( * n -+- 1 ) ( • n -+- * ) ( • n -+- 3) t* — etc.
1, ? I. 3. 3• 4
— (x + * V- • r* * (; - ; ' — * r** ;
<^•
-
m. 3 n -+- 1 ) (* n -+- a } :
- 3 f* -+- etc.
(
( I ÎY- . )-** — (1 — t V — 1 )**
2 Y — 1 </




d t*r m. ft -.i - -i n •mr -£ fx" d x ( r — x — ; fim. *'" /' 7: ( * / ; /αῖβά;s
p'i- ' d ; -
(II, VI;)**
d.t ;*- * d ;
… — — , cof. "}" f* f;— — 2 m.2 V-. t * (1-+- t V— 1)
- d ; . t" - ' d p.
: • • • . -+-;-;=; cof. " "/ … f;—–t;
. y - £ /τ*;;*;;;^
vbi quidem poft integrationem poni oportet t = 1. Vt
autem hanc expreffionem ab imaginariis liberemus po
1\amllS :
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t = tang. w = £:£; erit d t = £; £,!= dw .
coJ. o ? JA* - JETw cofT, *
t*- ' d ; — d 3) fin. @"—
cof. J'**-'* - •
tum Vero
(*-+-**^- ■)-**= cof. ,**(cor.a ,.y_ ,. fin.)-**
=cof. G*"(cof. 2 m » —V— 1. fin. 2 n ω)
(1 — t V— r)-**== cof. y * (cof. » —V— 1. fin. 0)-**
• . . =cof. 4** (cof. 2 m φ--V— 1. fin. 2 n ω).
Quibus valoribus fubftitutis imaginaria fe mutuo tollent,
prodibitque haec aequatio:
£/*d*(*-*)*T'=fin.""/;£./d , fin.'- cof.-'cor.ano.
-+- cof. ""JÉ;/dò fin.ω*-* cofw*-' fin.2nò
quae in hanc fimpliciorem contrahitur:
£/x*dx(i-x)"-'=f#-#3+fdafin. ατ-* cof. ύ"-'fin.("*+2n»)T-/ fam. • coJIJ
vel, ob fin. ® cof. @ = ; fin. 2 ę, in hanc:
*/** dx(*-*)*-'=*/;£ fa d»fin. a .- fin. (*;"+ 2 n ω).z* Jim.zw
Sit nunc angulus 2 © = ?, vt fiat concinnius:
.-\n- • — * r d ? • • i
£/x*dx (1 — x); '=-;/,£,fa? fin.* fin. m (T + 0)
vbi - poft integrationem flatui oportet % = 9o* = *, vt tum
fiat @ = 45° et t = cof. @ = 1. -
Exemplum q.
§. 25. Si arcu r a, b, c, d, etc. conjìituant pro
greffionem arithmeticam interruptam, vt fit;
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. Z Q …
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, *
, : '…* •m m (1-4-m)? (1+n)* (a-+-m)* (2+-m)*
a-m©; b=nó; c=(1 -+-m)®;
d- (1 -+- m) (5; e =(2 —Hm)®; f=( 2 -+- m)4); etc.
ex eorum finibus longitudinem arcus φ definire.
Solutio generalis, fupra data (7) fuppeditat haac aequa
tionem:




TBT * (TTTj-Ej*{TTnjTFi-Ej* i(j-E* (EFTii-ii)(,-+TF)* {3--afi}
+££££? m m m m (1-+-n)? (*+-m)? (a-+-n)?
*rTET*REFETTUJTETEE)'(5-7ΓΓETE5.7{EE)'íTECT; E-F)
ín.^ i-+-n) 1) m m_ -.**—.—''*"**-—.—G="!'—— G**'etc
- ΕΕΓ'(T-EHIim)(■--■-'-T)"1(1-4-yn)'(n-Ti) (a-+-FT)*ÜEFTi-I)(3+TF-+-n)<T(3--am)





Hinc autem in genere nihil attentione digmum conc!udere.
- vl*
licet, vnde cafum praecipue memorabilem euoluam , que
eft m — I — m, pro quo- ftatmo breuitatis gratia:
— %fin. m ® . . %fin.(1-m)$ .£ in.(*-+T)0. £/in. (•—m)£ --Φ=. -H- - • • m. -+ €tC.
*u. i --mu.. - 1. -*- mmy á
ita vt fit : '
— ( 1 — m X* ( m -+-ττ)* (3 —m * ( * -+- m)* ($ -m )* tc.Τ ΓΓΠ, * , (j-j-Tj* ¥(3-375* TTaTij* 3(3-TT)* CtCt.
— , * * _. ' (1 -+- '*). *{= -*" . 3 (a -+- * T.). * (; — * "*). etc(T-TJE * T5TT * , (3'-Ti 5* TiTj* • AITĘ) * •*
: — * ( i — : " ). (1 — mj* . 1(3 — 3 T). * (1 -+- 2 m) 2 (*- * ").
— ■ (TTT * (JTEJ * £(7T-, iii) * F-+- 57.)* TrETrnj*
._ i (1 -+- 2 m) 2. • •m (1 —-n.)* m ( * —*- 2 m ) 4-(x — 2 m )
— £-TĘ • ΓΕΓ • (TT7E * TITATiJT • T(3-Tiiij*
---- (a — 3 ") 1 (s— a tm) s (t -2 m) (1 — m)* 1 (s — 2 m ) €tC,
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$a
Atque ex fuperiori redu&ione reperitur
9( — fx"-' d x (1 — x)T*" ___.
T m fx" d x (1 — x)"-'. fx"-' a x (1 — x)— " '
tum vero pro reliquis colligitur ex ipfa forma produ&to
1V1m : • *.
*8 — <m . £ — 1 — m. 2. — ' -+- m. ® — 2— m . etC
siT - TTi , 3 — T-ETm * TC — 3- ■ ■ T£S - a-E7i ? •
ita vt fit
._ *m - — *m* . er\ ._ *m - •-• * - -^
%= -; %; ® = t-£, %; £ =;=, $; G = tt, %; etc,
Ponamus ergo breuitatis gratia -
“m - 1 fxn- , d x ( 1 — x)-* -
fx" d x (1 — r) -%==;$î-j====M -
eritque vt fequitur:
■ - *-■t-ns. ns.t.-nos fi-t.-n*-■******?-etc.Mφ= Im* (1 — m)? + (1 -+- mj* Έ-£FT -+ (2-+-m)* etC,
vnde differentiando concludimus fore
M—£•/.£9 —°Ee-£)£ 4-9 (rt- m)? — cof.(*-*?-4-°].(£tT)?--etc.
- m. i - m. u -+- m 2 • Tris * -+- m
quae feries ob infignem fimplicitatem imprimis eft notatu
digna: quandoquidem inde, ponendo φ = o, deducimus
— t. - —— —i— - r - ——— —— - -
IM — ; ;… + EE, ;*#i*7-i7; ;E *7-i7; etc.
cuius feriei fummam iam olim oftendi effe
IM — ^r cof. m *r
— JTTHTT*
vnde colligimus hanc elegantem comparationem:
•m _.ym-, _r cof. m τ /x"T' dx (i — x)fx"dx(i —x)"-'= fin. m tt ' fx"-' dx (1 — x)—*
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quae redigitur porro ad hanc : • - A.
„ _ , ( r —1;) t cnf. m mt fv" d x ( r—x)-am
fx" d x (1—x)*- '= (f-iìì- cnf m * fx". x(r—x)
- fin. m t. fx"dx (1 — x)-**
vel ad hanc adhuc concinniorem:
- 2. - "-* d * ( r — y)-amfx"dx (1—x)"-'= π cof. gr.^*' dx( x .'
- _ £n. in T ' /x"T* ax (1—x)- “
Corollarium I.
§. 26. En ergo aliquot infignia Theoremata,
quae huius exempli euolutio nobis {uppeditat, ' quorum
primum eft : Si φ denotet anguftirn quemcungue, crit,
tr cof. m τ — co . r D col. (i- mº $ co'. (---m) ^ _ cof.(. — m)® " -
Jin. vn rr T .. 1 —In T -}- T--mT 2. -#i*+ etc.
. - - - -
*
-- -- -
quae aequalitas etiam ita exhiberi poteft, vt fit:• - • • - r - - - -
T cof. m * — { 1 _ ^ m cof. ® _ 2 m cof. * T _ * m cof. s (b _jiii. m tt - cof. m 4) \m IT- TITI ATITTT ' o — m T etc.)
- z. / fin. ® * fit. 3 ® 3 fin. s ®. ; • fin. • ®_ •2 fin. m £(£ *,--:!:;-* -+''"'j, CtC
- 9 - am m
vnde fi m ® = 9o* = 7, ideoque φ = #, erit
nrcof.mT , fin. f 4. 2 fin. :; , 3 fin.;£ , 4 fin. ::
———— _ 3 ' * ' -+- 2 in * T -+- etc.
fin. n T T 1-mm ' 4- m m ' 9 I7i7. ' £3I7i7,
Corollarium 2. • .
§. 27. Secundum Theorema ita enunciatur: Si q»
denotet angulum quemcunque, erit: -
τφεο/, m T — fin. m © _fin. ( — m) Φ_, fin. (1 + m) φ fin. (* — m) Φ
*jii##*=*##*-*;;_Ij*+*£#*-!;i;#-+ etc.
Quare fumto - -— Tr erit
£Tco/." * — fin. m * _fin. m τ _fin. m τ _, fin. m r _, fin. m *
/in. m xT- TTTT (ET) £;-+£;-+#.— etc.
fiue
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ζ
fiue
•rr rr —— * n.
--- - — — '— -i- — ' —'------
Jln : srg. m *- ns G-E GiR; + gEi * ,i;i - ctc.
At pofito m φ E T habebitur
rr t cof. m T_ fin.*. fin. # fin.? fin. * *
— ;-—–– – – - ~—– ————' -{- etc
m m fin. m T (r— m) (i-Emi) ' (5Im); (2 + m)*
fiue hoc modo: *
I - - -
Πτ τ cof. m 7r r fin. ". a fim. *?' 3 {in. 3 *
- itu, nns mu
4mmfin.mTT(Ej' -}- (4-mm)*" (9E77i)'
CtC.
Corollarium 3.
§. 28. Tertinm Theorema fpeéîat ad compara
tionem formularum integralium , et ita enunciatur: Si
fequentium formularum integratio a termino x = o vsque
ad terminum x = 1 extendatur, erit femper:
fx"- ' dx (1 — x)"-'. /x"-' dx (1 — x)— " ?
= j.£*fx- d x (x — x)-".
Seu fi ponatur m = * et x = y*, erit
j^- ' dy j^-' dy _ 2t cof.** 3^T' dy ,
f; m.- - 3 *^ λ τ fu. -V(i—y*}*-^ V. ( 1—y")^ 1} fin. T. V( I—y*)^
Scholion.
§. 29. Demonflratio huius poftremi Theorematis.
non parum ardua videtur: interim tamen per ea, quae
olim de huiusmodi formulis integralibus fum commenta
tus, eius veritas fequenti modo oftendi poteft. Indicemus
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3?- • 4
Y (1 —y*)*-a
hoc chara£tere: (#), ac demonftrandum em eme:
(£)( A N _ 2 T cof.** λ )
XV \jLVT 7ΤΕΣ 7IEX-/*
Iam primum demonftrari, fi fuerit q -j- r = m, fore
(!)— —T—
r 2 T n fin. ; • ©•
vnde ftatim fequitur
(5)=/*-**--*,.7, — tt. — a fin. £'
V (1 — y*}^
fta vt demonftrandum reftet effe:
(£) = 2 cof. *# (;*;,).
Verum ibidem oftendi, fi fuerit p -{- q —— r — n , fore
I pN _ I pY _ I q.
fin. r 7 (£) =;=(£)=;= (£). -
m, m. m,
Sumamus igitur p = A, q = a, eritque r = m — 2 A, quo,
ob fin. G=;^*= fin. *£*, colligimus,
I í)= I I ( λ
ALTTXF \ 5 - / — ;…-5T-V ——- J ,
fin. *£*. fin. £ \n — 2 A
ita vt, ob
fin. i}*= 2 fin. ¥ cof. ¥, fit reuera
λ \ — X. λ
(§) = 2 cof. %'(; £;,).
Multo magis autem abflrufum eft Theorem, fupra ( 23)
erutum,
[•&3 ) 1 83 ( ##&•
i
erutum , quod fub iisdem integrationum terminis fit:
;£- fx* a x (x — x)'-' =/** /**T' 43fin. n,Tt 3® (1 — xj**
feu
•mr - - d * ,. x" ~ * d *
f**-* q. * _• :)*- * — - - ■" -ETÉ¤/ x (i-x) /*; /ÈÉ,
$uae aeguatio vt ad illam formam reducatur, loco n fcri
bamus §, fitque x = y"; vnde fit ,
nr x- • A d λ- *4
;;;=^=-!-!-!—=/?/£^I'*/-.
* TE Y(r — y)-λ J/ V(s — y')'^.
Modo autem vidimus effe
λ- r „r., - X— ■
3^-' dy = a cof, ^ *f3^I*d^ y
—_• --
Y (r — y*}*-» 1} V (1 — y')'^
ficque vi huius Theorematis colligimus effe :
mt λ- * 4 d y . y^-* dFE/ 3. 3y =/?/£ J/ X.
n. V(1 — y")* X. Y(1 —3*)*
hincque porro iftud Theorema non minus notatu. dignum:
m.Xt -
71. tang. TF V (1 — y)*^ V(. —y*)*
vnde fümto A = I fequentem proportionem elicimus;
.• 1. - d' -: tang. *= f,-!-!- : f; y »





•*££3 ) 1 84 ( £$£•
Problema 3.
$. 3o. Inuenire eiusmodi aequationem pro linea
curua inter binas variabiles, abfciffam x et applicatam y,
vt abfcifTis, in arithmetica progrefïîone fumtis, datae conue
miant applicatae, fcilicet:
-
Si fit x = n ?, (n--1)?, (n-}-2)?, (n-i-3)?, (m-1-4), etc.)
vt fiat / = p, q , f » -J • • ì • . etc.
Solutio.
Ponamus in genere x = ? ®, atque ex folutione generali
6. I o. data confequimur hanc aequationem :
/ -
3_ — p. (r-4-1-o)*+■+*). (**********). (**-*-*'****) etcJT — HT° 1 (z m -+- 1) - -2Ti n -+-…)T " 's (= n -+-3)
4_ . (1-o)***). (*-*-*-********»). (rt-t-*-*)*-+-*-+-a) etc.
m -+- 1 * 1 (a n -+- 1) T* 1 (2 m -+- 3) : (2 m -+- 4J
-4- _ ,_.. (£9'*•). (++ E° ***). £t-*-*-*-*-+*+•), etcηΊ-* " '-(. II-Fa) * i (, II-E) T * 1 (2 n -+- 5) -
* CtC.
-
quam aequationem breuitatis gratia ita repraefentemus:
3. — ©{. ?. _ q ^— — —*— —i- efc?, = $t. £ $.;£, -+- €. ;£-, $.;:;-, - €tC.
ac primo quidem pro valore ipfius ®( eliciendo ex forma
generali §. I 7 allata pro hoc cafu habebimus
a Et m -+- I — ® ; b = 1, c — m — ω et d — 1,
vnde per formulas integrales, a termino z = o ad z — r,
extendendas, colligimus




(n — •) fz^---'AATEF=E= •
qua
,
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-
qtia integratione conceffà reliqua facile expediuntur. EHe
enim vt fupra §. 1 7
% — (n— »)(n —- ») (2 + 2 m) — £?*,'}'£7?'* £g}
w — (JTTEZJTETTE)- T-tus -- 1 - w)(n + 1 + •)
$ _ (n + 1 — (o) (fi -- -- ») ( -+- • n. (*-+-*i)
98 — {n -+- a — ω) ( -+7 -+-J] * Ta (I-ETJT *
*) — (n--*—a) (a-+- 2 -+-g) ( -+- * ^) ( -+- n)
C - (m -+- s — w)(m -+- x -+- »)* 3 (n —— a) »
¢ — (n +- s — 9. {. -*-*-*- o). (• -*- • n) (• -i- n) `.
35 T (n —— 4 — (») (n — -+-+- (w) + (iu -f- 3) »
etC. - -
Statuamus igitur formulam integralem:
f.*—•—• d z (1 — s)-o- * — 4,
vt fit % = s=:;;-;, et reliqui coefficientes ita per % defi
nientur:
— • (n -+- 1) m m - tw to
3= • tt; -!;£*£=?
— 2 (m -+- 2) (^ n -+- *) m m - c- •) ?
G — t. * . ; H£;?!
— 2 (m -+- 3) (* m -+- 1) (2 m -+- *) m m - uJ tJ &
$) — I. -r- 3 . ;i;i;E **.-%
($ — 2 (n -+-4) (2 m -+- 1) (^ n -+- *) (2 m -+- *) m m - ω ω 9(
- 1. 2. 3 • 4- * (u -+- 4)* -— w w
Quamobrem aequatio quaefita inter J/ et x = £ G, ita erit
- -i
comparata:
n ^ 3' — . P _ — * '* ?——--: 'i'*** P. —£—
2 (n -+- w)w T m n — w to 1 T* (t -- i)* — στο ,._^ T* (ii-i- a)3- JJ
._ 3 m (a m -+- 3) {* m -+- a) s -
1. 3 • _, 3 . ;-;-. —z-a, -+- etC.
vnde pro quouis va$ore ipfius x = £ 0) conueniens ipfius
3 valor definitur; idque per applicatas p, q, r, etc. quae
abfciffis m 8, (n+ 1) ?, (n + 2) W, etc. conuenientes affumun
tur. Vbi quidem notari oportet, fi ® capiatur aequalis
cuipiam termino progreffionis m , n -+- I, m -+- 2, etc. tum
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. A a deno
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denominatorem applicatae refpondentis datae euanefcere,
ita vt prae eo termino, quippe infinito, reliqui euanefcant.
Verum tum fimul quoque valor A prodit infinitus, et
praecife eiusmodi, vt tum fiat vel y = p, vel J' E q, vel
3 = r, etc. quemadmodum rei natura: poftulat.
-
Corollarium I.
§. 31. Si abf*i{fae propofitae denotent arcus cir
cu!ares , applicatae vero eorundem finus, vt fit
p= fin. n 3, q = fin. (n-H 1)?, r = fin.(n —1— 2)0, etc.
erit y = fin. (0 ?, vnde ifta refultat aequatio generalis:
* A fit. o8 — fin. *: 3 _ z n £££ ')!-}- * n 3 ** '). ££j* •) ?
3 (n +VTJTT iiTjj T T* (ΓF}5-Ji i. * (n-H}*-•*
— 3 ' (• m *-ii) 3 * -+- 3). f*. (m -+- 3}.?; etcu - ^. 3. * (n -f-3)3 - w* •
vbi imprimis notatu cft dignum, quod tres litterae, m, 3 et
w, pro lubitu accipi queant.
Corollarium , c.
§. 32. Si ergo fumamus ® = r, vt omnes feriei
finus ad eundem fin. n $ reducantur, erit,
■ A fit. 9 * .— . . 2 n. 1 -j- • ' (**+ 1) -
a(n-i- w, aJii.ntr T m m-wtj 1 * (n -+- 1 )* — J2 1. zT* (EFEATE.
- * n (2 n —— 1) (2 m -+- ^) i
-+ *•_. 3• II- * {HTFJ-=T CtC.
Hinc fi fit
- Q)— ' — ω—;
mi- ; et A =fz * d : (r — z) *, feu
' —
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A3*- £ " ——— +——-+- —*—, +—+ etc.s (T-+TTo T T-ATJ? ' 9 CT* as — 4 w* ' 49 — 4 w.*
cuius feriei ftmrmam oftendi effe = T. tang. G T, ita vt fit
A fr. *• r —
,%££ =;% tang. • t, ideoque A =£*•
Scholion I.
§. 3g. His autem conclufionibus nimium confi
dere non licet, ob rationem iam fupra allcgatam : Pofitis
enim applicatis
p= fin. h 9, q = fin.(n —- I) 9, r= £n. (n + 2)0, etc.
dum arcus m ?, (n-i- 1) ? (n +— 2) ? etc. vt abfciffae fpeétan
tur, aequatio inuenta eiusmodi lineam curuam praebet,
quae per omnia haec pun£ta tranfit; neque vero hinc fe
quitur, hanc curuam ipfam effe lineam finuum, cum infi
nitae aliac dentur lineae curuae per eadem illa pun&ta
infinita data tranfeuntes. Quare feruata littera y pro ap
plicata, abfciffae x = 9 ® refpondente, fignificanda, folutio
noftra pro curua quaefita hanc quidem fuppeditat aequa
t10n€m :
*
n A y — fin. n ?._ a m. fin. (1 -+- 1)9 —H 2n (2 m-+- 1) fin.(n-{-2)! ,
* (m -+- w)w m? — J? Γ* (III, T)7TJi TITTaT* (t. -+-a)*— ®*
._ a n (2 m -+- ') (an -+- a) fin.(n —- 3) ? }
1 • 2 3 * (n -{-3}3T-TJ* T CtC.
ita vt abfciffae x= (m —- i) ? refpondeat haec applicata:
3* — fin. (m -+- i) 9, fi modo i fit numerus integer quicun
que. Fieri vero poffet, vt pro aliis abfciffis , vbi i non
eft numerus integer, ideoque generatim fi x = ® 0, non
foret applicata y = fin. ω 8. Quo hoc clarius perfpiciatur,
inueftigemus aequationem generalem pro omnibus plane
lineis per punéta data tranfeuntibus , fitque valor haétenus
repertus ¥ = ®, et quaeratur funétio pro omnibus abfcis
fis datis euanefcens , cuiusmodi eft -
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& (n n — ® ®) *#'E;'(*;£j- (£;;-;-) etc.
quae per fuperiora cft = » (n m — ® ®) ? = * *%* °). Vo
cetur haec quantitas = 0., fitque f: Cl. eiusmodi funétio
ipfius Ω , quae etiamcfcat fi {\. — o, eritque aequatio ge
neralis pro omnibus curuis. fatisfacicntibus:
j — ® —— f: Q.— © -+-f:* '*;= -.
Ac iam fine vllo dubio certum eft, in hac aequatione
contineri aequationem y = fin. ω θ, pofito x = 0, 0, quan
doquidem hacc aequatio conditionibus praefcriptis- fatisfa
cit. Ex quo euenire prorfus poffct, vt aequatio y = G) ab
ifta: y — fin. ω θ , effet diuerfa;, quod imprimis, pendere
poteft a valoribus, litteris 8 et n tributis, ita vt aliis ca
fibus aequatio inuenta y = G) cum hac: y = fin. ω θ, con
veniat, aliis, vero ab eadem difcrepet.
Scholion 2.
§. 34. Accomrnodemus haec ad cafum, quo ?— tr
i •
… -- ùì - - -
et m E ; atque: A = 2 fz* d z ; et quoniam feriei
- - 1 0)
(1 — 2)* "-»
inuentae fumma eft = £ tang. a T, habebitur haec aequa
ºtio generalis :
A y — Tr. - - _^ , tv' ' -*- * tJ);££=== ', tang. ω τ -+-;:;£;; f: TÄT » fèu
— t (' -+- 2 (0) - t.. (1 -+- * t» )
3 = il t**' tang. ω τ -+- f*!';;*-!,
vbi funétio adieéta in genere ita eft comparata, vt ca
fibus
u) = o , 0 = -H I, ® = -H £, w= -+ i , etc.
eua
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euanefcat, cuiusmodi formulae funt: fin. 2 © t , & cof. ω π;
item fin. 2 i 3) t et ω cof. ( 2 i — I) στ;, denotante i numerum
integrum quemcunque; vnde' quotcumque huiusmodi formulas
pro lubitu combinare licet. Huiusmodi ergo dabitur certa
quaedam funétio, quae fit φ, vt fiat y = fin. ωτ, hincque
fin. ω τ -— " 1 *-- tang. ω τ -+- φ, feu
r.
3 — (J
A. tr (1 —1— 2 0) tang. ως τ'_ 2 fz d z
- fin. σ.τ— QD. ;--•
( l — z
Cum igitur cafil. g) = o funétio- QD- certe euanefcat, erit
vtique A.= T, quod indicio éft, funétionem q» fa&torem
continere »*, cuius exponens λ fit vnitate maior, quia
alio<quin, fumto ® = o, quantitas QD prae fin. ω τ non eua
nefceret. Atque ob hanc rationem conclufiones praece
dentis problematis, fecundi pro- veris funt habendae.
Problema 4.
§. 35. Inuenire eiusmodi aequationem pro linea
curua, inter abfciffam x et applicatam y, vt abfciffis, in
, arithmetica progrcfiione interrupta, progredientibus , datae
conueniant applicatae , fcilicet:
Si fit x= m 3, (1— m) 6, (1+ m) 3, (2— n) ?, (z+ n) ?, (3— m)?, etc.
vt fiat y = p ,. q; r, J, , ι , tu, etC.
Solutio.
Ponamus in genere abfciffam x = % J, et pro ae
quatione inter x et j ftatuamus hanc aequationem :
£=?/.£-%.;4;--&.;£,-©. -i,-+&;#,-§.;…+ etc.my m -+- m. 2 2-+- n, ga - m.
, A a 3 atque
.. *
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atque ex S. 25. ad hunc caſum generalem extenſo ha
bebitur: -
9ſ = (r-n-o)(rºtto) (r-ri-coſtrtnrto/ (arn-o)(2-n-i-o) (-i-n-o)(2-i-n-i-to) t-TT=TT , ( + 2 r) - a (i - a R) a GTETTI « CtC.
35 – (n – o) (n +- to) 1 - n . C – (1 - n-to) (1 –n + te) 1 -- n.
3 - (I = Iro) (I - TE..) n ? S3 7 (1 +-n-to) (1 + n Eto) T- n
2) – (1 + n-to) (1 +-n +-to) 2 – n. C – (2– n – to) (2 - n -- to) º ri- t .
( - (a – n – to) (2-n +-o) TE n º 5 - (2 R n.- a) G + R -Fo) 2- iº
CtC.
Euoluamus valorem ipſius 2 in duo produéta:
– (r-n-o) (t-n-i-o) (2-n-o)(2-n-to) (3-n-a)(3-n-i-o) -
=ºi iº eigiº. il fiº. etc.
– (ri-º-º(-tºtto). (a+n-o)(+ +9). (º-º( rite), etc
- I ( + 2 n) * Ta ( + 2 n) º a (2 -- sn) º -
vt ſit 9 – p Q, et vtriusque valorem per formulas in
tegrales ſecundum praecepta S. 17 definiamus. Ac primo
quidem pro infinito producto 9 faciamus a - 1 - n - o,
b = 1, c = – n + º et d'E 1, eritolue
ſdx (1–x)--"tº 1 I
Tſs R7s(Esf-E - E ſa - da 1-x)--"te
ſiquidem ſit o - n - o. Pro altero producto infinito, ſu
mendo tantum n negatiue, fiet
o =– I - - - - -
- a + n ſx - d . (1 – º “
Ne autem conditione o – n > o opus ſit, alia diſtributio
ne vtamur, ſitoue -
ºp – (r-i-n--(o) (1-n-to) (2-n--(o)(2-n-to) (s-i-n-t-to) (3 –n-to) CtC
- I » 1 • 2 • 2 - 3» 3 - -
S.– ſi-i-n-to)( r=r-i-to) (2-n–ox-n-i-o) (e-t-n-to)(2-n-i-to)
T (1 – 2 n) (1-t-an) * TGT77) (s-FEn) º (s-2n) (3-i-an)
ac pro 9) ſtatuamus: a E 1 – n – o, b = 1, c = -- n –t-co
d= 1; pro O vero; a - 1 -i-n- º, b = 1 – 2 n; ciz n + o
et d - I, eritque
ctC.
sy =
•*&$3 ) 19* ( §#£*•
2.
sp=££*ET _ _ * 1 I
- A-is(1—x)-'***•- m-+-*/**-/x(r—x)-+++•'
_fx-** d x (I — *)— *-*-*-*-•
Tfx*-• d x (1 — x)— ΓFFEFG *
Eft vero in genere
fx" d x (1 —x)*-'=*==;==r- fx" d x (1 — x)*,
ergo*
fx-dx (r—x)-*-*-*•= „£,/x-*-°d x (x — x)*+•
=,+/y*-*• dy(1 — y)-*-•
fx-** dx(.-x)-'***•=&###9/x-**dx(i—x)**•
— ( - '. —i— to) /y -+- d y (1 — y)-•*
n -f- QJ
fx*-• d x (1 — x)-****•= g*g/y*-• dx (1 — x)**•m -}- QJ
—(£3? fy*+• dy (1 — y)*-•,.
T m -+- vo
vnde concluditur:
(1 — m —— a)/y**° d y (r — y)T**
9(=%y §Y —$ /y-+- dy (1-3)-*-*-. /y*+• dy (1—9)"-•
veI -
9{ — p,*-*-»-* d y (1 — y)-** »





*= '-". ti;£; %; G — : :-*. a£;!;=á; %;
- 2 -^ m n — u) o _ § • ._*2 -+- rt n n — ω ω •
7, ' (7 ETY-ww %; ® = m. • 3 ;;;*£. 213 etC.
erit
-833 ) 19• ( £&
erit per fèriem fatis, concinnam:
- (m n — ® ®) q _i_ (m n - ω ω) r _, (n ^ - ta w) s.5y =£—#£*£!;-+£=;;*;, „ fi ((a n)* —w* + etc.
fiue
n y — - ? - — q. ^
qti£;?—a;=,&£:; - …;}— 7 + a-;;-; - etc•
Loco % autem formam integralem reftituendo, vbi quidem
nouam variabilem diftin&tionis caufa littera z defignabo,
haec eadem feries aequalis eft huic expreffioni :
m y fz*--•-'dz (1—3)-*-•. /:'---'a<(1—z)*-•
(n— o) o' f<*-*-*-* a z (1 — z)-**
quarum formularum integratio a termino z= o ad z= 1
extenfa eft intelligenda.
Corollarium r.
§. 36. Si ergo breuitatis gratia hanc integralem
formam ponamus:
* f<*-*--' d: (1—2)-*-*. fz"*•-' d: (1—3)"-•
- 7.*==; a z (1 — z)T*" -<A




§. 37. Haec ergo aequatio eiusmodi definit line
am curuam, in qua abfciffis
x = o, m 9, (1 — m) ?, (1 + n) ?, (2—m) ®, (2+m) 9,
refpondent applicatae
7 = o, p, - 4, f, J; f, etc.
iisdem
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iisdem vero abfciffis negatiue fumtis refpondeant eaedem
applicatae negatiue fumtae. In genere autem hic pofita eft
abfciffa x = ® ®. -
Corollarium 3.
§. 38. Quoniam littera 9 ex calculo exceffit, eius
loco vnitatem fcribere licuiffet, vt littera g, ipàm abfcis
fàm denotaret Verum fi applicationem ad arcus eorum
que finus facere velimus , commodum eft litteram 9 in
calculo retinere.
Scholion.
§. 39. Vfus huius problematis imprimis cernitur,
fi vt fupra abfciffae tanquam arcus circulares fpeétentur,
et abfciffae datae ita accipiantur, vt applicatae. p, q, r, r,
t etc. fiant inter fe aequales, fiue pofitiue fiue negatiue.
Quo igitur his cafibus appareat , an feries inuenta aliun
de fummari poffit , in fubfidium vocentur, quae olim de
fimilibus feriebus fum commentatus; vnde quidem fequen





Hinc ergo pro noflro problemate deducimus fequentes
fummationes quatuor:
i — t— ——— '— — etc. =::.. : -
I. ===T ÌTT£GTJTF-* ==E.*;=;= • Est g-)*;
'— — — —*— -+- etc. — 775—7:;11. ;=.-+-EET m -+-n -ω ;E* ;E=.* Jin. (n—αν)τ γ
Euleri Opusc. Anal. Tom. I.
•*£33 ) 194 ( 53
.
flf. ————-—--—— — — —+ -i—'- etc. =—* -
m -+- lo n-rt- -qu 1-+-n -+-Q) :-m-q.) " 2-+-n-HJ jTi-FJ7 *
IV. — —-+- ——— ——— —— -+-—-—-- etc. =
n--tu m-n- du ¥-+-n-*-(J 2-m-d-o 2-+-n -+-a)
—*—— •
fin.(Ti-FJJt ' .
His obferuatis euoluamus cafus, quos harum fummationum
ope ad expreffiones finitas reducere licet.
Exemplum I.
§. 4o. Sint applicatae, quae abfciffis n 8, (t — *) *,
(1 + m) B, (2 — m), (2 + n)0 etc. refpondent:
p=f, q-tf; r =—f; *=-f, t=+f, w=+f; etc.
et per aequationem finitam relatio inter applicatam y et
abfciffam x = £ w inuefligetur.
SoIutio. -
Corollarium primum pro hoc cafu hanc praebet
aequationem:
— *" 42. --t- , ' — — ■• - r. —P- r. —+- '——— etjÉÉÉ)=-HEZ. * — m — υ m -+- n -ω " a- r. - w ' ■ -*- n - w- C.
i m. } r r. r A -
- - -- - - €tC,Ε.* TET, 1 -+- n -+- w z - n -+-00 … -+- m -+- qù
quae binae feries reducuntur ope quatuor fupra allatarum,
quarum fummatio conftat , ad ll — IV, ideoque aequatio
quaefita in forma finita ita {e habebit:
* n ^37 — •mr - ^t
j (n — w) TT Jin. ( m- w )tt JII(II-,-J)Tt ?
quae exprefiìo redigitur ad hanc:
• mr cof. n mr Jim. ω πr — _* *rcof. m tr. fin. ω τr
JIETEETITIII. (T -+-JT — TCJ.TJTTTCOJ.TnT
ita vt pro noftra curua haec habeatur aequatio :
m ^5' — trcof. n t fin. to.*
7(n — tu) ~ Jin. (Ii- J}7.Jiii.T>-Jt*
Valorem ipfius A ante per formulas integrales expreffum
dedimus; cum autem ex fuperioribus fit A
- •
· ` - - - = £*£=;, » ha
bebimus per produétum infinitum:
— T i ( i = : i ' . ' ' '-+- * n ) • ( * — * n ) * (* -+--• n'\
A = iT£ * ( i - n)*—w* - (I-I-Ej*-w* * (a-Tiy*T…* * (FJT-VG*•_-ua' - ©tC.
vnde
-£#£ ) 19s t £*
vnde clarius conftat, quam ex formulis integralibus, valo
rem A fieri infinitum, quoties fuerit @ = -+- (i -+- n), de
notante i numerum integrum quemcunque: cv ndem ve
ro valorem A euanefcere , cafibus quibus eft n = -|-',.
Tum vero etiam notaffe iuuabit, fi abeunte » in 1 -+- »
valor ipfius A notetur A', fore A' = — ■=#-##le-. Ac
fi fimili modo A" conueniat valori 2 -+- a loco a affum
to, erit - -
Aii — —(* — m -+°) A' — -( • — * -*- o) A
— —— I, i-A-j-J- ——E=J-— •
Corollarium I.
§. 41. Quatenus quantitas A ab ω pendet, confi
deretur vt eius funétio, hocque modo defignetur: A = f: w;
tum igitur erit
f: (1 —Hw)= * T ' Έ*f: ω , et
Quare fi α denotet numerum integrum quemcunque, ha
— J : to
- • f : ( i-+ α).
bebitur hoc Theorema : £H£; =;=;,.
Corollarium 2.
§. 42. Cum deinde, fumto ω negatiuo, fit
. / _ ,., \ — ■ -*- ° f . ir J :— ® — _J* a.f: ( w)= #=£f: (J, €r1t hTFJ - Tii- J *
• - - f ( i — ω ) — f: ω
hinc etiam in genere ; HE ; = #=*;.
Scholion.
6. 43. Hic cafus refpondet illi, quem fupra §. 25.
euoluimus, vbi applicatac datae quo aue crant abfciffarum
finus , ac pro praefenti quidem cafu ftatui oportct ? = T,
B b 2 Vt
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vt fit f= fin. m τ, et pun&a omnia data in linea finuum
fint fita. Hinc autem non fequitur ipfam curuam,' quam
aequatio inuenta exhibet, effe lineam finuum, cum innu
merabiles aliae curuae per eadem pun&ta data tranfire
queant. Quare neutiquam etiamnunc certum eft, valorem
ipfius. y, abfciffae x = φ τ conuenientem, et hac aequatio
ne definitum :
n A y - t cof. n Tr. fin. ω τ
( n — ® ) fin. n t T* fin. (n— υ, T.Titi. (ii -+- (o) tt *
aequari fìnui arcus τ ω , vt fit y = fin. τ ω , etiamfi hoc
verum fit cafibus ω = -+- (i -+- m) et ω = o. Supra qui
dem vidimus, cafu etiam , quo ω eft quantitas minima, ae
quationem fore veritati confentaneam, fumendo y= fin. τ ω,
ita vt fit A = £**'", exiftente
Jun. m tt
_fz'-' d z (1 — z)-* fz"-' d : (1 — z)*
- <!-- ' d : (1 — z)-** , »
quemadmodum etiam ibi demonftraui. Quo autem haec
rcs facilius in genere explorari poffit, pro valore A com
modius exprimendo obferuo effe :
f.*-+•— d z (I - sy-*-• _ / *-* d z (1 - s)—•—•
7£TE-T d : ( — s — ** T fa s (, — s)-:ET
= (1 — 2 m)/z*-* d : (1 — z)-*-•,
dum fit m < ; , vnde erit:
A=(r — 2 m)/z°-* d: (1 — z)-*-*/** *°- d z (, — sy-•.
. Verum fi effet in genere y = fin. ω τ, foret
A = ( m — to) trfin. n tr cof. m mr
T n fin. (n — uo) tr.fin.(m-+-ω,τ *
Quaeftio ergo huc redit: vtrum haec aequatio:
(1 — 2 n)/z*-* dx (1 — z)-*--./z*-*•-* dz (1 — s)-• ,
._ _ ( n-w ) t fin. n 7rco'. m τ_
— iiJin. (n — w ) t.Jin. (fi-i- w) tr ?
etiam
•»33 ) i97 ( §3.
*.
etiam aliis cafibus, praeter fupra memoratos, fit vera, nec'
ne ? Hunc in finem confideremus cafum, quo m E £ et
a) = #, vbi. pofterior. quidem pars fit
i r. t -
- I. 7I. .7. . .j.
- 4. v* * va — -
- — ' T. ,— — Tt;,
* * vz • Va -
prior vero pars Cr1t - - * ;
*. — '
z * d z. - ' . . . , ,
- r 't
• - .. - g* 2. ,,
, • • i •
, . . (*-*): ( 1 — *)* . . .
quae pofito z = v* abit in hanc formam :
v*d v * v* dv, . , d v vv dv
8 f… • /-; = 4/*—*—./; -
V(1— v*)' V(! — v*) ; Y(1-v')* Y(1 — v°)
cuius valor per ea, quae circa huiusmodi formulas demon
ftraui, reuera fit = T , quod ergo iam eft documentum in
figne pro veritate noftrae aequationis,' quam autem fe
quenti modo perfeéte demonftrare licet.**.*. i. c. '.:. : : … !i.
• • * • • - ,
Theorema. * . . *
§. 44. Quomodocunque bini numeri, n et ω ac
cipiantur, haec aequatio veritati. erit confentanea:
(1 — 2 m)f go- n d : /#'*' 43 _ (2-9) qrfin. m mr. co(. m mr
1 — z)**** (1 — z)*-* T n fin.(n—a)t. fin (n+α) τ'
fi quidem illarum formularum' integratio a. termino z = o
ad terminum z.= I extendatur. -
Demonftratio.
Quo has formulas, integrales ad formam, quam
tractaui, reducamus, ponamus m -+- ® = £- et ω — m = -;-,
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vt fit 2 n = "=', - ac demonftrari oportet hanc aequatio. i
nem : : .. r. - *
- u — λ
X— M. -+- v ,. z N dz /* XTd: _ v * fin. *;='*
λ • / X T μLy ' fin. '£. fin. 4**A ' ; «. . .'}. ,,Ty-y* fin.%.fin.;
Ponatur nunc z = v^, et habebitur: -
v^**-' dv , v*-* dv v t fin. 4;-' t
λ(λ- μ.+ v)/;—–.f§ ;,,TyTTET• - - - μ*r *
more autem has formulas integrales exprimendi ibi recepto
membrum prius ita repraefentabitur:
λ (λ- μ.-+- »)(;=*;). (,*,)
quod per redu&tionem primam
(£)=;£;?; (**}*) abit in
Â» (;=;). (;=;)= ^ » (*=*) (*=).
Haec vero redu&io ;
(*#*) (*=;=a)=
•r
λ p fin. £
fumto p = μ. — v et q = μ dat
*=*) (^=*) — — . " -. .(;=;)( M. '* XIAE;THA*
Eft vero etiam




*=*) [*-*) (*=*) — T T __
(*=*)( • )(;=) λλ(y. — ») fin.*'. fin.';'
Por ro
•%$3 ) *99 ( §£•
XV
Porro cum in genere fit
(4) (***)= (£)(?-;r),
fumendo p=λ— μ; q — μ. — v et r = y, erit
(Ä-#) (^7-')'= (^FP) (^F*#*)p.- w p. — w
, ob ' (X- P \ — *— — . -et ob (*;*)= ;;;*;, fimto p = - - erit , *
»-* »—^—^=* —"— - : .(;-;)( w ) - ( w ' XIIIÉ¤
ideoque
qr rmt ^r(^F ') (^= P). • - - - —•
Mw ' ' ' Afin -;:t - XX®EyyEn. 3.fin.:;
ex quibus prius membrum redigitur ad hanc formam : 1
- - qm fin. *>' tr
A v (*=*) (*=*)=;-;.Ëà.*111. TXT • [1. 7VT
quae eft ipfa aequatio demonftranda
Corollarium I.
g. 45. fn do&rina ergo de huiusmodi formufis
p— rv?- ' d v. , quas hoc chara&tere defigne»:
integralibus f-x
v(, — v^}"- * - - *
(#), cui aequiualet (#), haec reduâio eft grauis momen
ti, qua demonftraui effe
- p.-— w -
W m fin. e;**
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ita vt produétum binarum talium formularum. integralium
(*;*) (*=) per folos angulos exhiberi poffit.
• *
Corollarium 2. i , m
§. 46. Si in valore pro A primum inuento pari
ter ponatur n -+- Q = £ et » — m = -;, tum vero z = v^J
erit: - *
- • / X / XC *
V (1 — v^)* V(1 — v^)' v (1 — v^)*-*
ideoque hoc fignandi, modo:
, M. — 1 ,M - t • M. — *
A = ^f,* d v_, *"T' dv . qvM - ' d v
Ἀ M. • AlA=^(x*X— μ. l;{x£;), fe
- (;=#p*;)
X— μ. \ / λ — v v. - • *A _^(*E*)(*=) - • * ■
- I(»-¥-+•)T* • «
M.
Idem vero valor eft quoque
A — . ' T - fin.*;- τ -* -
*-' fin. *,*. fin. *,*
Corollarium 3.
§. 47. Cum igitur pro hac poftrema ftatim f;.
***)=—I— -.:. .
(*; '* xTjE , erit
(A =*) _ , fin. *;* tt
[x==>) — Fa. Î›;T*
cuius veritas ex hoc theoremate generali oftenditur:
(+) (&#r).









.'.. I*. A- · · · - X. I. • •• -,$È). -£) — • (;- ! )
I j.I, Iy\ - 7X-+- μ.-VV T p.— w * -
( (&#=;) *T' (;-£E£;)
v
, obw
X -+- v \.— .. / λ-+- μ.-v \ — μ. — - w * w .




§. 45. Sint applicatâe, quae abfciffis m 8, (1 — m) ?,
(1 -+- m) 9, (2 — m) 9, (2 —— m) ?, etc. refpondent:
, p — f, q = — f, r = +f; s = — f, t = + f; u =-f etc.
et per aequationem finitam inueftigetur relatio in genere
inter abfciffam x = ? » et applicatam '= y. -
Aequatio generalis §. 36. ad hunc cafum accom
modata praebet: - . *
a m Ay — _ 1 —--— — — + — -—+ —+— * \•2. — -+- —— #-;,-+ ;=;=5-+ + etc.J(AtJ) - RE • ' • — n — • ' • -f- n-o 2 -+- m — (J
i. m. i • m. —— ———— -
- — ;;;-;-;:;;-;-;:;:;;-;=i+ET EFÉET°
vbi nunc quidem nouimus effe .
- _ _ ( n— tx)r fin.* m tt - , • , • • •
- A T Έnjin.(n — g) ti.Jin. (m + (a) tr * 4.
Illa autem feries ex §. 39. fit -
ºmr Jfm. a te m
I — III =—"— — ;;;-£A F f¤ÉÉÉ¤··fang. (n — w)t* fang. (n +v).t fm, (n-w) tt.fin. (n-£-w, tt
qua fumma fubftituta prodit
*
- .
_0. tt fin. * m τ___ — . tr fim. ^ ωτ feu •
j ' jTIÜTo) t.JH. (ii-FG) Tt TT Jan.ΠΕΠΤΗΙΑΤΕΣτ'
f fin. 2 o t _f fin. *;*
/ - 'fii.TnTTÍTit
Euleri Opusc. Anal. Tom. l.
C c Haec
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Haec ergo curua denuo eft linea finuum , ac fi fumatur
9 = 2 T, vt fit f= fin. 2 m τ, erit applicata y = fin. x.
Corollarium I.
§. 49. Si fumatur ® = t et f=tang. n 9=tang. m r,
punéta data erunt in linea tangentium ; neque tamen ipfa
curua inuenta erit linea tangentium : fed eius natura hac
exprimetur aequatione:
===j.£#** =-!;i?,-=-;-;!;$i
eritque hic J = tang. x, quoties fuerit x= -- (i -+- m) Tr.
Corollarium 2.
§. 5o. Si in folutione prioris exempli, quo erat
p=f, q-f, r=-f, s — —f, t=f, u= f, ftatim loco A
valorem inuentum , pofuiffemus, prodiiffet haec aequatio:
3 =4##*. Vnde perfpicuum fùiffet , fumto ) = t et
f= fin. m τ, curuam illam ipfam fore lineam finuum.
Scholion.
§. 5*. Omnino notari meretur, quod in proble
mate 4. vbi abfciffae datae progreffionem arithmeticam
interruptam conftituunt , valor quantitatis A abfolute per
angulos exhiberi potuerit, cum tamen in problemate 3.
vbi abfciffae datae veram progreffionem arithmeticam con
ftituebant , formula integralis A in genere neutiquam per
angulos exprimi queat. Cum enim ibi cffet
A = fz"-*-' d : (1 — *}*-»-*,
haec formula, pofito n - 0 = -; et z = v°, abit in
A =
•&3 ) 2o3 ( $&%•
v'- * d qy
X.
TV (I - v^)^-»
quae formula quadraturas maxime tranfcendentes implica
re poteft. Ac fi in illo problemate ftatuantur applicatae
datae p =f, q=-f, r=f, s =—f, t= f, u = —f,
etc. et m = E, aequatio pro curua per ifta punéta tran
feunte erit: -
—A2— = —t— —*— —*—ΣΤΤΑΣΙΣ7 — -+- -{- -{- etc.
I - 4. qv uJ o - 4. J Qj 25 -4 u) u)
ita vt fit y = τ/α---gens es
A = λ / , feu A = A (+),
feu trá£ta, =;; tang. ω τ,
vnde, etiamfi fiimatur ? = π et f= fin. m % = fin.; T = r,
manifefto non fequitur fore y = fin. ® ® = fin. ω τ. Cum
priori exemplo iam certum fit effe y = ##;, evndem
cafum ex problemate primo ita euoluamus, vt valores fin
gulorum coefficientium A, B, C, D, etc. inueftigemus. '
Problema 5.
§. 52. Aequationem generalem fupra Problem. I.
conftitutam ita determinare , vt refpondeant
his abfciffis: x= n 9, (1 — m) 9, (1 + n)6, (2 — m) 9, (2+n)8, etc.
hae applicatae: y= f, +f, —f, —f, -+-f, etc.
Solutio.
Statuatur vt ante x = ® ®, et confideretur aequa
tio quaefita fub hac forma:
... 3 =-Aw-+-B ®(α) σ— n m)-+- C0(α) α-m n)(α) τω — (1 — m)*)
——D 0(00)— m n) (αα)—(1 — m)*) (…) w —(1 +m)*)
—-E • (• 9- m m)(» , — (1 —m)')(αα—(1+m)*)(® ®—(2—n)*)
etC.
C c 2 vnde
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vnde deducuntur hae aequationes:
£-=
1— = A -+- B. 1 (1 — 2 n)
!. = A-+-B. 1 ( 1 -+- 2 m)-+- C. 1 (1 —1— 2 m). 2. 2 m
= £. — A-+-B. 2 (2 — 2 n)-+- C. 2 (2 — 2 n). 1 (3 — 2 m)
—H D. 2 (2 — 2. n). I (3 —2 n). 3 ( r — a m)
CtC.
hincque coefficientium valores fequentes:
.
f.
— f . - —f - - f L. •A A • *-' — ETiT) , C =;=';;-;-;;;
* - —f - - - - - - -P=-;,-,,,T£*yt*=.y3 E— ;=-——————;; etc.
quae progreffio cum fatis fit fimplex, ferics noftra pro va
lore ipfius y , quem iam nouimus effe ='£**, €O IIMai
iori m attentionem meretur; haecque eft
Jin. ω τ — ω . _ _ú_ . t• u- n n ω . t9 to- rt n . φ α— ( 1 — n )*[TIT. t - TR nT " * (, — n) —H iiT * i( . — n) * TaT ,-„yT
._ _ú_ 00 — ■ " Jo- (; - n)* •ω-(! £*)* — ,_ €[C,
T ' YTTT) * AT -}- {JT * s (a — rt)
vel fi II iugiter denotet terminum praecedentem, totum
erit:
Jin. ω τ — _o _ υω— n n _ _ ri w to- (* — n)* _ út» — (1 -+- ny*Jin. m tr T m. II. 1 (1 — m) —H- II. 7T(T-Fn) II. £g£j£
w w— (? — m)? _ α^) — (2 + n)*—+- II. 4 (* -+- m) II. 3(5- n)T —+- etc.
Qnodfi omnes termini eodem figno affeéti dcfiderentur, erit:
Jin. •) T — t» ω . n n - C)0 £» n n- fo a' (1 — n )*- to Q
Jun. n. ty Τ ; +- #. £;-!- n.T' ET- n )* T, (i +Tj
uo m n — t» w ( i — n )* — ω ω ( i -+- m X? —w to
—— +.#;-;;. ΣΚΤ-4- QT * ' s (T. i ii')T
0 * ■ -teo . ( r- b)* -te oe ( ) -+- n)*-w w (* — n)* - toco
T • ■ ( ■ - n ) * 7 (T -+■ JT* Έ-n JT • ΊΤΤς Τj
€tC.
Haec fcrics eo maiori attentione digna videtur, quod a
- foli
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folita ferierum ratione plurimum recedit, in eaque adeo
duo numeri arbitrarii n et ω occurrunt.
Corollarium 1.
§. 53. Si numerus ύ euanefcat, vt ffat fin. « *
= φ τ, diuifione per to inftituta habebitur haec aequatio :
— I— — * --+- m. m (1 —n) - n (; -n)(1 -+- m)
Jun. n t ~ s i ( i — m) 1. 2 ( 1 +— n) v. 2. 3(: … ii)T
—H ^ ' ' - n )( * -+- n ) t * — m ) —+- etc.
1. 2. 3. + ( 2 -+- m ;
vnde firmito n = ;, ob fin. *— i erit -
' tt = 2 —+ I —H !: : : -+- I. ' ' ' —— 33:3:5 -- £'!'' '££ + etc.
2. 4** 3 2. 4. 6. 3 3. $, 6. s. 3 4. 4. 6. s. uo, $.
- m m. 3 r. 3f. $. 1. 3. 5« 7
feu 7. — 2 —H -j-. -+- .-—– —– —H —'**: 3: 2,—
2. 2'. * 2. 4. ? ?. 5 2. 4. 6. 2 *. 7 2. 4. %. 8. 27, 9
m. 1. 3 *• *• *_ f • 3 • 5. 7
-{- I -+- ;;£,-- '-. —H ΣΚ-, -+- -
2. 4. a *. 5 4. 4, 6. s. 2°. s
qmarum ferierùm pofterior cum fit femi(Tis prioris, erit
fumma pofterioris = f, cuius quidem ratio inde e(t ma
rufefTa, quod fit
j,=ang.fin.x-r+;.*'+*.*+ 3 ; 3.*'+etc.ζ -xx) T 2. » T 5 2. 4. 6 " 7
vnde illa feries fit = 14! *, fumto x = ; idcoque = 23=;.
CoroIlarium 2.
$. 54- Si alter numerus n euanefcat, vt fiat fim. n m.
= m τ, et aeqnatio per m mnltiplicetur, orietur:
. d» tr— av — w* ts* (£*- *) _ ω* (£*- 1)(ω*- 1) _„_ w3 (w? - ■ ) {tJ*- 1) (3* — ®Pr;e-T (i) T. —H Π. ρ. 3 * T.7. s. ,3. aT —H **, 2,3, 4. • *•-?
û* (u)* — 1) fto? -- •)(tw*— •)'to* — 4)
- i. 2. 3.…. S.', 3, .3. s -+- etc.
quae ferics per ω diuifa in binos féquentes refofuitur:
- *mr.— * (to* - ■ ) - do* (*J3 — 1)* (ω? -. .Y uo? {ω* - 1)? {ω* —'4)? (ω* — 9)
/£*= x +*£;'+*#£='-+*£*£*;;:;:;;»* etc.
do? (g*— ') (®*— *)* _ ω* (*) -- '? (0* — 4)* (a)* — 9) _ CtC.
-- - - - -•- - - -
di •• *-s. v*,* ¤.E. «. 3.Ti*. 3*. s. 1. 1. $•*•$. 6. 7- •*.z?.-s*.•
C c 3 . Suma
- •*£33 ) 2o6 ( §ge -
Summamus hic ω = E, fiet: -
-*- — I — '• '• * . — '• '• *• '• *. 3 ._ !• "• *• '• *• $• *. 5. z —etc.
^mr 1. 1. 1. 2° 1. 1. 1. *. z.a.a'° i • *. r. 2. *. 2. 3. 3. 3• ?
!• t _ f. 1. i. 3. i. * 1• i • i. 3• 1. 3• 3. 5. 3. 5• ** - -- CtC.
a? 1. 1. 1. z. 3Is. 23 . TITIT. 7.2.7.3. 3. A.T3IATó
•quae poftrema feries ita referri poteft:
- i. - :: I: I. *— — :: I: f. * * * f. r. 3. 3. 3. 5. 5. 5. 7
1. 1. 2.*? 1. 1. z. 2. 2. s. 2** n. 1. a. s. 2. s. a. 3. «.…'?
-- etC.
Corollarium g.
§. 55. Si fuerit m = ;, vt fit fin. m m = r, erunt
faétores, ex quibus fingulos feriei terminos formari oportet:
2 (') *-4 wtw r -4 (JuJ 9 - - 4t0 J 9- 40) Q a 5-4 (J (0 •5- 4 to (.)
t • -—— • - • - - • • CtC.
f. 2 3. 4 3. 6 5. • 5. 1o 7. iz
atque feriei fumma erit fin. ω πr , fcilicet:
fin. ω τ— 2 û--!-!i£;-*) q. * ofi-***)*-j- *a(r-499)*?**• o)-4- etC.
i •*. 3. 4. 1. 2. 3. 4. 3. 6
vnde, fumto ω = r, effe debet:
o=2—3+++ ;í; -H 5*; -+ ;*; -H ;î; -H ;£ 7 ;;;*; -H etc.
cuius veritas calculum inftituenti mox patebit.
Scholion.
§. 56. Pro hoc cafu etiam folutio fupra inuenta
attentius confiderari meretur, quae ex §. 36. ob
- ( n — ω ) tt Jin. an tr — fffn. to^r
A – 2m jtm.(n—w)τ.Jin. (n -+- w) tt et J — JIII. nTi ?
cum fit p = f, q = f, r =— f, s = — f, t = f, u = f, etc.
in hac continetur aequatione :
τ cof. ntr.fin.t»*r - tr w *
qwJum. (n—w) Tr.Jin. (n-*- w) Tt T m m —ww (1 — m)*—a- , 1 -+- m )3-u*
- m.
+ g=;=a -+- a -;-;;;=a — etc.
quae feries maxime difcrepat ab ea, quam modo inue
nimus. Circa hanc autem feriem fequentia obferuo.
- I. Si
••#3 ) zor ( $&•
1. Si w euanefcat, fore. -
**cof.nºt.— 1 _ r - '— t - 1—- . •
Ugii. m ■)• - nm ( — aJ* T {ΤΕΤΗ +t;-;;;-+t=; — (;=:y. Cô
at fi infuper m euanefcat , ob fin. m τ = n t incommo
dum nafci fequens: a.
„i. = i, - : -H £ — ; + & - etc.
Ad hoc autem tollendum , numerum n vt tantum nom
euanefcentem fpeétemus, et cum fit cof. m tr- I —; n n T r
et fin. m Tri- m T— : n* Tr*= m τ ( I —; m m tt 7r), erit
cof.n tr _ I — £ m m mr mr- r — : n n tr mr.
(fin. n T)* T m mt t(1—3nn 77) m n t t. ' *
vnde obtinetur haec vera aequatio:
„ — i * T = „.-:-:-:-;-i- i. — i, + etc.
Eft enim
1 - £ -+- ; — £. —— „ — etc: — ■, tt r..
II. Ponamus, nunc m — o et habebimus:
•r - r * r - * - m.
-_ -_- - ~. - -_ _•*- - ; -+- — …;
4. - • Qu.JAIJT -T •* T TJ* T T-J?
- ■ * ———-—--——
+;E; 9 - ω* 9-ω3 etCi.
^mf -— M ' *-- ——*— —*———*— —*—— -feu JT.JEr- w* --;-*.-;=;s --;E- ;;i;a-t-;;*=- etc
vnde confequimur hanc memorabilem: fumrmationem :
*r
u - qo* + —ù* -+-;-;; 16 — w* —H etc.T zwJun. w tr: 2 w σ•
cuius veritatem alibi demon(tratam dedi. Hinc autem,
fumto » infinite paruo, ob fin. ω τ= φ τ(1 —; Q* tt*) feriei
x — ; —— ; — & -+- etc. fumma vt ante colligitur:
I
a » •(1 —;α* τ*) * • …
mi.
•*£ ) 2o8 ( 3**.
l'Ì. Si capiatur m =;, ob cof. m τ = o, etiam ip(a
£eries euanefc it, dum fcilicet omnes termini fe mutuo re
vera deflruunt. Quid autem eueniat fi n infinite partim
a : difcrepct, diffcrentiatio inftituatur , fumto n variabili,
vnde fit ;
_ * *t fin. n * fit. • *{* -+- cof {n — o)r. £o%fn -+-a)x) —
tv (ji:i. ( n — ω ) τ.Jin. ( m -— w ) 7 )?
- z •, — - a ( — n) * -+- : (i —— m) - "
(m ;i — w (J)* ((1 — m)? — μ }° (( 1 +- n)* — J* js
* (* — m) - (2 —— n ) -JGIhji -J* 7* T {Τ-PIiJEZIJ375 CtC.
Runc igitur fumatur m = g, eritque:
- * τ fin. ω τ— _ m 6 m6 -H 3. 1 $ + *: !*_ — etC.
ΣΤά... ri) -T TEJTJ* T TITJ5j T(5TIJ* T {EET TR :
{iue
mr mr fim. w rr. — l--— — *—-- *-— ———— -T ¥JJoJ. Jtfj*- {ΠΕΒ " (5-7, J )5 *EER (49-4w*)* CtC
vnde fumto ω = o fequitur fore:
;; — 1 — ; —+- ', — ;, -H „, - ,;. —H etc.
quod quidem aliunde conftat.
Verum feries in praefente problemate inuenta mul
to magis ardua videtur. Quin adeo cafus in corollario I
euolutus, etfi maxime eft particularis, diligentiori euolutio
ne eft dignus , quam in problcmate fequente cxpedire
conabor. . .- ' -
Problema 6. .
$ 57. Si n fit numerus quicunque , inquirere ip
fummam huius fcriei: - -
— ! n. m ( 1 — n) n t , — n) ( -+-n) m ( i — m J (1 -+- m) (2 — n)
*=;+ -:-;,+£;££,-+*£££;*-+-*=£#-+etc.
- - - - — 7T
quam quidem ante inuenimus effe * =;£,.
So
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Solutio.
Cum in hac ferie lex progreffionis fit interrupta,
eam in duas discerpi conueniet. Statuamus ergo
P=;+#%#! +-* ( =tl£t£;£;t' -+-" ('-£!££)(£-££!(*=■!-{-etc.
- 1. 2 ( 1 -+- m) 1. .. s. 4 (2 -+- m) i, 2, s. •. s. 6 (s +- n)
— ■ .__ n ( r — n ) ( r * m). |_ n ( r — n) (1 + n )( * —n ) (a + m )Q = r;;-;:;-*- 1..2 s (a — m) -H 1. 2. s. 4. 5 ( s - m ) + CtC.
ita vt fit r= P —— Q. In harum iam ferierum fummas
inquifiturus, in fubfidium voco fequentes feries ex doétri
na angulorum petitas:
g£;?= 1 +ti-Eg+Pfin.φ'-+-(-*)a*;£;£t**® fin.φ'+etc.TCJ. r. 2. 3. 4
'#3= y fin. φ-+-lli-Ht-=#t2 fin.φ'+(*=»££;£%**%fin.φ'+etc.
ac primo quidem illam ad formam priorem P accommo
dabo. Cum igitur hae fraétiones:
( 1 — μ) ( 1 + μ.) . (s — μ.) (s + μ ) . ( 5— μ)( 3 + 11) . etc
fiTiTiJT • (TETYAETIT ^ ( z+ n ) ( s — n ) ? -
debeant effe aequales, concludo capi debere M. = 1 — 2 n ,
vnde erit
cef. ( 1 — • m)?— I +*G*! - a* fin.qy+*g-*?%£'*-■ 2* fin.φ'+etc.
coJ. ® 1. ?. 3. 4
Multiplicemus per d φ fin. φ'*-' cof. Φ et integremus, fiet
/a(pfin.φ**-* cof. (1 — 2 m)®=;, fin.φ*+## 2 fin.®'***
m ( 1 — n )( i + m ) ( ? — M) 23 2 m -+- 4
—+ #£#£;-** 2 fin. Φ -+- etC.
Nunc poft integrationem ftatuatur fin.®=£, feu Φ=3o°,
eritque ' •
P — »* *** faqp fin. φ'*-' cof. (1 — 2 n) φ;
feries vero Q facile deducetur ex altera cognita, fumendo
y = 2 m, vnde fit
1;?= m. a fin. Φ-- sti=#== 2' fin. φ'
4. * {!-g) -**)t•-;!)t*£i) 2' fin. φ' €tC.
2- 3.
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. D d Mu1•
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Multiplicetur per d ® fin. ΦΤ** cof. Φ et integretur, erit
«' Japfin.®-*-^n • no=#- fin.4'-'* -
- +*#£*} 2' fin.φ*-*-+- etc.
Statuatur pariter, integratione abfoluta, fin. Φ=;, feu φ=3o*,
ac prodibit feries Q = 2*-** / d ® fin. Φ-** fin. 2 m φ.
Quocirca feriei propofitae fumma ita exprimetur, vt fit
s= 2**** fd4) fin. ®**-* cof. ( 1 — 2 m)q)
-}- 2*-**/d® fin. Φ-*" fin. 2 m ®
et quia haec fumma iam aliunde eft cognita, habebitur
;t,-4/ d©cof.(1 — 2 n)®(2 fin. Φ)'*-'
——4fd® fin. 2 n φ( 2 fin.®)-**.
Corollarium I.
6. s8. Si ponatur 2 n = =*, erit 1 — 2 n = t**,
qua pofitione noftra aequatio fit concinnior, eritque
τ __ . ,d®cof.*^® d®fin.'?^® _ tr V 2
ÍE-4 /(a fin.φῆ+4/(¥ÌÓAT coI. 3T535
pofito poft integrationem ®= 3o*.
Corollarium 2.
§. 59. Simili modo fumto x negatiue, erit
t _ Ad®cof.';^® d®fin.l*^®_ _τ V 2 _
E**/jîÉ*4/άΓέ*EFTE
vbi quidem notaffe iuuabit, omnibus cafibus , quos euol
uere lice t, eundem harum formularum integralium valorem
aétu reperiri, quem hic exhibuimus.
1ES…S - 2S…
IDE
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DE
CRITERIIS AEQVATIONIS
fx x -+- g y y = b z*




Natum eft huiusmodi aequationem , pro varia relatione,
quae inter numeros f, g et b intercedit , modo effe pos
fibilem- modo impoffibilem , fiquidem pro x, y et z nu
meros rationales accipi oportet, atque adeo integros, quia
fra&i facillime ad integros reuocarentur. Ita notum eft
hanc aequationem: x x -+- yj E 2 z z effe poffibilem; hanc
vero: x x + y y = 3 z z impoffibilem. Quando autem lit*
terae f, g et b maiores tenent valores , iudicium, vtrum
aequatio fit poffibilis nec ne, difficulter inftituitur; in maxi
mis vero numeris vix fu(cipiendum videtur. Hic igitur
conftitui in certa criteria inquirere, ex quibus iudicare li
ceat , vtrum haec aequatio fit poffibilis nec ne, quantum
uis magni fuerint numeri f, g et b.
§. z. Ante omnia autem fequentia notaffe iuuabit:
I°. Numeros f, g et h non folum integros affumo, fed
etiam non- quadratos , neque etiam per quadratum diuifi
D d 2 biles;
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Tbiles; fi enim numerus f haberet faétorem quadratum, is
in quadrato x x inuolui poffet , quod etiam de reliquis
tenendum.
II°. Praeterea hos numeros aeque negatiuos ac pofiti
uos affumere licet ; et quia aequatio ita femper difponi po
teft, vt membra fx x et b z z obtineant valores pofitiuos,
folum membrum gj y relinquitur, quod vel pofitiuum vel
negatiuum effe poterit. ·
III*. Numeros f et g tamquam primos inter fe fpe&a
mus: fi enim haberent communem diuiforem d; vel nu
merus b eundem habere deberet , quo cafu ille per diui
fionem tolleretur; vel quantitas z per d effet diuifibilis.
Vnde fi loco z fcribamus d v, noftra aequatio ad hanc for
mam reduceretur: fx x -+- g y y = d b v v , ita vt nunc f
et g futuri fint primi inter fe. *.
IV°. Denique notandi funt caftis maxime obuii, quibus ae
quatio noftra fit poffibilis. Primo fcilicet hoc euenit fi fuerit vel
b = f, vel h = g : illo enim cafu foret y = o et z = x,
hoc vero x = o ct z = y. Tum vero etiam cafus fatis
obuius erit, fi fuerit b = f-+ g, quia ei fatisfieret, fumendo
z = x = y. Minus obuii autem erunt cafus , quibus
b Efa a -+- g b b; foret enim tum x = a, y = b et z= x.
§. 3. Primum autern inueftigabo, datis numeris f -
et g, cuiusmodi numeri pro h locum habere queant , vt
aequatio fiat poffibilis. Quarc quum hic b vt numerum
incognitum fpeétemus, aequationem noftram hac forma re
feramus: fx x -+- gJJ = b z z , vt iam idoneos valores
v p o
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pro littera s inueftigari oporteat, quibus aequatio fiat pos
fibilis, et quidem omnes qui hoc praeftent, quem in finem
fequentia Theoremata adiungo. -
Theorema I. /
Si cafu s = b - poffibilis fuerit aequatio fx x -+-g yy
=b z z, ita vt litterae x, y, z, iam fint cognitae, fi vero
infuper habeatur , haec aequatio : p p -- fg. q q = k r r, tum.
noftra aequatio quoque erit poffibilis cafu s = b k. ' ' , .
Demonftratio. ,
Multiplicentur enim hae duae aequationes in fe, et
prodibit haec noua aequatio:' ' '_ -
' bk r r z z = (fx x -+- gyy) (pp-+-fgq q) .
=f(p x-+-gq y)'-+-g(py-Ffqx).
Quare fi ftatuamus - - - - •.
r z=z, px+gqy=X et py -F fq x=Y,
nafcitur haec aequatio propofitae omnino fimilis:
fX* -+- g Y*= b k Z*.
- Corollarium I.
§. 4. Quodfi ergo litteres p et q ita affumere li
ceat, vt k obtineat faétorem b, fcilicet k — b l , tum ob
4 — b h l nouus valor idoneus erit s = l, quoniam qua
dratum h b omittere licet.
Corollarium 2. -
§. 5. Quemadmodum igitur ex illo valore idoneo
s = b erutus eft alius s = b k , fiue y = l, ita ex hoc
D d 3 fimi
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fimili modo alius nouus valor, puta r = m, hincque denuo
nouus s = n erui poterit ; atque hanc determinaticnem in
infinitum continuare licebit. Ita ex cafu quocunque cogni
to innumerabiles alii deriuari poterunt.
Corollarium 3.
§., 6. Si eueniat vt numeri b et k communem
fiabeanx diuiforem d, tum nouus valor fk fa&torem habe
bit d d, qui ergo expungi poterit. Hoc modo continuo ad
minores numeros idoneos pro s peruenire licebit, donec
tandem ad cafum obuium perducamur.
Corollarium 4.
6. 7. Hinc fi adhuc fuerimus incerti, vtrum b fit
valor idoneus ipfius s , hoc autem modo procedendo per
ueniamus' tandem ad cafum obuium, tuto concludere po
terimus, etiam cafum h = k effe poflìbilem. Sin autem
hoc nullo modo fuccedat, vel tandem in minoribus nume
ris ad eiusmodi cafum perueniatur, cuius impoffibilitas pa
tefcat , etiam valor ipfe b = k pro impofiibili erit ha
bendus.
Theorema 2.
Si pro noftra aequatione tres innotefcant cafus pos
fibiles s = b, s = b' et s = b", tum etiam valor idoneus
erit j — h. h'. h".
Demonftratio.
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I. fa a —Hg b b = b, c c ... .
lI. fA A -+- g B B = h'. C C •
lII. f. a & -+- g. 3 3= b". y y,
ducatur prima in fecundam, et produ&tum erit
hb'. c c CC=(fa a-#-g b b) (fA A-+-gBB)
=(fa A-+- g bB)*-+-fg(aB + b A)*.
Faciamus nunc -
c C= r et fa A -+- g b B=p et a B EF b A=q,
vt hoc produétum fiat
p p ——fg q q = b b' r r
quod denuo multiplicatum in tertiam aequationem dabit
tale produétum:
b h'b' rr^y y=(fa cz-Hg 33) (pp +-fg qq)
=f(p α —— gq 3)*-+-g(p 3-Efq α)*
quae forma cum plane conueniat cum propofita , veritas
Theorematis eft manifefta, et cafus *= bb'b" erit poffibilis.
A. Corollarium r.
§. 9. Ex cognitis ergo tribus valoribus idoneis
B, b', b", quartus facile inuenitur. Ac fi forte illi terni ha
beant diuifores communes, hoc modo ad nouos valores;
continuo minores pertingere licebit.
CorolIarium 2.
$. 1 o. Si ergo hunc nouum valorem indicemus;
littera b'', tum etiam valores idonei erunt s = b b' b'1';,
s = h b'b"; s = b' b"b"*; ex quibus, porro fimili modo
plures alii deduci poffunt. C.
- Q
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£orollarium 3•
§. 1 1. Quando autem hi noui valores per qua
drata, vti praecepimus, deprimuntur, continuot iidem cafus
cogniti recurrent. Quum enim fit b" = b b' h'', forma
h b/ h/// reducitur ad b//, haec vero: b b'^ h!” ad- h/, et
h^ h// b/// ad h , ita vt reuera vnus tantum cafus nouus
hoc modo reperiatur. -
Theorema III.
Si aequationi noftrae fx x -+- g y.y = * x x fatis
faciat cafus y = b , tum quoque omnes ifti valores fatis
facient: -
s=4fg+ b ; s = 8fg+ b; y = 1 2 fg-* b; *= I 6 fg--b; etc.
quin etiam, fi h fuerit numerus fatis magnus, ifti:
s =b—4fg; $ = b — 8 fg ; s = b— I 2 fg;
et in genere s = h -+- 4 m fg, dummodo hi numeri fuerint
primi.
* ,
-' §. 1 2. Huius elegantiffimi Theorematis demonftratio
adhuc defideratur, poftquam a pluribus 1am dudum fruftra eft
inueftigata ; cuius rei difficultas manifefto in hoc eft fita:
quod omnes hi numeri tum demum quaefito fatisfaciant,
quando funt numeri primi. Quando énim funt compofiti
euenire poteft , vt non fatisfaciant , etiamfi non femper a
fcopo aberrent. Quum autem hic tantum valeant nume
ri primi, probc notandum eft, numeros negatiuos, qui ex
formula y = b — 4. fg refultare poffunt , non pro primis
effe habendos. Quocirca plurimum is ' praeftitiffe erit ceri
• .* , - * • -*
- * - fen+• .
;'. f
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fendus, cui fuccefferit demonftrationem: huius Theorematis
inuenire.
Corollarium 1.
§. 13. Quum hoc modo faltem afcendendo in in.
finitum progredi liceat , etiam multitudo valorum idoneo
rum pro * eo vsque augeri poterit , quo vsque Tabula
numerorum primorum fuerit conftruóta. .
Corollarium 2.
§. 14. Ita quum haec aequatio: x x -+-yy=z z,
fit poffibilis vbi eft f= 1 , g = 1 et s = h = 1 , haec
forma: 4 n -+- I, quatenus fcilicet praebet numeros primos,
etiam totidem valores idoneos pro s fuppeditabit, qui nu
meri funt •
1, 5, I 3, I7, 29, 37, 4 I, 53, 6I, 73, 89, 97, etc.
Hos autem numeros omnes ipfos aequari fummae duorum
quadratorum , iam dudum rigorofiffime a me eft demon
ftratum, vnde eo minus de demonftratione reliquorum ca
fuum defperare fas eft. His igitur omnibus cafibus lice
bit fumere z — I. Jnterim tamen hinc etiam numeros
compofitos pro s inuenire licet, dum per Theorema pri- '
mum produ&ta ex binis vel pluribus horum ipforum nu
merorum etiam pro s valebunt, quoniam binae illae for
mulae fx x -+- g y y et p p —-fg q q hoc cafu congruunt. ,
Corollarium 3.
§. I 5. Quia aequationi 2 v x -+- 3J- y = $ z z,
fatisfieri poteft cafu s = 341 , alios cafus idem praeftantes
dabit formula 341 —— 24. n, quoties fcilicet prodierint nu
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. E e meri
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meri primi. Hinc ergo dcfcendendo oriuntur fequentes
valores :
34. r, 3 I 7, 293, 269, 197, I 73, I 49, Io I, 53, 29, 5.
Hi autem omnes numeri ipfi iam in forma 2 x x -+- 3 y y
continentur, ita vt poffit effe z = I.
Scholion.
§. 16. Hoc Theoremate, quafi demonftratum effet,
praemiffo, pro quouis cafu numerorum f et g omnes plane
valores idonei litterae s facile inueniri poterunt. Ad hoc
autem oftendendum, duos cafus feparatim traétari oportet:
priorem, quo f- 1, atque idcirco primi termini primi Theo
rematis inter fe conueniunt; alterum vero, quo f non eft vni
tas. Vnde primo aequationem x x -+- g y y = $ z z euol
Ul€IIlllS.
Problema 1.
Ρropofita acquatione x x -+- g y y = $ z z, inuenire
omnes valores idoneos pro *, quibus haec aequatio euadit
poffibilis.
Solutio.
6. 17. Hic ftatim enidens eft valorem idoneum
fore * — g ; tum enim fit x = o et j = z. Etfi enim 4 g;
9 g; I 6 g ; etc. aeque fatisfaciant, tamen omnes per qua
dratum depreffi redeunt ad g. Verum fumto y = o ,
omnes numeri quadrati pro s prodeunt, quos igitur omnes
ad vnitatem reducere liceret. Sed quia praeter hos ipfos
numeros etiam iidem , numeris 4. m g fiue aucti fiue mi
nuti fatisfaciunt, quatenus fcilicet prodeunt numeri primi,
--•• haec
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haec quadrata hic negligere non licet. Iis autem tantum
quadratis indigemus, quae ad numerum 4g fuerint primi,
quia aliter nulli numeri primi inde emergerent; quamob
rem ftatim omnia quadrata paria hinc excluduntur, et iis
tantum imparibus locus conceditur, quorum radices ad nu
merum g fuerint primi. Semper ergo hic occurrit vnitas,
tum vero etiam nouem, nifi g fit per 3 diuifibilis, porro
etiam 25, nifi g diuiforem habeat 5, etc. Quando autem
haec quadrata excedunt numerum 4 g , eorum loco fcri
bantur refidua ex diuifione per 4. g remanentia. Ponamus
ergo hinc prodire formulas:
4- m g-H I ; 4 mg-+ a; 4 mg-+b; 4ng-i- c; 4ng-+ d; etc.
vbi fcilicet a, b, c, d, ea refidua , quae ex quadratis per
4. g diuifis refultant. Verum praeter hos cafus alius eft
obuius s= 1 +— g, fiquidem g fuerit numerus par; fin au•
tem fuerit impar, fumatur s = 4. —— g , vt fcilicet habea
tur numerus ad 4. g primus. Tum vero quia per Theore
ma primum produ&ta ex binis numeris fatisfacientibus
etiam fatisfaciunt, habebimus infuper iftas formulas, loco
x —Hg vel 4. —— g. fcribendo b :
s = 4 n g -+- b; 4. n g -+- a b; 4 n g -+- b b;
4 n g -+- c b; 4. m g -+- d b; etc.
quos omnes valores coniunétim ita ob oculos conftituamus:
- 1, a, b, c, d, $)
s = 4- ff g +(;;;;;;;;,;;;;;
Quae omnes formulae eatenus valent , quatenus numeros
primos producunt, hocque modo omnes plane numeri pri
mi idonei reperientur; compofiti, autem nulla plane labo
rant difficultate , quum nafcantur ex duobus pluribusue
E e 2 nu•
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numeris primis idoneis. Quin etiam ipfum numerum g, eius
que produéta per numeros iam inuentos, annumerari oportet.
Corollarium 1.
§. 18. Quia veritas huius folutionis nondum pla
ne eft euiéta, cafus aliquos obuios confideremus, quos fem
per in aliqua fuperiorum formularum contineri deprehen
demus. Ita cafus * = 1 —1— 4. g continetur in formula
4. n g + 1, et s = x + 9 g continetur in formula 4- n g + b,
fi fuerit b = 1 -+- g ; at fi b — 4. —Hg , in ea continebi
tur s = 4. —— 9 g. Similique modo res fe habet in formu
lis r +- 1 6 g ; 1 -+- 25 g; I —- 36 g; vel 4. + g ; 4. -+- 9 g;




6. 19. Haec folutio aeque locum habet, fiue g fit
numerus pofitiuus, fiue negatiuus. At quia hoc pofteriori
cafu, in formulis inuentis littera b obtinet valorem nega
tiuum, loco terminorum b, a b, b b, c b etc. eorum com
plementa ad numerum 4 g fcribantur.
Corollarium 3.
§. 2o. Cafu quo g eft numerus negatiuus, fi iam
fuerint inuentac formulae fuperiores, quae valent pro for
mula x x-g y y , fi ibi figna mutentur, fiue loco nume
rorum 1, a, b, c, d, etc. fcribantur eorum complementa ad
4g, tum illae inferuient huic aequationi :
g./7- x x = £ z z.
Scho
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Scholion.
§., 2 r. Haec autem maxime illuftrabuntur et fà
cilius in vfum vocari poterunt , fi plura exempla adiun
gamus , quibus etiam natura numerorum aliaeque abftru
fae proprietates clarius perfpicientur. *
Exemplum I.
Sit g= r et aequatio propoßta xx-+-yy=s x*,
atque hic pro valoribus ipfius *, vnica habetur. formula
4 n -+- 1. Cafus autem 1 -+- g = 2 , quia ad 4. g non eft
primus, generali formulae inne&ti nequit; interim tamen
feorfim praebet numerum idoneum =, 2. Pro numeris
igitur primis fatisfacientibus praeter 2 habemus fuperio
rem (eriem: - * . • • •
1 » 5» I 3, I 7, 29, 37, 4-1, etC• : •
et produéta ex quocunque horum praebebunt omnes nu
meros compofitos fatisfàcientes. At pro cafù g=— 1,
feu aequatione x x — y y = s z z, praeter formam 4. m-+- I,
ex quadratis ortam , formula 4.—Hg = 3 dabit infuper
hanc: 4 n -+- 3. Sicque omnes numeri primi in altervtra
harum duarum formularum: 4 n -+- 1 et 4 n -+- 3 erunt
contenti, ideoque omnes plane numeri primi hoc cafu funt
idonei , quippe quos omnes in differentiam duorum qua
dratorum refoluere licet. Hinc quidem 2 excluditur, quo
-
niam differentia duorum quadratorum effe nequit, attamen
valorem pro s dari poteft, fiquidem pro x fumatur nu
merus par. Nam 2. 4. vtique eft 9 — 1. *
Exemplum 2 -- -- "" *
§. 22. Sit nunc g = 2 s et propofita haec forma;
x x -+- 2 yJ = s z *, vbi quum fit 4. g = 8, quadrata im
• E e 3 paria
*••
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paria 1, 9, 25, etc. omnia reducuntür ad eandem for
mam 8 m -+- 1 ; at cafus I —— g = b = 3 infuper dat hanc
formam : 8 m -+- 3, ficque omnes numeri primi hac fpecie
referentur: 8 n -+- (I, 3), quibus accedit infuper s =g= 2,
ficque omnes hi numeri primi funt
I, 3, 1 I, 17, I9, 4 I, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 97, etc.
At fi fit g =— 2, pro formula x x — 2 y y = * z z reperi
tur s = 8 m -+- (1, 7), quibus annumerari debet — 2, at
que hinc viciffim pro aequatione 2 yy — x x = r z z, erit
s = 8 n -+- (7, I). Iidem ergo numeri pro his duobus po
fterioribus cafibus valent.
Exemplum 3. -
§. 23. Pro, formula x x -+- 3 y y = s z z fecun
dum praecepta data prodit s = 1 2 n -+- ( 1, 7), et infuper
numerus folitarius 3. Pro formula autem xx— 3 yy= s z :
reperitur s = 1 2 m -+- (1).
Exemplum 4. -.
Pro formula x x —— 5 y y = s z z, reperitur *= 2on
—— (i, 9), cum numero s;. at pro formula xx— 5 yy= s zz
reperitur *= 2o n -+- ( 1, 9), cum numero — s.
Exemplum 5.
- Pro formula & x -+- 6 y y = s z & reperitur *= 24. n
-+- ( 1 , 7), vna cum numero 6; pro formula autem
x x — 63 y = s z z colligitur s = 24-+-(1, 19), vna cum
numero — 6, vbi numeri —— 6 tamquam primi funt fpe
&tandi, etiamfi in fe fint compofiti.
- Scho
I.
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Scholion.
§. 24. Phura huiusmodi exempla non euoluimus,
quum calculus fatis fit perfpicuus, fed potius Tabulam fe
quentem adiungimus, in qua pro quauis formula xx+gy y - - --
= 1 z z, primo formam numerorum primorum pro s ex
hibebimus , deinde vero ipfos numeros primos vsque ad
centum ; quibus cognitis omnia produéta, tam ex binis
quam pluribus numeris primis, pro valore : litterae, s 'fatis
faciunt: - - · · — - * --- -
xx+yy=*z z [s = 4 n -+- 1 cum 2 · · · · · · · · ·
Num. primi | 1, 2, 5, 13, 1 7, 29, 37, 41, etc.
xx—yy= £ zz | 3= 4 n -+-(1, 3) • • -- • • •
Num. primi i, 2, 3, 5,7, 1 1, x3, i7, 19, 23, 29, 31, 37, etc..
x x-+- 2 7 y =$ z z [s = 8 n -+-(1, 3) cum 2
Num. primi | 2 ; 1, 3, I 1, 17, 19, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 97
xx— 2 yy= * z z[s = 8 n -+-(1, 7) cum — 2
Num. primi | -- 2 ; 1, 7, i 7, 23, 31, 41,47,7 r, 73,79, 89, 97
3r x -+- 3 / / — J z z. ę.
Num. primi
3r x— 3 / y= $ z:z
Num. primis
s= 12 n--(1,7) cum's.
3; I, 7, 1 3, 19, 3 I, 37, 43, 6 I, 67, 73, 79, 97, etc
J= I 2 m -+- 1 cum {olitario - 5
— 5 ; I, 1 3, 37, 6 I, 73, 97 -, . •
x x -+- 5 y yi- £ z z
Num. primi
x x— 5 y yi- £ z z
Num. primi
3' x + 6 / y = $ z z.
3 = 2o m-+-(1, 9) cum nurhero s '; '
5; 1, 29, 41, 6 1, 89, etc. ' ' ' ' ' .
3 = 2o —-(1, 9, 1 1, 19). cum numero — 5 -
— 5 ; I, I I , I 9, 29, 31, 41, 59, 6 i, 7 1, 79, 89, etc.
—i—
- .
s = 24 m -+-(1, 7). cum numero , 6 : * *
Num. primi || 6; 1, 7, 3 1, 73, 79, 97, etc. \ -. * *,* 3 , f
* x — 6yy= s z z' ■ = 24 n -+- (t. 1 9) cum — 6. or. x, : ,
., Nupm. primi' - • 6; I, I 9, 43;-67, 73, 97, etc•
4rJr-P
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x x-+- */3 y= r z z.
Num. primi
sr x— 7 y y= £ zz
Num. primi
3« x-+- I o y y> J 2, 2;
Num. primi
x x- I o y y= £ z 2
Num. primi
zz-+ 1 1 y y= £ z z
Num. primi
xx— I I y y> J z z.
Num. primi
* a e • •
1 = 28 m -+- (1, 1 1, 23, 9, 25, 1 5) cum numero 7
7; I, II, 23, 29, 37, 4-3, 53, 67, 7 I, 79,
s= 28 m-+-(1, 9, 25) cum — 7
- 73 r, 29, 37, 4-3, 83, etc.
3 = 4o n -+-(1, 9, 1 1, 19) cum Io
I o ; I, 1 I, I 9, 4. I, 59, 89, etc.
s=4o m-+-(1, 9, 31, 39) cum - 1 o
- Io; I, 31, 41, 71,79, 89, etc.
- I , 9» 25, 5, 37,*=* n-(;;?;?;?;, Cum II
-+- 1 1 ; I, 3, 5, 23, 3 I, 37, 47, 53, 59, 67, 7 I, 89, 97
s=44 m-+-(1, 9, 25, 5, 37) cum — 1 1
- 1 I § I, 5, 37, 53, 89, 97, etc.
Problema 2.
- Propofita aequatione , fx x -+- g y y = s z z, inue
, , nire omnes numeros primos, qui pro *, valores. idoneos
- -- - praebent, quibus haec aequatio euadit poffibilis.
- -
* . * !• Solutio.
§. 25. Sit h valor quicunque idoneus pro z, et
per Theorema nondum demonftratum patet, omnes nume
ros primos in hac formula contentos: 4. m fg + b, pariter
pro s valere; ex quo manifeftum eft, iftum valorem b ad
4fg primum effe debere. Talis autem valor facile inueni
tur.. Si enim ambo numeri f et g fuerint impares , capi
poterit b = 4f-+- g, fiue b =f-+- 4g5 , fin. autem nume
rorum f et g alter fuerit par, alter impar, valor idoneus
habetur b = f-+- g. Quo autem alii infuper numeri primi,





'••&#3 ) 22 s ( §£%•
!a p p -+- fg q q = k * r, atque in problemate praecedcnte
iam affignauimus omnes primos pro k valentes , qui fint
4 m fg -+- (I, a, b, c, d, etc.); nunc hae duae aequationes
ducantur in fe et iam oftendimus prodire huiusmodi for
mam :. b k r r 2. z, fiue b k Z* — fX* -i- g Y*, * quocirca pro
du&um h k etiam dabit , valorem idoneum pro. s; vnde
perfpicuum • eft, omnes numeros primos pro $ idoneos con
tineri debere in hac forma generali: , ,
s = 4 m fk -+- (h, a b, b h, c b, d b, etc.). • • -
Cognitis autem numeris primis pro s valentibus, qui no
ftrae aequationi fx x -+- g y y = s z z fatisfaciunt , fi ififu
per omnes numeri primi pro k adhibendi innotefcant,
qui fint A, B, C, D, etc. , tum produéta priorum pro s
inuentorum in fingulos, vel binos, vel ternos etc. horum
pofteriorum praebebunt etiam valores idoneos pro s, hoc
que adeo modo facile erit , infinitos valores litterae x
exhibere. • * - 1 . -. .
- \
* . Corollarium I.
§. 26. Si eueniat vt primus valor pro b inuen
tus fit quadratus, tum, quia is iam in ordine numerorum
1, a, b, c, d, etc. continetur, iidem valores pro s locum ha
bebunt, qui pro k funt affignati. -
Corollarium c. T.
S. 27. Sin autem, numerus b in ordine I, a, b, c, d
non contineatur, tum nullo modo fieri potcrit, vt valores
pro * et k inter fe conueniant, fed omnes a fe inuicemdifcrepabunt. •
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. F f Exem
v.
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Exemplum 1. - . * *
§. 28. Propofita fit aequatio 2 x x + 3 yy = £ z z,
vbi f= 2 et g = 3 primus autem valor b = 5. Tum ergo
confideretur aequatio p p —— 6 q q = k r r, et vidimus va
lores primos pro k cóntineri in hac formula : 24 m +(1,7).
His igitur nümeris 1, 7 in b = s dr&is, omnes numeii
primi pro * in hac formula continentur: a4 n -+(s, j 1),qui funt: s, 1 1, 29, 53, 59, S3, etc. ' » t, : .
Pro aequatione 2 x x — 3 y y = $ z z, vbi f= 2 et
g = — 3 , valor cognitus habetur b = — ■ , fiue h = 23 ;
at aequationi p p — 6 q q= k r r, pro k inuenta eft fìrmu
la 24 m + (1, 1 9), vnde omnes numeri, primi pro s fiunt:
24 n + (s, 23), quae formula praebet hos numeros primos:
5» 23, 29, 47, 53, 7 I » ctc.
Verum pro hac aequatione 3 x x — 2 y y = y z z, vbi
f= 3 et g = — 2 , valor b fit = 1 ; et quia formula
p p — 6 q q = k r r eadem eft quae ante, iidem etiam ju
meri primi pro y in formula 24 n —H (1, 19) continentur ,
hincque ipfi numeri primi: 24 m -+- (5, 23), qui igitur
fignt: 5, 23, 29, 47, 53, 71, etc.•!. ') ,. .
Exemplum 2. '
§. 29. Propofita aequatione 2 x x + s * y = * z *,
vbi f= 2 et g = 5, primus valor b fit = 7, et quia ae
quationi p p -+- 1 o q q = k r r, conuenit formula
4>. n -+- ( 1, 9, 1 I, 19) ,
pro valoribus primis ipfius s habebimus
' s = 4o. n -+- (7, 23, 37, 13), '
ergo ipfi numeri primi erunt ' '
7, I 3, 23, 37, 47, 53» ctc- -
- • .At
- - t - .
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• - At propofitâ aequatione 2 x x — syy= s : : , fit
ftatim b = — 3; et quia pro aequatione pp— 1 o q q-= krr.
iiuenimus formulam 4o. n -+-(1, 9, 31, 39), numeri pri
mi quaefiti continebuntur in hac formula:
4o. n -+- (37, 13, 27, 3) -
ergo ipfi numeri primi erunt: - • .
3, 13, 37, 43, 53, 67, 83, etc. •
Defiique pro formula 5 x x — 2 yy = 3 z z , ob
b = 3, ex iisdem numeris k numeri quaefiti pro r funt:
4o. m -+- (37, 1 3, 27, 3).
Scholion I.
§. 3o. Quae haétenus iam tradita hisque exemplis
illuftrata funt, omnes numeros primos pro s fatisfacientes
fuppeditant , qui in fe inuicem multiplicati, vti praecepi-.
mus, dant numeros compofitos aeque fatisfacientes. Ncque
vero hinc femper omnes plane numeri compofiti pro s
idonei obtinentur ; fed dantur cafus, quibus praeterea alii
numeri primi in valores compofitos ipfius * ingrediuntur.
Cauffa huius rei in eo confiftit, quod in inueftigatione fu
periori numeros pares ftatim exclufimus, qui tamen, cum
aliis numeris primis iunéti, quaefito fatisfacere poffunt. Ad
hos ergo eruendos ponamus ftatim s = a b , vt fit
f * * -*- £ 2 2 — b g g.
•
Quod fi iam haec formula t* * * f 2 2. praebeat numerum
imparem , fiue produ&tum ex impari in quadratum par,
ex eo ftatim infinitos alios valores pro b elicere licet. Sit ·
enim a eiusmodi numerus impar, et quum pro forma
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x x -+- fg y y = * z z omnes valores primi ipfius * in hac
forma contincantur: 4. fg —— ( I, a, b, c, d, etc.), omnes nu
meri primi idonei pro noftra littera b in hac forma
continebuntur : -
4fg-+-(a, a a, a b, α c , α d etc.)
qui fi fuerint diuerfi ab iis, quos ante fumus affecuti,
etiam infiniti alii habebuntur numeri primi, qui in com
pofitionem numeri s ingredi poffunt. Singuli enim ifti
numeri, quos littèris A, B, C, D, defignemus, per 2
multiplicati , ideoneos praebent valores pro s , qui ergo
crunt: 2 a, 2 b, 2 c, 2 d, etc. Et quia produéta ex binis
eorum etiam fatisfaciunt, hinc nafcentur numeri impares,
a b, a c, a d, b c. b d, c d, ctc. Ita in exemplo x x — 3 y 7
= s z z , formula *-==* 2 ? ftatim dat — 1. Quum ergo
pro hoc cafu inuenta fit formula s = 1 2 n -+- 1 , pro va
loribus ipfius h habebimus formiulam 1 2 n — 1, fiue 1 2 n + 1 1,quae praebet hos numeros primos: • • • *
I 1, 23, 47, 59, 71, 83,
qui, duplicati omnes etiam fatisfaciunt , atque etiam pro
duéta ex eorum binis , tum vero etiam produéta ex his
in fingulos eorum , quos ante iam affignauimus ; hocque
paóto multitudo valorum compofitorum vehementer auge
tur. Hoc praecipue iis cafibus vfu venit, vbi formulae
fupra inuentae ex paucioribus membris conftabant. Pro
formula autem x x + 7 y y = s : z, eius dimidium ***;222
praebet 4, fiue I = α, qui valor quum iam in- formula fupra
data contineatur, hinc noui valores non oriuntur. At vero
formula **=422 praebet a = — 3, ideoque valores pro b
erunt 28. m -+- (25, 1, 9), qui numeri iam antea occurrunt.
Hoc ergo probe obferuare oportet eum, qui etiam omnes,
1\U\
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sumeros eompofitos pro- s fatisfacientes inueftigare volue
rit, vnde huic negotio immorari fuperfluum foret.
Scholion 2.
§. 31. Quamtumuis autem haec egregia videan
tur, vtique hic erit dolendum, quod nondum firmis de
monftrationibus funt munita, cuius rei ratio potiffimum in
eo fita videtur , quod formulae pro s inuentae eatenus
tantum valent , quatenus numeros primos fuppeditant.
Quamquam autem omnes labores a . me. fufcepti fpem
meam fefellerunt, tamen fpero, conatus meos iis, qui hu
iusmodi fpeculationibus deleétantur, non fore ingratos,
praecipue quia iam memoratam illam difficultatem circa
numeros primos de medio fuftuli, ita vt nunc fine dubio
aditus ad ifta numerorum myfteria non mediocriter faci
lior reddi videatur.
Propofitio r.
§. gz. Si fuerit fx x -+- g y y = $ z z , exiftente
s numero primo, tum fi omnia quadrata per hunc nume
rum s diuidantur et refidua ex fingulis enata notentur ,
inter ea femper occurret —fg , fiue fublata negatione,
s —fg.
Demonftratio.
Sint refidua illa ex diuifione per * orta , I, a, b,
c, d, etc. ac praebeat quadratum . x x refiduum a , quadra
tum vero y y refiduum b , atque euidens eft numerum
fa -+- g b per s fore diuifibilem. Sit ergo fa + g b = X r.
eritque g b = X s — f a, ideoque b g* = A g s —fg a. Quum '
- F f 3 iam
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iah) 6tmiye refiduurfi, ih quadraturn duéturn , fterurn inter
rcfidita occúrrat, fiquidem infra * deprimatur, prodeat inde
refiduum c, ita vt fit c = X g s —fg a, et multiplo ipfius
£ fublato c — —fg a, fiue c = s —fg a, et quia hoc ac
que valet de omnibus refiduis, loco a fumentes vnitatem
habebimus: c = — fg, fiue c = s —f g.
Corollarium I.
6. 33. Si ergo fatisfaciat valor s = h , quia for
mula 4 m fg -+- b, fi fuerit numerus primus, etiam fatisfa
ciat pro s , fi per hunc numerum omnia quadrata diui
dantur, inter refidua certo occurret —fg.
Corollarium 2.
$. 34. Sit ille diuifor = D , et quia datur qua
dratum, quod fit p p, vnde nafcitur refiduum —fg, mani
feftum eft formulam p p -+- f g diuifibilem fore per diui
forem D. -
Corollarium 3.
§. 35. Hic autem iam manifefto inuoluitur diffi
cilis illa conditio numeri primi, quia ordo refiduorum hic
memoratus locum non habet, nifi D fit numerus primus.
Fieri enim vtique poffet , vt — f g non inter refidua
occurreret, fi diuifor non effet primus.
Propofitio 2.
§. 36. Si quadrata diuidendo per quemcunque numerum
primum D E 2 P -+- 1 inter refidua occurrat numerus r ,
tunc
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Ęg;t r" per D diuifa ynitatem refiriquet; et
viciffim , fi r*— 1 diuiforem habeat D, numerum r inter
refidua reperiri nece(fg eft.
Demonftratio.
Quum diuifor D ponatur a P-}- 1 , omnium nti
merorum jpfo minorum multitudo eft 2 P, quorum quia
femiffis tantum in refidua ingreditur , multitudo refi
duorum erit P. Deinde etiam certum eft , fi inter
refidua occurrat numerus r, tum quoque omnes eius po
feftates ibidem occurrere debere , quemadmQdum fimpli
ciffima r*— i ineft, Quocirca poteftas r* neceffario non
nouum refiduum praebere poteft. Atque hinc rite con
ghditur, inde ipfum primum refidunm 1 prodire debere ,
ficque conftat propofitam, poteftatem, r', per numerum pri
mum D diuifam, refiduum relinquere = 1. Quod ad in
uerfionem propofitionis, attinet , perpendamus, formulam
r'*— 1 perpetuo diuifibilem effe per a P-*- *; ex quo fe
quitur, vel formulam r** — 1 , vel r*+ 1 diuifibilem effe
debere, Jmnes “?§ pro. r fumti, quibus formula
pofterior r*-+ 1 fit diuifibilis, ex ording refiduorum ex
cluduntur, atque illi tantum, qui formulam r*— s. diuifi
bilem producunt, relinquuntur, quorum numerus quum fit
P, £quitur omnes, numeros r fore refidua. -
Corollarium I.
§. 37. Qnum primus diuifor fiierit = b , pona
mus. b= 2. p + i, et quia r = — fg , fequitur, formulam
(— fg)*— * per h = 2 p -{- 1. efíe diuifibilem , feu fore
r?= 1 —4- m ( z p -+- 1 ). Quum dcinde etiam diuifor effe
- - pos
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pofTit b -+- 4 n fg, dummodo fuerit numerus primus, ob
b = 2 p -+- 1 faciamus - -
D = a p + * + 4 n f g = a P-*- *,
ita vt fit P = p —4- 2 m fg, atque etiam haec poteftas:
(— fg)*= (— fg)P***** -
vnitate minuta per diuiforem 2 p-+- 1 -+- 4 n fg euadet
diuifibilis. -
Corollarium 2.
S. 38. Quocirca totum negotium huc redit, vt,
ponendo breuitatis gratia — fg = r, oftendatur, fi formula
r? — 1 fuerit diuifibilis per 2 p —— 1, tum etiam hanc for*
mulam: r?**** — 1, fore diuifibilem per 2 p +- r -+- 4. n r,
fiquidem numerus 2 p +- 1 -+- 4 n r fuerit numerus primus.
Corollarium 3.
6. 39. Si ponamus r = — 1, euidens eft formulam.
— 1? — 1, diuidi non poffe per 2 p —— 1, nifi p fit nume
rus par, Sit ergo p = 2 q et 4 q -+- 1 numerus primus ,
tum certe inter refidua reperietur 4. q. Sit quadratum, vnde
hoc refiduum nafcitur =vv, et v v-4-1 diuifibile erit per 4p+r.
Ita ex his rationibus facillime patet, femper dari fummam
duorum quadratorum diuifibilem per numerum 4 q +- I ,
id quod alias per multas demum ambages oftendi folet.
§. 4o. Miffis autem his , quae principiis nondum
fatis corroboratis innituntur, per certa principia in indo
lem huiusmodi aequationum : f x x -+- g y y = s z z, accu
ratius inquiramus. Ac primo quidem iam rigorofe mom
ftraui
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ftrauimus, fi haec aequatio poffibilis fuerit cafu r = h, tum
fumto numero k, ita, vt fit p p -+- fg q q = k r r , fore
etiam s = b k valorem idoneum pro s. Hoc igitur prae
miffo ad fequentia progrediamur.
Theorema I.
§. 41. Si aequatio fx x + g y y = b z 2 fuerit poffibilis,
tum femper affignari poteft talis formula: t t +f g, per nu
merum b diuifibilis, ita vt numerus t minor fit quam ; h. '
Demonftratio.
Quum formula , illa f x x -+-g y y diuifibilis fit
per b, fi ea ducatur in formulam fp p -f- g q q, etiam pro
quétum per b erit diuifibile. Sumantur ergo numeri p et q
ita, vt fit p y— q ae = 1, id quod femper fieri poteft, nifi
x et y habeant communem diuiforem, qui autem cafus hinc
fponte excluditur ; tum autem produétum illud erit
(fp x -+- g qj/)* -+-fg , *
vnde fumto t =fp x -+- g q y formula t t -t- fg diuiforem
habebit b. Hic autem ponamus t = t'-+- λ b, acque tum
haec formula tl t' ——fg , etiamnunc per b erit diuifibilis.
Hoc vero modo t' infra femiffem numeri b deprimetur ,
confequenter certo dabitur formula t t -i- fg diuifibilis per
b, in qua t non excedit femiffem ipfius h.
, Corollarium 1.
§. 42. Haec eadem proprietas numeri b , quia
tantum a produ&to fg pendet, aeque patet ad hanc aequa
tionem : x x -+- fg y y = b z z. Quin etiam, fi produétum
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. - G g fg
-433 ) 434'( '33
fg in duos alios fa&ores ?, et m refoftii queat; ea lem
çónditio locum habet, vt aequatio ζ x x + yy y =b z*fit poffibilis. . . . . . . . • , • :
Corollarium 2.
§. 43. Quoties ergo numerus b fuerit diuifor fr.
mulae t t —-fg, inde non femper concludi poteft, aequa
tionem fx x -+- g y y = b z z effe poffibilem, fed plus iii
de inferri nequit, quam dari formularh affinem , xx + yy
aequalem termino b z z, dummodo fuerit % η = fg.
Corollarium 3.
6. 44. Quia t < : b formula t t -+- fg, minor erit
quam ; h b -+- f g, quae ergo fi diuidatur per b, quotus
^ minor erit quam : b -+- !,*. -
Corollarium 4.
- §. 45. Viciffim ergo etiam patet, fi nulla detur
huiusmodi formula per b diuifibilis, tum etiam neque hanc
aequatiQncm: fx x -+- g y y = b : z, neque vllam aliam ad
finem % x x -+- 1 y y = b z z effe pofIibilem, fi fcilicet fue
rit % m = fg. Ad hoc ergo examinándum fufficit eos tantùm
cafus euoluiffe, quibus t < ; b. -
Theorema 2.
- §. 46. Si aequatio fx x + g y y = b z z fierit poffibilis,
tum femper numerum b', minorem quam b, exhibère licet,
ita vt hacc aequatio: fx x -+- g y y = b/z z, fit poffibilis.
Demon
' . , , . . Demonftratio.• \ -, •
Si ponamus formulam t t +fg = k, fupra iam, de
monftrauimus, etiam hanc formam : fx x —— g yJ — b k. z z.
effe poffibilem. Modo autem vidimus pro t dari valorem
adeo minorem quam ; h , quo formula t t ——f g habeat
fa&orem b. Sit ergo alter fa&or h' ideoque k = h b' et
b k E b'b* , et deleto quadrato h h , vtpote in quadrato
zz inuoluendo , orietur aequatio quoque poffibilis:
fx x -+- g y y = b'z z, vbi b'< ; b -+-4;.
, ,. f ;
- *.
Corollarium I. ' -
§. 47. Quantuscunque ergo fuerit numerus b', hoc
modo continuo ad minores valores b', b', etc., peruenire
licebit, donec tandem numeri prodeant tam parui, qui vl
teriorem diminutionem non admittunt. Quia enim h'<;b+£, .
vtique b' excedere debebit '£; vnde manifeftum eft, quo
minor numerus b , fuerit redditus, vlteriorem diminutionem
'retardari, atque adeo, penitus fifti. e
Corollarium 2.
S. 48. Si, dum hoc modo pro b continuo mino
res valores eruuntur, tandem perueniatur ad valorem vel f,
vel g, hinc certo concludere poterimus, aequationem pro
pofitam , effe poffibilem, quandoquidem ifta: fx x-+ g y yz fzz
cafum maxime obuium inuoluit, fcilicet y = o et z = x.
Sin autem nullo modo deducamur ad f vel g, {ed ad ali
mm numerum %, diuiforem ipfius fg, indicio id erit, non
ipfam aequationem propofitam, fed aliam adfinem, fcilicet
ζ x x -+- w.y. y= b z z effe poßibilem; vnde fi tandem adeo
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perueniretur ad vnitatem, tum aequatio x x -+- fgJ y = b z z
foret poffibilis. -
Problema.
§. 49. Propofita aequatione fx x -+- g yy = b x z,
inueftigare, vtrum ea fit poffibilis nec ne ?
- Solutio. · ·
Quia hic tres numeri proponuntur , f, g
et b , aequatio ita exhibeatur , vt numerus b eorum fit
maximus , quandoquidem hic perinde eft , vtrum termini
aequationis fint pofitiui, an negatiui. Tum fumatur for
mnla t t + f g, et examen inftituatur, vtrum, pro t nume
ris minoribus quam ; b fumendis, haec formula fiat diui
fibilis per b nec ne ? Cafu pofteriore ftatim pronunciare
poterimus, aequationem propofitam effe poffibilem; priore
aütem cafu loco b nancifcemur alium numerum minorem
b' fimili modo examini fubiiciendum, donec tandem vlte
rior diminutio non habeat locum. Et fi inter hos valores
occurrat f vel g, certum hoc erit indicium, aequationem
propofitam effe poffibilem; fin autem ad alium numerum ę,
diuiforem produéti f g, perueniamus, tum conckudemus, ae
quationem % v x+y yy= hz z effe poffibilem, exiftente %r=fg.
Quodfi autem neutrum vfu veniat, tum in valore minirno in
locum b fuccedente acquiefcamus, qui fit b', et nunc aeqwa
tionem f x x -+- g y y = b' z : ita difponamus, vt littera
rum f et g maior, pnta g, ad dextram referatur hoc rno
do: b' z z —f x x = g y y , et nunc loco g fimili modo
quaerantur g', donec perueniatur ad g' fiue ipfi b* fiue
ipfi f aequalem, quo cafu propofitum noftrum itideriv erit
€ * 1C
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eui&um. At fi ne hoc quidem facile patefcat, loco g in
troducamus valorem exiguum inde ortum g', et nunc ae
quatio b' : z — g'y y =f x x fimili modo tra&tetur ; ficque
tandem ad ternos numeros f', g', b' peruenietur, vt iudi
cium nulla amplius difficultate laborare poffit.
Corollarium I. -
'§. 5o. Si numerus h fuerit praegrendis, vtique
taediofo calculo erit opus, antequam formulae t t ——fg
omnes cafus vsque ad t = ; b exigantur; vix autem talem
laborem quisquam fufcipiet. Admiffo autem fuperiore prin
cipio ftatim valor ifte b infra 4fg deprimetur,
a Corollarium c.
* §. 5 1. Si ingens ille numerus b habeat fa&tores ,
puta m et m, hic labor non parum fubleuabitur, dum pri*
mo talis valor pro t inueftigatur, vt formula t t -+- fg
faltem diuifibilis fiat vel per m , vel per m; neque enim
deinceps difficile erit cafum elicere, quo ifta formula per
ipfum numerum h fiat diuifibilis. De caetero tota haec
operatio exemplis clarius illuftrabitur. -
Exemplum I.
§. 52. Examinanda proponatur haec acquatio :
a x x -+- 5 y y = 1 oo7 z z. Sumatur ergo formnla t i + 1 5,
ob f= 3 et g = 5, et quia b = 1 oo7 = 39. 53 , quaera:
tur , primo ita vt t t + 1 5 faltem diuiforem obtineat 19, quod
manifefto fit fumendo t= 2 ; tum enim fit k = 19 et fic pro
dit 8* — 53, fublato quadrato 1 9*. Nunc porro quaeratur *,
vt formula t t-+- 15 diuiforem nancifcatur 53 , quod fit
G g 3 fi
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fi t -' I 2, ita vt iam habeamus k = 1 59 = 3. 53., ideo•
que b' k = 3. 53*, ficque b'' — 3, qui numerus, quum ae
qualis fit ipfi f, indicat noftram formulam effe poffibilem.
- Exemplum 2
$. 53. Proponatur haec aequatio: 2 x x -+- 7 y y
= 23. z z. Hic f= 2, g = 7 et h = 23. Sumatur k= t t-+ 1 4,
qui numerus fit diuifibilis per 23 , fumcndo. t =3. Erit
autem k = 23. h, ideoque b k — 23*; vnde intelligimus, hanc
aequationem : x x -+- 1 4 y y = z z effe poffibilem ; neque
vero. hinc fequitur propofitam effe impoffibilem, quum fieri
poffit vt vtraque fimul locum habeat. Videamus ergo an
haec forma : 2 x x -+- 7 y y — z z fit poffibilis, quod quidem
manifeftum eft , fumcndo x = 1 , y = 1 et z = 3. Sed
tamen , regula noftra vtamur , et quia eft b! = 1, {umendo
t = 2 erit k = I 8 = 2. 3*, hinc h' k — 2. 3*, ideoque
b! = 2 hoc eft h"= f, ficque patet etiam ip(am propofitam
aequationem effe poffibilem.
Corollarium.
§. 54. Quum ergo ' hoc cafu vtraque forma f x x.
-+- g y y = b z z et x x -+- fg y y = h z z fit poffibilis,
operae pretium erit in eos cafus inquirere , quibus vtra
que , formula fx x -+- g y y et x x -+- fg y y eidem termi
;no -b z z aequalis effe poffit. Hoc autem manifefto eue
-niet , » quando fieri poterit fx x -+- g y y = u u -+- fg v v ,
(quod fi euenirc , poffit , infiniti certe cxhiberi poterunt
<cafus , inter quos dabitur vnus, quo v = o. Jllud igitur
euenit , quoties , euadere potcft fx x -+- g y y = u u , id
quod noftro aexemplo manifcflo fit.
|
Exem
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. §. ss. Proponatur aequatio x x + 6 yy = 145 2 *
= s. 29. z z., In formula ergo k = t t + 6 fumamus t= 2,
vt fiat, k = 2. 5, ideoque h k = 2. s*. 29, ficque b'= 2. 29.
Nunc fumatur t ita, vt k fiat per 29 diuifibile, quod
euenit fumendo t = 9: fiet enim k = 87 = 3. 29 , ergo
b' k = 2. 3. 29* et b" = 6. = g, confequenter noftra ae
quatio, eft vtique poffibilis.
Exemplum 4.
§. 56. Proponatur aequatio : 3 x x + 7 y y = 89. z z.
Hic eft f= 3 , g = 7 et h = 89, ideoque k = t t —- 2 r.
Quaeratur ergo t, vt illa formula diuifibilis fiat per 89.
Ponamus in. hunc finem, t t -+- 84. — 89. m. Hic enim loco
21 fcribere liceret 2 1. u u in genere , atque hic fumfirnus •
u = 2, vt etiam hunc cafum illuftramus. Quum autem nul
lum quadratum fit formae 3 n + z, pro numero m exclu
duntur valores 1, 4, 7, 1 o, et in genere 3 cz-+- 1. Deinde
excluduntur omnes numeri impariter pares 2, 6, 1 o, 14, etc.
et quia omnia quadrata funt formae, vel 5 & -+- 3 , vel
$ at-—H4 , pro m etiarn excluduntur hi numeri: 3, 4, 8, 9,
rg, 14, et in genere $ &-+- 3 et 5 α + 4. His exclufis pro n
remanent examinandi hi numeri: 5, 1 r, 1 2, 1 5, 1 7, 2o, 2 1,
27, 32, 35, 36, 41 , quos ergo fucceffiue in aequatione
t t — 89. n— 84., loco m fubftitui oportet. At vero pri
mus valor m = 5 ftatim praebet quadratum , vnde k E 5. 89
et b'= 5. Nunc autem k per 5 fiet diuifibile fumcndo
= x , vnde fit k = 5. 1 7 et b' = 1 7. Quia ergo ne*
que ad 3, neque ad 7 peruenimus , fumto h' = 5 exami
nemus aequationem 5 z z — 3 x x = 7. / /, atque iam totâ,
ope*
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eperatio eft mutanda, dum habemus f= 5 , g = — 3 et
b = 7 , quocirca, pofito k = t t — 1 5, fumamus t = 1, vt
fiat k =— 2. 7 , vnde fit b'= — 2, ita vt nunc aequatio
examinanda fit haec 5 z z. — 3 x x = — 2 y y , fiue 3 x x.
— 2 y y = 5 z z, vbi f= 3, g = — 2 et b = 5. Sumto er
go k = t t — 6, fiat t = 1 erit k = — 5 et b' = — 1 , er
go peruenimus ad hanc aequationem: 3 x x — 2 y y= — z z,
fiue 2 y y — z z = 3 x x , vbi habemus f= 2 , g= — r,
h = 3. Erit ergo k = t t — 2, quod quum nullo modo fieri
poffit , omnes iftae aequationes ideoque et ipfa propofita
funt impoffibiles.
Exemplum 5.
§. 57. Sit propofita aequatio 3 xx + 7yy= 178. zx,
vbi vt antea f= 3, g = 7 , at b = 178 = 2. 89 , duplo
maior quam cafu praecedente. Pofito ergo k = t t — 2r,
ex praecedente patet pro t fumi debere 23. Pofito igitur
t t — 8 I. m — 2 I pro m relinquuntur numeri: -
5, 8, 9, I 4, 18, 2o, 24, 29, 3o, 33, 38, 44.
Reperitur autem m = 14, vnde fit t = 35 , ficque erit
k = I 4. 89 , hincque b'= 2. 14 = 4. 7, ideoque b'= 7,
qui numerus quum ipfi numero g fit aequalis, indicat ae
quationem noftram effe poffibilem.
*.
Problema.
§. 58. Poftquam aequatio fx x -+- g y y = b z x.
methodo praecedente poffibilis fuerit inuenta, dum tandem
*alores ex b inuenti perduéti fuerint ad f, fiue ad g, de
terminare ipfa quadrata x x et J y , quibus acquatio eua
dit poffibilis.
- Solu
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* * * Solutio. . . • • • • .- .
` Quia folutio praecedens ad fequentes formulas eft
perduéta: - -
k = a a -+-fg = h h'; k'= b b —— fg = b' h';
k" = c c -+- f g = h' h"; etc. - -
habebimus h k = b, b'= b, d, hincque h k. = b) & D. Si
mili modo reperiemus - .
b'. D = b' k', item h/. C — b'u k//; etc.
Sit nunc h' = f, erit b'= f. k!, hinc b' D = f. kli. k', ac
tandem b. G = fk. k'. k", confequenter habebimus b D hoc
eft - •
hz z=f(a a -+-fg) (bb-+-fg)(c c-+-fg)(dd-+-fg) etc.
quod produ&tum manifefto reducitur ad f(A*-+-fg B*),
ita vt hinc fiat h z z — fA* -+-ffg B*, quocirca nancifci-,
mur x= A et y = f B, ficque Problema eft refolutum.…
' • • • ••
t. -
- • . - • - - * • • *•









C. omnes progreffiones geometricas, veluti r ; a;
a*; a*; a*; etc. ita effe comparatas, vt, dum finguli ter
mini per numerum quemcunque N, qui ad a fit primus,
diuiduntur, refidua poft certum interuallum iterum: eodem
ordine reuertantur; et quia primum refiduum eft vnitas, fem
per dabitur eiusmodi poteftas a", quae per N ' diuifa ite
rum relinquat vnitatem; fequentes vero poteftates a***; .
a***; a***; etc. eadem refidua praebebunt, quae ex ter
minis a, a*, a*, etc. funt nata. Deinde etiam demon(tra
tum eft, fi N fuerit numerus primus, tum femper pote
ftatem a"-* iterum pro refiduo vnitatem exhibere. Sae
penumero autem ifta poteftas a"- ' minima eft, quae per
N diuifa vnitatem relinquit; interdum vero etiam vfui ve—
nit, vt minor poteftas a* idem praeftet; tum autem fem
per m eft pars aliquota exponentis. N — 1 ; atque hinc ma
fcitur quaeftio attentione noftra non indigna: Quaenam pro
—' •• - - * - - • quo
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quouis diuifore N fit minima potefias a* , ex qua refiduum
oriatur = 1 ? Atque hinc quaeftio alia latius patens pro
poni poteft : Quaenam fit infima poteftas a", quae per datum
numerum N diuifa datum relinquat refiduum r ? Quae quae
ftio huc redit, vt exhibeatur minima formula a* — r, qua,
per datum numerum N fuerit diuifibilis. Quin etiam quae
ftio adhuc generalius proponi poteft, vt inue/ligetur expo
nens x, quo haec formula fa* -+- g reddatur diuifibilis per
datum numerum N.
§. 2. Solutio huius problematis inprimis requiritur
ad numeros perfe&os inueftigandos. ' Cum enim forma
horum numerorum fit 2*- ' (2* — 1 ), quoties 2* — 1
fuerit numerus primus ; ftatim euidens eft , hoc eue
nire non poffe , nifi ipfe exponens m fuerit numerus pri
mus; quandoquidem huiusmodi forma 2** — 1 femper ha
bet diuifores- 2*— 1 et 2°— 1. Neque vero viciflim fe
quitur, quoties m fuerit numerus primus, tum etiam for
mulam 2* — 1 fore numerum primum. Plures enim cafu5
iam funt explorati, quibus hoc non euenit; veluti fi fue
rit m = I 1 ; n = 23; item m E 29; n = 37; ac prae
terea fine dubio pluribus aliis cafibus , . quos omnes non
dum explorare licuit. Alia autem via non patet ad hos
cafus inueftigandos, praeter eam, qua olim fum vfus, quae
ita fe habebat : Fingatur formulae 2* — 1 diuifor, fi quem
habet, effe 2 p 4- 1 ; et cum formula 2** — 1 femper diui
forem habeat 2 p -{- 1 ; fequitur hoc fieri non poffe, nifi m
fuerit pars aliquota ipfius 2 p, fiue 2 p multiplum ipfius m.
Sumto ergo p = X n , fict diuifor 2 λ n -+- 1 ; ex quo
concluditur , fi formuka a* — 1 noa fit numerus primtts ,
eam alios diuifores certe habere non poffe , nifi qui in
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forma ^ A m -+- 1 contineantur ; atque hoc principio olim
fum vfus in inueftigatione numerorum primorum. Simili
modo cum olim affertionem Fermatii examinaffem , qua
affeuerarat, formulam 2* —— I femper e{{e numerum pri
mum, quoties exponens n fuerit ipfe poteftas binarii, quae
ftionem fupra memoratam in fubfidium vocare fum co
a&us, qua poft plures calculos tandem inueni, formulam
2** —4— 1 diuiforem habere 641 ; ex quo nunc quaeftio for
mari poteft: quaenam fit binarii poteftas infima, quae vni
tate au&ta fiat per 64. I diuifibilis ? Methodus quidem , qua
olim fum vfus , per calculos fatis taediofos procedebat;
nunc autem (e mihi obtulit alia methodus multo fimpli
cior et expeditior, non folum hos memoratos cafus circa
poteftates binarii refoluendi, fed quae adeo ad quaeftionem
illam generaliffimam adplicari poffit, qua fcilicet quaeritur
infima poteftas a*, vt formula fa* —— g per datum nume
rum N fiat diuifibilis. - Hanc ergo nouam methodum hic
breuiter fum expofiturus; hunc autem in finem fequentiaLemmata funt praemittenda : •
Lemma I.
§. 3. Si numerus quicunque A per alium N di
uifus relinquat refiduum r; tum etiam omnes hi numeri:
r -+- N; r EE 2 N; r -f- 3 N, et in genere r ~E X. N, ae
que tanquam refidua fpeétari poffunt . quandoquidem hae
ipfae formulae per N diuifae relinquunt r.
Lemma 2.
§. 4. Si numerus A per diuiforem N diuifus re
Iinquat refiduum a, numcrus vero B per ewndem diui(us
*. refi
…
-** ) a4* ( **
refiduum b; tum produétum A B per N diuifum relinquet
refiduum a b. Hinc ergo poteftates A*; A*; A*; etc. da
bunt refidua a*; a*; a*; etc. , quae pro lubitu, diuifione
per N faéta, ad minimos valores reducere licet.
Lemma 3.
§. 5. Si propofito diuifore N poteftas a* refiduum
det = r , poteftas vero a* refiduum = r; tum poteftas
A**? refiduum dabit = r s ; vnde etiam hae poteftates a**;
a**; a**; etc. refidua producent r*; r*; r*; etc.
Lemma 4.
§. 6. Si vt ante pro diuifore N poteftas a* prae
beat refiduum r, poteftas vero a? refiduum s ; hinc etiam
affignari poterit refiduum refpondens poteftati a*-2, quod
quidem foret = -f-, fi r per s diuidi poffet. Quia autem
loco r fumere licet r + λ N, femper λ ita definiri pote
rit, vt haec forma r -f- X N per s diuidi queat , ac tum
quotus dabit ipfum refiduum p9teftati a*T? refpondens.
Lemma 5.
§. 7. Si pro diuifòre N poteftas a* relinquat r,
fiatque r —F \ N = a* s, ita vt a* * tanquam refiduum
fpc&ari poßit; tum poteftas a*T* refiduum relinquet s,
quandoquidem diuidendum et refiduum femper per com
munem diuiforem deprimere licet
H h 3 Pro










§. 8. Propofita formula fa* -+- g , inuenire mini
mum exponentem x , quo haec formula per datum nu
merum N fiat diuifibilis, fiquidem id fuerit poffibile.
w
Solutio.
Quaeftio ergo huc reducitur, vt forma f a* per
numerum datum N diuifa relinquat refiduum = — g. Quia
nunc per Lemma primum pro refiduo etiam haberi poteft
— g =E A N, facile λ ita affumere licebit, vt haec formula
fa&orem obtineat a, vel adeo eius altiorem poteftatem a*.
Sit igitur — g -E A N = a*. r, atque per lemma poftremum
quantitas fa*-* per N diuifa refiduum relinquet = r.
Iam fimili modo fiat r EF A N = a*. s, et quantitasfa*-•-?
dabit refiduum *, ficque vlterius progredi licebit, fumendo
s EE A N = a*. t ; tum vero etiara t EF- A N = a*. u; porro
u -E A. N = a*. v etc.; quo paéto quantitas a*-*-*-*-*-*
per N diuifa refiduum relinquet = v ; haeque operationes
eovsque continuentur, donec perueniatur ad refiduum E f;
ita, vt haec quantitas fa*-*-*-* ** refiduum det = f,
id quod femper continget, fiquidem quaeftio fuerit poffi
bilis; atque hoc adeo antequam numeri ab exponente fub
trahendi a + 3 + y + δ + ε etc. fuperent numerum N— 1,
quia fi exponentes ipfius a vltra hunc limitem continuen
tur, eadem refidua recurrunt. Cum autem ad talem ca
fum fuerit peruentum, quo refiduum eft f, quia hoc eue
nit , fi exponens ipfius a fuerit = o; hinc concludemus
x = 4 -+- 3 -- Y -+- δ etc. Omnes ergo has operationes
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— g -F A. N = a*. r
„^ r =F \, N = a*. s.
s – A. N = a*. t
t EF A. N = a*. u.
* x EF A. N = a*. f
hincque deducitur conclufio x = a -+- 3 -+- y -+- δ.. .-+- &.
Sin autem nunquam perueniatur ad tale refiduum f, ante
quam fumma a -+- 3 -+- ^y -+- δ . . . . . vsque ad N — 1'
afccndat, problema pro impoffibili eft habendum.
Quanquam hae operationes expedite inftituuntur;
tamen eas faepenumero haud mediocriter contrahere lice
bit, praecipue fi peruentum fuerit ad exiguum refiduum ,
puta t, refpondens formulae f. a*-*, ponendo 9=a+3+y;
tum enim eius quadratum p* refpondebit förmulae f*. a**"**,
quae per primam diuidatur, vt formulae fa*-** refpon
deat refiduo -!,, quod fi non fúerit numerus integer, lo
co t* fcribendo t* -F A N, facile eo reducitur. Quin etiam
cubus refidui t* refpondebit formulae f* a**- **, quae per
quadratum primae diuita dabit formulae fa*-** refiduum
=-;.. Quin etiam binas formulas diuerfàs in fe inuicem
ducere licebit, et per primam diuidendo iterum ad nouam:
huiusmodi fòrmulam, peruenietur. Iiiprimis autem hoc com
pendium maximum v{um praeftabir, vbi ad refidua fatis
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? res facile capiuntur, atque infuper fuerit primum refiduum
— g numerus fatis paruus vel adeo vnitas.
Corollarium.
$. 9. Quoniam has operationes clare defcripfimus,
eas adplicemus ad cafus magis fpeciales. Ac primo quidem
occurrit formula 2* QF 1. Pro variis igitur diuiforibus
quaeramus exponentem x , vt poteftas 2* refiduum relin
quat -+- 1. Sufficiet autem hoc refiduum —— 1 ftatuiffe;
;
4 fi enim 2* fuerit minima poteftas refiduum dans = —— 1 ;
- - i
- tum poteftas 2** neceffario dabit refiduum — — 1, fiqui
i dem x fuerit numerus par , fin autem x fuerit impar, hic
cafus plane eft impoffibilis.
• • ' ' Exemplum I.
I - -
-* 6. 1 o. Quaeratur minima poteftas 2*, quae per
¥ - 23 diuifa relinquat 1 , fiue vt 2* — 1 diuifibilis fiat per
23. Hic igitur eft N = 23; a E 2 et primum refiduum
• i = 1 ; ynde operationes noftrae fcquenti modo procedent:
; 1 -i- 23 — 24. = 2*. 3
3 — 23 — — 2o — — 2*. 5
— 5 — 23 = — 2 8 — — 2*. 7
— 7 —H 23 — —H I 6 — —— 2*. I.
Sic iam peruentum eft ad refiduum optatum —— 1 , ob
f= 1 ; ficque concludimus x = 1 1. Cum ergo formula
2" — 1 fit diuifibilis per 23 et 1 1 numerus impar, nulla
plane datur formula 2* -+- 1 per 23 diuifibilis. -
Exem
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Exemplum 2.
§. 1 1. Proponatur diuifor 4. I, per quem formula
**- 1 reddi debeat diuifibilis. Ergo ob N = 41 ; a = 2 ;
f= 1 et primum refiduum = I,- habebimus:
1 — 41 =— 4o =— 2*. s v.
— 5. -H 4 1 = —H 36 = —H 2*. 9
—H 9 — 4. I — — 32 — — 2*. I.
Hic iam fubfiftere poffumus; cum enim poteflas 2*-* re
linquat — 1, eius quadratum 2**T** relinquet + 1, et per
primam formam diuidendo prodit 2*T *° pro refiduo -{- 1
Optato; ficque habemus x = 2o. Simul autem hinc patet,
poteftati 2'° refiduum conuenire — 1. ita vt formulae fim
pliciffimae per 41 diuifibiles fint: 2'°-- 1 et 2* — I.
Exemplum 3.
$. 1 2. Pro diuifore 73 quaeratur formula fimpli
ciffima 2* -E 1 per eum diuifibilis. Hic eft N.— 73 ;
a= 2; et fumto primo refiduo = —H. 1 fiet
- 1 — 73 — — 72 =— 2*. 9
— 9 —— 73 = —— 64 = +- 2*. *
vbi ergo iam fubfiftere licet, eritque x = 9, vnde formu- -
la 2* — 1 per 73 eft diuifibilis; et quia 9 eft numerus im
par, nulla plane datur formula 2* -+- I per evndem nu
merum N diuifibilis.
Exemplum 4.
§. 1 3. Proponatur diuifor N = 77 et fumto pri
mo refiduo = 1, calculus ita fe habebit:
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-+- 1 — 77 — — 76 =— 2*. 19
— I 9 — 7 7 — — 96 — — 2*. 3
— 3 — 7*7 = — 8o = — 2*. 5
— 5 —H 7*7 = -+- 72 — -+- 2*. 9
—+ 9 — 77 = — 68 = -— 2*. 1 7
— 1 7 + 77 = —— 6o = 2*. 1 5
—H I 5 -- 77 = —H 92 — 2*. 23
—+- 23 —1— 77 — -+- 1 oo = 2*. 25
—+- 2 5 — 77 = — 52 = — 2*. 13
- I 3 —H 77 — -+- 64 — 2*. r
vnde x = go; ita vt a* — 1 fit fimpliciffima forma per 17
diuifibilis. Hinc tamen non fequitur, iftam : 2'* + 1 diuifi
bilem effe per 77 , propterea quod 77 non eft numerus
primus; etfi enim 2* — 1 diuifibile eft per 77; neutiquam
fequitur, altervtrum eius fatorum a* -+- 1 fiue 2'* — 1
diuifibilem effe debere, quemadmodum rite concludere li
ceret, fi diuifor effet numerus primus; hoc enim cafu fieri
poteft, vt alter fa&tor per 7, alter vero per 1 1 fit diui
fibilis; ac reuera, cum 2* + 1 per 1 1 fit diuifibile, etiam
' 2'* -+- 1 per 1 1 erit diuifibile; at vero per 7 diuifibilis
eft altera formula 2'* — 1, quia fa&orem habet 2* — 1 = 7.
Exemplum 5.
§. 14. Sit diuifor N = 89, et fumto iterum pri
mo refiduo = 1, faciemus :
1 — 89 = — 88 — — 2*. I r
— 1 1 — 89 — — 1oo = — 2*. 25
— 25 -+- 89 = -+- 64. = 2*. I.
©• 1Hinc
!
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Hinc ergo x = 1 1 , ficque formula 2'' — r diuiforem ha
bet 89; nulla autem datur formula alterius fpeciei 2"+ 1.
Exemplum 6.
§. 1 5. Sit dluifor N = 1o5 ; eritque:
1 — I o 5 = — 1 o4 = — 2*. 1 3 .
— I 3 —H 1 o5 — -+— 92 — —H 2*. 23
—+ 23 —H I o5 = —H I 28 — —H 27. I.
Summa exponentium = 1 2 ; ergo x = 1 2, et formula 2'*— r
diuifibilis erit per Io5. At quia 1 o5 non eft numerus pri
mus, non fequitur, fore 2* -+- 1 per 1 o5 diuifibile. Tan
tum enim diuidi poteft per 5 ; dum altera formula 2* — r
diuifibilis eft per 3. 7. - -
Exemplum 7.
§. 1 6. . Sit N = 223. et primum refiduum = r,
fiet: Summae exponentium.
1 -+- 2 2 3 = 2 3 4. — 2*. 7 - - - 5
^7 — 2 23 = — 2 1 6 = — 2*. 27 • ` · · 8
— 27 + 2 23 — -+- I 96 = 2*. 49 - - IO
49 -+- 223 = -+- 272 = 2*. w 7 - • *4
1 7 -+- 223 = -+- 24o — 2*. I 5 - - I 8
1 5 — 2 23 — — 2o8 — — 2*. I 3 • - 22
• — 1 3 — 223 — — 2 36 = — 2*. 59 . . . 24.
— 59 -+- 2 2 3 c -+- 1 64. t 2*. 4- I - - 26
41 -+- 223 = + 264 = 2*. 33 - - 29
33 -+- 223 = -+- 256 = 2*. I . - - 37
Summa exponentium = 37
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ergo x = 37, et formula 2* — 1 diuifibilis per 223. Hinc
quia 23 eft numerus impar, certum eft , nullam dari
formulam 2* —H I per 2 2 3 diuifibilem.
§. 1 7. Quo nunc pateat, quomodo has operatio
nes poffint fubleuari, fubfiftamus iam in quinta , vbi refi
duum prodiit 1 5, et fumma exponentium = 1 S; vnde haec
poteftas 2*- " refiduum dat 1 5. Sumantur quadrata, et po
teflas 2**-* refiduum dat 2 2 5 fiue 2 ; haec iam per pri
mam diuifa praebet pro poteftate 2*- * refiduum a = 2'. 1,
ergo poteftas 2*T *' praebet refiduum 1, vnde iam liquet
effe x = 37.
Exemplum 8.
§. 1 8. Sit N = 64, 1. et primum refiduum = 1,
fiet: -
, 1 — 641 — — 64o — — 27. 5 • • - 7
— 5 —H 64. I = -+- 636 — 2*. I 59 ' * - 9
? -+- 1 59 -+- 64 1 = + 8oo = 2*. 2 5 • • , 14
-+- 2 5 — 64 1 = — 6 1 6 = — 3*. 77 - . I 7
_ — 77 + 64. 1 = 564 = 2*. 1 4 I - - I 9
' -+ 1 4 1 — 641 = — 5oo = — 2*. 1 25 • 2 I
— 1 25 -+- 64. 1 — 5 1 6 = 2*. I 2 9 • - 2 3
-+- i 29 — 64 1 = — 5 1 2 = — 2°. I • • 32
vbi iam fubfiftere poffumus. Quia enim refiduum e(t — 1,
fi pro primo refiduo fumfiffemus — 1, vt formula quaere
retur 2* -+- 1 per 64. t diuifibilis, omnia fequentia refidua
figno contrario adfeéta prodiiffent ct vltimum fuifTet + 1 ;
vnde rite concludimus cffe x = 32 ; ita vt iam formula
2'*-+- 1 fit diuifibilis per 641. Euidens autem eft , pro
minima formula ne? formac 2* — 1 fore x = 64.
§. 49. '
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§. 19. Hunc autem laborem mirifice contrahere
Micet. Statim enim poft primam operationem fubfiftere
poffemus , * quae pro poteftate 2* T*, praebet refiduum 5.
Sumamus ftatim poteftatem quartam, et pro- 2**T** habe
bimus refiduum 625 , fiue — I6 — — 2*. I. ita. vt, 2*T*
conueniat refiduum — I. Diuidendo. igitur per cubum pri
mae, feu 2**, cuius rcfiduum Titidem eft 1, etiam huius po
teftatis 2*~* refiduum, erit, — r, id quod. ante- per amba*
ges eruimus.
Exemplum. 9. -
§. 2o. .Sit N = 385.= 5. 7. 1 1. et primum refi*
duum = 1. erit: -
I - 385 = — 383. — — 2'. .3. , . . . . . . . 7. '
— 3 — 385.= — 388 E — 2*. 97 . •- , 9 :
— 97 -+- 385 = 288.E -+- 2*. 9. .. , . ,. ,14.
—+- 9 — 385 — - 376 = — 2*. 47 . . .. I 7
— 47 - 385 =— 432 = — 2*. 2:7 . - 2<Í:
— 27 - 385 = — 41 2*= — 2*. I o3. • 23: .
— 1 o3 — 385 — — 488= — 2*. - 6r* . .- 26
— 6 1 + 385= + 324. = +9*. 8 r • • • • • 28
-+- 81 — 385 — — 3o4- — — 2*. I9 • - . ' • • 32)
— I 9 — 385 — — 4o4. = — 2*..1 o 1 . • * 34.
' — 1o 1 + 385 — -+- 284. =+ 2*. 71 . . • * . - 36
' -+- 71 + 385 = + 456 — -+-2*. 5 7 •- ' i • • 39
-+- 57 — 385 = — 328 = — 2°. 41 - - 4.2
— 4- 1 -+- 385 = + 344 = -+-2*. 43 •* • 45
* + 43 + 385 =+ 428 =+ 2*. I o7 • . • * •- 47
' -+- 1 o7 -+- 385 = -+- 492 — -+- 2*. I 23 • * • 49
' -+- 1 23 -+- 385 — -+- 5o8 = + 2*. I 27 • ' 5 I
-+- 1 27 -+-385 = + 5 1 2 = + 2*. 1 • • • • • 6o
I i 3 ergo
I
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ergo x = 6o, ita vt formula 2* — * diuifibilis fit per
385 ; " quod etiam inde concludi potuiffet , quod diuiforis
noftri fa&tores funt 5, 7, 1 1. quorum primus 5 eft diui
{or formulae 2* -+- I. fecundus 7 eft formulae 2* — 1;
tertius 1 1 eft formulae 2* -+- 1 ; at formula per has tres
diuifibilis fimplicior non datur quam 2* — I.
§. z r. Videamus nunc, quomodo hae operationes
contrahi potuiffent. Tertia operatione prodiit poteftas 2*-'*
rcfiduum dans 9; vnde eius quadratum 2**-** refiduum
praebet 8 1 ; cubus autem 2**-** praebet refiduum 729,
fiue 344, fiue — 41 ; hinc quarta poteftas a**T** dabit re
fiduum — 369 , fiue -+- 1 6 = 2*. 1. ergo per 2* diuidendo
poteftas 2**-** dat refiduum -+- 1. et diuidendo per 2**,
cuius refidunm etiam eft -+- 1 , poteftas a*-** refiduum
dabit -+- I, vti modo inuenimus.
Exemplum Io.
$. 22, Sit N = 3 1 1, fietque:
1 -+- 3 r I = -+- 3 I 2 = 2*. 39 . . - - 3
39 — 3 I r = — 272 = — 2*. 1 •■ . . - -7
- 17 — 3 1 1 = — 328 = — 2*. 4. 1 . , I O
- 4-i — 3 I r = — 352 - — 2*. 1 1 - - x 5
- I ■ + 3 i 1 = -+- 3oo = -4- a*. 7 5 . . 1 7
+ 75 — 3 1 1 = — 236 = — 2*. 59 . .. I 9
- 59 -+- 3 i 1 = -+- 2 52 — -+- 2*. 63 - • 2 I I
-+ 63 — 3 I 1 = — 248 = — 2*. 3 1 . . 24.
- 31 + 3 i 1 = + 2 8o = + 2'. 35 . . . 27
+ 35 — 3 1 1 =-- 276 = — 2*. 69 . . 29
— 69 - 31 r =- 38o =— 2*. 95 • , • 3 I
* • . - 95
-*: ) ass ( **
— 95 -+- 3 1 r = + z 16 = + 2*. z 7
-+- 27 — 3 1 1 =— 284. —- — 2*. 7 1 . . .
— 7 1 + 3 1 * E +2+o =+ 2*. 1 5 . . . 4o '
+- 1 5 — 3 r t = — 296 = — 2*. 37 . ., 4-3
— 37 — 3 r r = — 348 = — z*. 87 - . . 45
— 87 -+- 3 ■ ■ = + 2 24. -* -+- 2*. 7 . . . . . 5 <•
+ 7 — 3 1 r = — 3o4- — —-- 2*. 1 9 ; . . . . 54
— 19 -+- 3 r m-*— -+- 292 r + 2*. 73 '. - . , 56
+ 73 + 31 I … + 384 = -+- 2*. 3. . . , 63
+ 3 — 3 1 1 =— 3os - — 2". 77 .- . . 65
— 77 — 3 1 1 = — 38 = — 2'. 97 . . 67
—97 — 3 1 f = -— 468 --— 2*. 5 1 ; . . • . *7ö
—s 1 + 3 1 1 = + 2 6o = + 2*. 65 . * . *;:
-+- 65 -+- 3 1 1 = -+- 3- 6 = -+- 2*. 47 . . 75
+ 47— 3 1 1 = — 264. = — 2*. 33 . . 78




* — 43 + 31 1 =-# 268 =+ 2*. 67 . . . . . 83
A
+ 67 — 31 1 =—244 = — 2*. 6 f **. * . - 85
— 6i — gi 1 =1-372 = — 2*. 93 - . . . 87
— 93 — § i 1 =— 464=— 2*. i 6i . . 89
— 1 o i — 3 i ■ = — 4 , 2 = — 2*. rog . . 9 .
— io3 4. § 1 i = -|- 2o8*=+ 2*. 1 3 . , 95
+ 1 3 + 3 1 1 = + 3*4= + 2*. 8i . . . . 97 :
+ 8 1 + 3 1 1 = + 392 = + 2*. 49 • • I, OOf
+ 49 + 3 1 1 E + 36&'= + 2*. 4-5 • • ■ o3
+ 45 + 3 I 1,= — 356 =— 2*. 89 . . . 1 o5
— 89 — 3 1 1 =: — 4oo = — 2*. 25. ' . , . . . r 69
— 25 — 3 1 I =— 336 = — 2*.-zr .* - -. ■ 1 3
— 21 — 31 m = -- 332 = — z*. 83^ . . ' - - ■ 1 5
— 83 + 3 1 r = + zz 8 = + z* 57 • . • * 17
+ 57 + 31 i =+ 368 = + 2*. 23 • • s2 ,
- - w + 23
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-+- 23 — 3 1 1 = — 288 = + 2*. 9 - . 1 26
+ 9 + 3 I 1 = + 32o = -+- 2*. 5 . • I32
-+- 5 + 3 II = + 3 I6 = -+- 2*. 79 . - I34.
-+- 79 — 31 1 = — 232 =— 2*. 29 . , I37
— 29 — 31 1 = — 34o E — 2*. 85 . • I39
— 85 — 3 1 1 = — 396 =- 2*. 99 . ' . I4I
— 99 -+- 3 1 1 = + 2 I 2 = + 2*. 53 . • I43
-+- 5 3 + 3 I I = -+- 364. — -+- 2*. 9 I • • I45
-+- 91 — 3 I r = — 22o = — 2*. 55 • • I47
— 55 + 3 I 1 E + 256 = 2'. r • - I55
ergo x = 1 55 , ficque minima formula per 3 1 1 diuifibilis
e(t 2'** — I.
Si fubftitiffemus in 25* operatione, habuiffemus
2*-**, eiusque refiduum 47; et fumtis quadratis 2**-'*,
fiue per principalem diuidendo, 2*- * cum refiduo 22o9,
fiue 32 = 2*. 1. vnde poteftas 2*- *** refiduum optatum
producit -+- 1. Sin autem in operatione 17"* fubftitiffc
mus, habuiffemus 2*T* cum refiduo 7; fumtisque cubis
2**-** cum refiduo 343, fiue 32 — 2*. 1, ita vt iam po
teftas 2*** ***, fiue etiam 2** *** refiduum det —4— 1 ; vn
de fequitur x = 155, vt ante.
Exemplum 11.
§. 23. Sit diuifor N = 233, et fumto primo re
fiduo = 1, faciemus: Summa expooent.
r — 233 = — 232 = — 2". 29 - • * 3
— 29 -+- 233 = -+- 2o4. — -+- 2*. 5 1 - - 5
+ 5 I -+- 233 = + 284. — -+- 2*. 71 . - -7
-+- 71 -+- 233 E + 3o4.= -+- 2*. 19 - • II I
-+ I9
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+ 19 -+- 233 = H- 252 =+ 2*. 63 , . ' . xs
+ 63 + 233 = +296=+ 2*. 37 i . . x6
+ 37 — 233 =— 196 =— 2*. 49 I.II T. 1 s
— 49 + 233 =+ 1 84. = + 2*. 23 . I . 2 x






§. 24. Hac igitur methodo pro, quolibet diuifore
N facile computatur formula fimpliffima 2* -+- 1 per eum
diuifibilis. Haud igitur abs re vifum eft, tabulam hic ad
iungere , in qua pro omnibus numeris primis vsque ad
3oo fimpliciffimae formulae exhibentur; diuifores autem
primos commode in , quatuor, ordines, , fecundum formas
$ m-+- * ; 8 n — s ; 8 n -+- 3 et 8 n — 3, diftribui con
.
- *
ueniet : - -
N IN .j . -
8 n -+- I [** + * 18 n — 1 :| 2* -+- 1 :
I \ 2" — I. n . | 2*— x
1*7 | 2* + I. 23 I 2'' — I. ,
41 || 2'°+ 1. 3 1 || 2* — 1. '
*73 | 2* — 1. 47 | 2** — r.
89. j 2**— i. *71 i 2** — x.
97. I 2**+ 1. *79 | 2*— r. .
x 13 ; 2'*+ 1. 1o3 i 2*'- r.
a 37 | 2**+ 1. 1 27 12* — x.
x 93 ] 2** -+- I. 1 5 1 1 2'*- 1.
233 | 2*-+- I, 1 67 | 2**— x.
24I i 2'*+ 1. 191 i 2*— 1.
257 I 2* -+- 1. 199 | 2°— 1.
a8 1 I 2**-+- 1. aa3 I a*— 1.
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. IX k R]
• • . : t • . -. 1 r • .*s ; v - *; 2* -+ 1 ,. „…, ..t. . N ** + + [8 m- ' |* --_ I. i
N. .8 n -+ 1 }2* -+- ÉÉTAETHIETAT- rs -
«»?•+ IT *39 . i 3 1 . ;.
2 - 3 1 3 2. • !- 263 *f 2 - I - - *
- » si '— 1' ù --- -; Tis5— rr ! 37 - — • **j i *1 2
- 2** -4- I '55 — I*_ 353 '°+ 1 |. 3 1 1 || 2
- - *. - '**— 'r • ---
' - - - .)(. f) »: 367. ] •'**. - - -', . . , 'i' r* : - 2'°' … f
, | |, ::; , *** — I....,: - ... -.- ••• •f • 43 L. 12 - -
f • . _ —————
- - • • i. '… .: , … p. • ». '!• • • N ' ' n. - -
e ° , . i. £ , " , , N ' - - - - lì 2*—■— 1 -
'* s \ s fa* + * ls iil s ———•. '23 : " 8 n + 3 2 -
- - - '5 | 2* -+- I3 | 2'-+- I I 3 * 1: . - …
I I. 12* 7 , f . ? f 2** 4• r
1 9 13* * * 37 | 2"+ 1.
43 I! 2* + 1 33 [2* + 1 .
59 '\ 2** -+- 1 ' 61 || 2* -+- 1 --
67 | 2** -{- I 1 o 1 || 2° —H- 1
83 ^*' -+ 1, f : _ - » '* + r'i* fa*i- r* 1 ©9 7* . . , &1 o7, 12* ; ... T I 49* || 2 + * -: ■ ** -}- I 1 26- l— * *
13 I, [2 I 57 2 T -i; * ;
69 -
1 39, i 2° + 1 |. 173' | 2° + 1 -
2*' -+- I . od I ;I 63 1- . • -1 . I 8 I 2 —+ -
179 2** -+- I I i *' 2°* -4- I. .
2 1 1 2°* -+ 1 ]. 3. 2** 4- r *'' +- I '-T * 134 I - *
227 ** -4- 1 269 a'*+ ; -25 r 2. * * * * *. - * -
- - • • • *. -- - •1.. -
. N .
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* * * | * N … [. . . ' ; -. . . ^, .,
8 n -+- 3 | 2* -+- 1 •'•/• • . '• '• ' '- : ... -
283 | 2“ + 1 277. | 2* -+- 1
„ „ „ 397 | 2"+ 1 || 293. 12'* * *... i * ; I' !f-; 1 I - '. *- v- i A. — • ^
, , , , , 33 r || 2''* * {. 317 [2''+ * * * *
- ' " 347 | 2"+ 1 | 349 [2''* + * * r . . .
37 1 I 2''* -+- 1 1 * 373 | 2'** -+- r • * • ' • *.
379 | 2'° + 1 ; 3:3 Et [I
I 397 .
' -; . . . . .' .
Hos cafus probe perpendentes ftabilire poterimus fequens
theorema , quod eo magis notatu dignum videtur , quod
firma demonftratione etiamnum indiget.
, Theorema.
•• -
. §. 2s. . Si numerus primus 2 p+ 1, fuerit formae
8 m í 1, per cum (emper diuifibilis erit formula 2*— 1 ;
fin autem habeat hanc formam: 8 m + 3, per eum diuifi
bilis erit formula 2?-}- 1,,, Cum ' enim formula 2* P — r
femper diuifibilis fit'per' nurherum primum 2 p —— 1 ; ne
ceffe eft, vt altervtra harum forfmülarum: 2* — 1, vel 2?+ 1
per evndem diuidi queat ; quod cum aeque valcat de om
nibus aliis poteftatibus* a*?- 1 ,, dummodo a ad 2 p —H 1
fuerit primus, prouti pro a , alios atque alios valores affii
mamus, fequentia theoremata, yera deprehenduntur.
{^
- Theorema. 2.
* * _ §. 46. Si numerus primus 2 p-- 1, fuerit formae
x 2 m -F * , per eum ßmper diuifibilis,erit,formula 3* — 1.
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Sin autem habeat formam 1 2 n −F 5, per eum diuifibilis
erit formula 3* -+- t.
* - -
- -
' ' , Theorema 3. .
§. 27. Sumto, a = s , fi 2 p + 1 fuerit numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis fit fiue formula 5?— 1,
fiue 5?-}- 1, fequens tabella declarat:
• Si , fuerit | Diuifibilis
2 p -+- 1 I , erit
2o. n -+- 1 15? — 1
2o. m -F 3 | 5? + 1
:2o. n –F 7 j 5?-+- r
2o. n -+- 9 | 5* — r.
*, , :, • ' ' *) Theorema 4.
, , _ . §. 28. Sumto a= 6, fi fuerit 2 p-#- * numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis fit fiue formula 6*—*,
, fiue. 6°+ x, fequens tabella declarat:
-- , ' ' ■ ; Si fuerit l Diuifibilis.
' ; , a p +- 1 erit




24. m -+- r
24. m -+- 5
24 n -+- 7
24. m -+- 1 1
Theorema 5.
1 §. 29. Sumto a= 7, fi fuerit ^2 p -+ 1 numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis fit fiue formula 7*— 1,
- .. • , , fiue.
- - -
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fiue formula Υ?+ 1, ex fequenti tabella patet:
Si fuerit | Diuifibilis
2 p -+- 1 [ erit
28 n -+- 1 17* — r * : »
28 n -+- 3 [7? — r • • »
s8 n -+- 5 j 7* -+- 1 -
a 8 m -+- 9[7?— *
28 n -+- 1 1 j 7* + * * -
28 n -+- 1 3] 7? + * • .
Theorema 6.
§. 3o. Sumto a = 8, fi fuerit 2 p -+- r numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis, fit fiue formuka 8? — v,
fiue &*-+- 1, fequens tabella oftendit: – – – –,
Si fuerit Diuifibilis * • • t • ' , '
2 p —#- v } erit - * • •
32 m -+- 1 || 8?— r
32 m -+- 3 f 8? + r ~
32 m -+ 5. 8?-}- r - ·
32 m -+- 7 | 8* — r.
32 m -- 9 f8?— r
32 m -+ 1 v.] 8?-+- * - -
32 m -+- 13 18? + x. · · · ,
32. n -+ 15, 18? — m ; · · · · ·
Theorema 7. '
• s. gr. Sumto a= 16, fi füerit 2 p-4- r numerus
Primus, vtrum per eum diuifibilis fit fiue formula 1o?— 1,
*o* -+- 1 , ex fequenti tabella, perfpicitur :. .'K k 3, •- - . - • $i;
v















Si fuerit | Diuifibilis ' ' . '
2 p -{- 1 erit , ;
4o. n -+- 1 . | 1 o* — I
4o. n -+- 3 | 1 o? — 1
4o. n -+- 7 j ro? + 1
4o. n -+- 9. { 1 o* — 1
4o. m -+- 1 1 i 1 o* + x ,
4o. n -+- 1 3 | 1 o* — r . •
4o. n -+- 17 : 1 o*-+- 1 - .
-+4o. m +- 1 9 | 1 o" + 1
-- ' - j *
, Theorema generale. . .
3. 32. Quicunque fuerit numerus a , {i 2 p -+- 1
denotet numerum primum et cafu p =finnotuerit, vtrum
formula a'— 1, an a'-+- 1 diuifibilis fit per 2 f-+- 1 ; tum
generatim eiusdem generis formula, fiue a? — 1, fiue a*+ 1
diuifibilis erit per 2 p-4- 1, fi fuerit 2 p+ 1 = 4 a n + (2 f+ 1),
quicunque numerus pro n accipiatur, dummodo inde pro
deat 2 p —H 1 numerus primus. -
Corollarium 1.
§. 33. Ex praecedentibus theorematibus fatis li
quet, cafu f= o femper formulam a? — 1 diuifibilem fore
per 2 p + 1 = 4 a m -+- I, quoties fcilicet hic numerus
fuerit primus.
* • • Corollarium 2.
* §. 34. Sin autem fit f= 1 , prouti fiue a— 1 ,
fiue a -+- 1 per 3 diuidi poteft, fimili ca(u generatim fiue
". - for- !
*;
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formula a?-- 1 per numerum primum , 2 p -4- r erit di
uifibilis, quoties 2 p -i- I in hac forma: 4 a n + g con
tinetur. - - * . £ ; . '. 1
Scholio n.
§. 35. Theoremata autem particularia allata facile
vlterius continuari poffunt, fi fequens : problema in fubfi
dium vocetur , cuius quidem folutio firmiffimis rationibus
innititur.' ' • , * * - \ - ' • 1 *
- -* • • • • •
Problema.
§. 36. Quicunque fuerit numerus a, fi 2 p -4- r
denotet numerum primum, quouis cafu oblato inueftigare,
vtrum formula a*— 1, an altera a* -+- 1 diuifibilis fit per
2 p +- J • • • r • • • *• .•• • ** • • • • •. •
-
· · · · · · · · ·
SoJutio. , , , , * * *. -
Quaerantur omnia refidua, quae ex diuifione qua
dratorum per numerum a p -i- r refuftant, quae fint* 1 ;
æ; 3; y; ô; etc. multitudine = p, numeri autem ab- his
diuerfi non- refidua adpellentur. Quo fa&o- fi- nnmerus -a
inter refidua reperiatur; tum femper formulâ a?— 1 erit
diuifibilis; fin autem numerus, a infer non-refidua occur
rat ; tum altera formula a* -+- * diuifibilis erit.— Haee au
tem rcgula ita demonftratmr: Si fierit a refiduum ex cu
7. '. -
iusdam quadrati x* diuifione per 2 p -i- i natum; tùm erit* - _
**- a per- 2 p--- 1 diuifibile; fiue aequabitur, cuipiam
multiplc» : m (2 p-4- 1); : ita ' vt fit a=x*— m(2p + 1).
Hinc ergo, fict a? = (x*,— m (2. p.-+- s))*, quâdºprtefias
Per a p -+- 1 - diuifa idem- refiduum- relinquet-ac poteftas
•,
- (x*)
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(**)*; werum haec poteftas abit in x**, quae per 2 p + ;
diui(a certe vnitatem relinquit.: Ex quo fequitur, etiam po
teftatem a? vnitatem relinquere, fiue formulam a?- x effe
«diuifibilem. -
Corollarium. *
$. 37. Cum refidua 1 ; α; 3; y; 8; etc. minora
effe foleant quam diuifor a p -+- 1 ; iis adhuc annumerari
licet 1 +- (2 p -+- 1); a -+- (2 p -+- 1); 3+ (a p + *); etc.
quod obferuandum eft, fi numerus a maior fuerit diuifore
2 p -+- r.
Scholion.
§. 38. Cum igitur in hoc negotio maximi fit mo
menti, tam refidua, quam non refidua noffe, pro diuifori
bus primis minoribus; fequentem tabulam hic adiiciamus:
fuperfluum autem foret, non- rcfidua adpofuiffe.
Diuifor. ] Refidua.
3• 1, 4, 7, 1o, m 3, 16, 19, 22, 25, etc.
5. I, 4, 6, 9, 1 x, 14, 1 6, 19, 2 1, 24, etc.
<7. 1 » 2, 4* 8, 9, I I , I 5, 1 6, I 8, 22» etC.
1 1. 1 1, 3, 4, 5. 9, 1 2, 14, 15, 1 6, 2o, 23, etc.
I3• I » s, 4, 9, 1o, 1 2, 14, 16, 17, 22, 23, 25, 27, etc.
1 7. I, 2, 4, 8, 9, i3, 15, 1 6, 1 8, 19, 2 1, 25, 26, 3o etc.
* 19. I 1, 4, 5, 6, 7, 9, 1 r, 16, 17, 2o, 23, 24, 25, a6, etc.
23. I, 2, 3, 4, 6, 8,9, I 2, 13, 1 6, 1 8, 24, 25, 26, 2*7, etc.
I)iui




29. I, 4, 5, 6, 7, 9, I 3, I 6, 2o, 22, 23, 24, 25, 2 8, etc.
3 r. | I, 2, 4, 5, 7, 8, 9, Io, 14, I 6, I 8, I 9, 2o, 25, 28 etc.
37. ! I, 3, 4, 7, 9, Io, II, I 2, 16, 2i, 25, 26, 27, 28, 3o,| 33, 34, 36, etc.
- - etC.
Ope huius tabulae fequentia theoremata particularia facil
fime deriuabimus.
Theorema 8.
$. 39. Sumto a = 1 1, fi fuerit 2 p -{- I numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis fit formula I i?— I, fiue
1 1? -+- I, fequens tabella oftendit.
Si fuerit | Diuifibilis
2 p -+- I erit
44. m -+- I | 1 I* — 1
44. n -+- 3 ] I 1? -+- I
44. m -+- 5 1 I I? — x
44. m -+- 7 1 1 1? — I
44. m -+- 9 | 1 I? — I
44. n -+- 1 3 | I I? + 1
44. m -+- I 5 | I 1? + 1
44. m -+- 1 7 | 1 I? + I
44. m -+- 1 9 ] I 1? — I
44. m -+- 2 1 i 1 1*-+ 1
Euierz Opusc. Anal. Tom. I. IL 1 Theo
-
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Theorema 9.
§. 4o. Sumto a= r 2, fi fuerit 2 p -+- 1 numerus
primus, vtrum per eum diuifibilis fit fiue forma i 2* + 1,
fiue 12? — I, ex fequenti tabella patet:
Si fuerit 1 Diuifib:lis
2 p -+- I erit
48. m -+- I | 1 2? — I.
48. m -+- 5 || 1 2? + 1
4S. m -+- 7 | 1 2? + I
48. m -+- 1 I | 1 2? — I.
48. m -+- I 3 1 i 2° — r
48. m -+- 1 7 | 1 2° + r.
48. m -+- 1 9 , 1 2* -+- x
48. m -+- 23 | 1 2° — I.
^Thcorcma Io.
patet.
6. 4 1. Sumto a fuccefTiue = I 3, 14, I 5, fi fue
rit 2 p -- 1 numerus primus, vtrum per eum diuifibilis.
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ADDITAMENTVM.
Q„. ha&enus funt tradita, pferumque adhuc firmis de
monftrationibus deftituuntur ; omnia autem dubia maximam
partem diluentur fequentibus propofitionibus, quibus fimut
omnia ad multo. maiorem euidentiae gradum cuchentur.
Theorema I,
§. r. Si formula 4 p —- (2 q —— 1 )* fuerit numerar
primus, per eumque omnia quadrata diuidantur, inter refidua
occurret tam -+- p quam — p.
Demonftratio.
In his refiduis primo occurrunt omnia quadrata ,
quatenus funt ipfo diuifore , quem littera D defignemus,
minora ; praeterea vero ex quadratis maioribus, veluti Q*,
nafcuntur rcfidua Q* — D, vel Q* — λ D. Quin etiam no
tum eft, ad refidua referri poffe omnes formulas Q* E- λ D.
Capiatur igitur Q' = (2 q -i- I)*, et ob D = 4p-|-(2 q.+ 1)*,
refiduum prodit — 4 p ; ergo etiam inter refidua erit — p,
quia generatim , fi inter refidua fuerit cz* [3, tum ibidem
quoque femper [3 reperitur. Porro quoniam hic diuifor
4 p —- (2 q +- I)* in forma 4 n -+- I continetur, iam de
monftratum eft, fingula refidua vtroque figno —— et — ad
fe&ta reperiri ; vnde manifeftum eft , noftro cafu tam -+- p.
quam — p inter refidua reperiri debere,
Corol
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Corollarium r.
§. 2. Quia tam -+- p quam —p eft refiduum, da
buntur formulae tam x x —- p y y quam x x — p y y per
propofitum diuiforem D diuifibiles.
Corollarium 2.
§. 3. Cum autem hae formae: x x -+-p yy et
x x — p y y, alios nón admittant. diuifores, nifi qui in certis
formulis contineantur , neceffe eft , vt etiam numerus p.
fub iisdem formulis comprehendatur. ' ' -.
- Corollarium 3. …
§. 4. Quia, pofito diuifore = 2 m -+- I, numerus
omnium refiduorum tantum eft = m,, dum reliqui numeri
omnes ad non - refidua fint referendi; hinc fequitur, etiam
formulam p"— I diuifibilem före per 2 m -+- r, dummodo
2 m -+- I fuerit numerus primus. Quia cnim omnes po
teftates ipfius p quoque funt refidua , horumque numerus
tantum eft * m , neceffe eft , vt poteftas p" iterum ad* vmi
tatem, fcu p° reducatur, hincque p" — I diuidi poterit per
diuiforem 2 m -+- I. £ - }
- - * ••
Theorema 2. •
§. s. Si formula 4 p — ( 2 q +- 1 )* fuerit numerus
?rimus, per eumque omnia quadrata diuidantur, in refiduis
An per occurret numerus p ; at eius negatiuum — p, fiuè quod
*^4em redit D — p, denotante D diui/orem, ad non-refidua
refertur. ' -
* L l 3. ' ' ' Dc
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Demonftratio.
Praeter ipfa quadrata, diuifore minora, etiam inter
refidua occurret quadratum (2 q -f- 1 )*, diuifore auétum,
ideoque 4 p ; ergo etiam, ob rationem ante allegatam, oc
curret numerus p. Et quia hic diuifor 4 p — (2 q -+- 1 )* eft
numerus formae 4 m — I , vbi nullum refiduum vtroque
figno + et — adfeétum occurrit, fequitur — p iater non
refidua reperiri debere. w e
„ Corollarium 1.
S. 6. Quia ergo p certe eft refiduum, dabitur for
mula x x — p y y per noftrum diuiforem diuifibilis , vnde
«etiam diuifor eiusmodi formam habebit, qualem diuifores
formulae x x — p y y poftulant.
Corollarium 2.
$. 7. At quia — p eft non-refiduum, nulla dabi
tur formula x x —— p y y per noftrum diuiforem diuifibilis,
'vnde etiam diuifor e formula generali, quae omnes diuifo
res ipfius x x -+- p y y comple£titur, excluditur.
Corollarium 3.
$. 8. Ob rationem ante allegatam, fi diuifor vo
cetur 2 m -+- I, formula p"— 1 per eum diuifibilis effe de
bet ; neque vero haec formula: (— p)* — 1 erit diuifibilis,
id quod etiam per fe eft perfpicuum. Cum enim diuifor
nofter formam hábeat 4 n — r, fiet m — 2 n — 1 , ideoque
numerus impar, et (— p)"=— p"; quare cum p* — r fit
diuifibile, certe haec formula —p* — 1, fiue p"-H 1, non
erit diuifibilis. - *,
*- * * *. Theo
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Theorema 3.
§. 9. Si 4 n -+- I fuerit numerus primus, per eum
que omnia quadrata diuidantur; inter refidua omnes occur
tent numeri fiue in bac forma generali; n — q q — q, /iue in
hac: q q—- q — m, contenti. -
T)emonßratio.
Manifeßum eft, diuiforem noftrum 4 n -+- 1 infini
tis modis ad formam 4 p —- (2 q —— 1)* reduci poffe. Po*
fito enim 4 m -+- I E 4 p -+- ( 2 q -+- I.)*, fiet n=p + q*-+- q;.
ideoqne p — m — q* — q; vnde fequitur, quicunque nume
riis pro q accipiatur , numerum m — q q — q inter refidua.
reperiri; dcinde quia etiam — p eft refiduum (§. y.), ma
nifeftum eft, etiam omnc3 numero8 in hac forma qq-+q-*
fbre refidua,
Corollarium ¥. -
§. 1 o. Hoc ergo modo, dum pro q fücceffiue ac
cipiuntur omnes numeri o, I, 2, 3, 4, 5, etc, infiniti pro
dibunt numeri ad refiduas referendi , qui , tamen omnes ad
multitudinem , 2 m fe reduci patientur, quandoquidem plura;
teiidua diuerfa. non dantur quam 2 m.
Corollarium 2.
§. 1 r. Neceffe igitur eft , vt omnes, numeri, fiue:
in forma m — q q — q, fiue in förma q q -+- q— m contenti,
omnia plane praebeant refidua , diuifori 4 n -+- 1 conueni
entia. Quin , etiam ex aliquot huiusmodi rcfiduis reliqua.
1ponte mafcuntur, cum tam potcftates, quoque fingulorum,
quam
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quam produ&ta ex binis pluribusue, pariter in refiduis oc
currere debeant; vnde patet, fi iam prodierint refidua α y
et 3 y, tum etiam refiduum fore α 3. Quia enim produ
&tum c. 3 y* eft refiduum , omiffo quadrato y* etiam a 3
erit refiduum,
Corollarium 3.
§. 12. Quodfi ergo compertum fuerit refiduum
a 3, ex alio autem cafu refiduum prodeat α, etiam alter
fa£tor 3 erit refiduum.
Scholion.
§. 1 3. Cum huiusmodi combinationes binorum re
fiduorum pluribus, immo infinitis modis inftitui queant,
hinc iam maxime verifimile videtur, praeter ipfos nume
ros in formulis m — q q — q et q q -+- q — m contentos etiam
omnes eorum fa&tores primos in refiduis occurrere , quae
conie&tura vtrum fundamento certo innitatur nec ne, per
fequentia exempla exploremus. Hunc in fihem expona
mus numeros in formula q q —— q contentos, qui funt
o, 2, 6, I 2, 2o, 3o, 42, 56, 72, 9o, I Io, I 32, I 56,
I 82, 2Io, 24o, 272, 3o6, 342, 38o, 42o, etc.
et quemadmodum refidua hinc nata littera p defignamus,
ita rcfidua prima feu fimplicia littera r indicemus, et quo
facilius perfpiciatur, omnes faétores numerorum p quoque
effe refidua , ipfos numeros p per fuos faétores primos
repraefentemus: -
1°. Sit 4 m -+- 1 = 5; erit n = 1.
P = I, I, 5, II, I9, 29, 4 I, 5. I 1, 71, etc.
f = I, 5, II, 19, 29, 4 I, 7 I, etc.
vbi
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vbi patet, numeri compofiti p, qui eft vnicus 5. 1 r, ipfos
fa&ores quoque effe refidua.
2°. Sit 4. n —— r = r 35 n = 3.
p = 3, 1, 3, 3*, 3", 3. 13, 53, 3. 23, etc.
* E I, 3, I 3, 23, 53« etC.
3°. Sit 4. m -+- r = I*7; n = 4.
p = 2*, 2, 2, 2*, 2*, 2. 13, 2. 19, 2*. 13, a*. 17, 2. 43 etc.
£r E 1, 2, I3, I 7, 19, 4-3, etc.
4*. Sit 4. m —i— 1 = 29; m = 7.
p = 7, 5, 1, 5, 13, 23, 5. 7, 7*, 5. I3, 83, Io3, etc.
fr E 1, 5, 7, 13, 23, 83, 1 o3, etc.
s*. Sit 4 n -+- 1 = 37; m = 9.
p = 3*, 7, 3, 3, II, 19, 3. I 1, 43, 59, 7. I r, Ior, ete.
£r > I, 3, "7, 1 I, 19, 4-3, 59, I or, etc.
6°. Sit 4 n -+- 1 = 41 ; n = ro.
p = 2. 5, 2*, 2*, 2, 2. 5, 2*. 5, 2*. 2. 23, 2. 31, 2*. 5,
2*. 5*, etc.
f = r, 2, 5, 23, 3 I, etc.
vbi patet, in numeris p nullos fa&tores primos confpici,
qui non fimul fint refidua.
*7°. Sit 4 n -+- r = 53; n = 1 3.
p = r 3, II, 7, I, 7, 17, 29, 43, 59, 7. I r, 97, etc.
£r E 1 , 7, I r » I 3, I7, 29, 43, 59, 97, etc.
8°. Sit 4 m -+- 1 = 61 ; n = 1 5.
£= 3. 5» *3, 3*, 3, 5, 3. 5, 3*, 41, 3. 19, 3. s*, s. 19 etc.
*^ = i » 3» 5, I 3, I9, 4. I, etc.









9°. Sit 4 n -+- 1 = 73 ; m = 1 8.
p = 2. 3*, 2*, 2*. 3, 2. 3, 2, 2*. 3, 2*. 3, 2. 19, 2. 3*,
2*. 3*, 2*. 23, etc.
r = I, 2, 3, 19, 23, etc.
1 o*. Sit 4 n -+- 1 = 89; m = 22.
p = 2. 1 I, 2*. 5, 2*, 2. 5, 2, 2*, 2*. 5, 2. 17, 2. 5*,
- 2*. I 7, 2*. I 1, etc.
* — I, 2, 5, 1 I, I 7, etc.
1 1°. Sit 4 n -+- 1 = 97; n = 24.
p = 2'. 3, 2. II, 2. 3*, 2*, 3, 2', 2. 3, 2. 3*, 2*, 2*. 3,
- 2. 3. 1 I, 2. 43, etc.
f* — I, 2, 3, II, 43, etC.
1 2°. Sit 4 n -+- 1 = 1 1 1 ; n = 25.
p = 5°, 23, 19, I 3, 5, 5, 17, 3 I, 47, 5. I 3, 5, 17, etc.
* = I, 5, I 3, I 7, 19, 23, 3 I, 47, etc. -
1 3°. Sit 4 n -+- 1 = 1o9 ; m = 27.
p = 3°, 5°, 3. 7, 3. 5, 7, 3, 3. 5, 3. 13, 3*. 5, 3*. 7,
83, etc,
r E I, 3, 5, 7, I 3, 83, etc•
14°. Sit 4 n -+- 1 = 1 1 3; n = 28.
p = 2*. 7, 2. 13, 2. 1 1, a*, 2*, 2, 2. 7, 2*. 7, 2*. rr,
- 2. 3 I , 2. 4. I, etc.
f = I, 2, 7, 1 I » I 3, 3 I, 4. r, etc,
1 5°. Sit 4 n -+- 1 = 137; n = 34.
P = 2. 17, 2*, 2*. 7, 2. II, 2. 7, 2*, 2*, 2. 1 1, 2. 19,
2". 7, 2*. 19, etc.
f = i , 2, 7, 1 I, I 7, 19, etc.
wo*.
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nullos numeros primos fub littera p tamquam faétores oc
1 6". Sit 4 m -+- 1 — I49; n = 37.
p= 37, 5. 7, 31, 5', 17, 7, 5, 19, s. 7, 53, 73, etc.
* = 1, 5, 7, I 7, 19, 3 1, 37, 53, 73, etc.
17". Sit 4 n -+- 1 = 1 57 ; m = 39•
p = 3. 19, 37,*: 3', 19, 3*, 3, 17, 3. 1 1, 3. 17, 7r,
C. -
* = r, 3, II, 17, 19, 37, 71, etc.
1 8*. Sit 4 n -+- 1 = 173; n = 43.
P = 4*, 37, 31, 23, 13, 1, 13, 29, 47, 67, etc.
* = I , I 3» 23, 29, 31, 37, 41, 47, 67, etc.
19°. Sit 4 m -+- 1 = 1 8 1 ; m — 45.
P= 3*. 5, 43, 3. 13, 3. 1 1, s', 3. 5, 3, 1 1, 2*, 3*. s,
5. I 3, etc.
* = I , 2, 3, 5, I r, I 3, 4-3, etc.
2o°. Sit 4 m -+- 1 — 1 93; m = 48. - - - * *
p = 2*. 3, 2. 23, 2. 3. 7, 2*. 3*, 2*. 7, 2. 3*, 3. g, a',
2'. 3, 2. 3. 7, 2. 3 1, etc.
* … I, 2, 3, 7, 23, 3 I, etc.
2 1°. Sit 4 n -+- 1 = I 97; m = 49. -
p = 7', 47, 43, 37, 29, 19, 7, 7, 23, 41, 6I, etc. 4
r = i, 7, 19, 23, 29, 37, 41, 43, 47, 61, etc.
Scholion.
§. 14. Ex his omnibus exemplis manifefto liquet,
currere, qui non fimul ipfi fint refidua; quae veritas certe
omnem attentionem eo magis meretur, quod ex fola in
du&ione eft conclufa, neque etiamnunc firma demonftra- \ -
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tione corroborata ; quia tamen in omnibus allatis exem
plis tam luculenter fe offert , neutiquam defperandum vi
detur. Qui autem hanc inuelligationem fufcipere voluerit,
probe perpendat, hanc egregiam proprietatem tum tantum.
locum habere , quando 4 n -+- r eft numerus primus; fi
enim non eft primus, plurimi occurrunt cafus, quibus hoc
fecus euenit. Huius generis exemplum eft , quo n = 1 1 ,
tum enim prodit p = I f ; 3*; 5; r ; 3*; 19; 3 1 ; 61 ;
79; 3". 1 1 ; etc. vnde de numero 3 nuhil plane conclu
dere licet, an ad refidua pertineat nec ne ? Quod autem
cafibus, quibus 4 m -+- 1 eft numerus primus, femper fuc
cedat, ratio fortaffe in eo eft quaercnda , quod pro diui
fore 2 m -+- 1 numerus refiduorum femper eft m, dum con
tra fi 2 m -+- 1 non eft primus, numerus refiduorum mul
to eft minor; id quod in &auffa effe videtur, quod in al
lato exemplo circa numerum 3 nihil decidatur. Quicquid
autem fit, nullum plane dubium fupercfle videtur, quomi
nus fequens ftabiliatur.
Conclufio.
§. 15. Quoties numerus 4 n -+- 1 fuerit primus,
per eumque omnia quadrata diuidantur, non folum omnes
numeri in hac formula: n — q q — q, fiue etiam hac: q q + q —m.
contenti, inter refidua occurrunt ipfi, fed etiam omnes pla
ne fa&ores primi, ex quibus illi fint compofiti.
Theorema 4.
§. 1 6. Si 4 n — 1 fuerit numerus primus et per
eum omnia quadrata diuidantur , inter refidua omnes occur
De
rant numeri in hac formula: n -+- 4 4 -- 4, confenfi.
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... Demonftratio,
Hic etiam clarum eft , numerum 4 m — r infinitis
modis fubhac forma: 4 p — (2 q-}- 1)*, repraefentari poffe;
pofito enim 4 n — 1 = 4 p — (2 q +- 1 )', fiet m =p— q*— q,
fiue P= n -+- 4* -+- q. Cum ergo 4 p — (a q-+- x)* fit nü
merus primus , ante demonftratum eft, numerum p inter
refidua reperiri; quocirca etiam omnes numeri in fiac for
mula contenti: n -+- q q -+- q, inter refidua reperientur.
Corollarium 1.
5. 17. Si ergo pro q omnes numeri o, 1, 2, 3,
4, etc. fubftituantur, infiniti hniusmodi oriuntur numeri,
quos tamen omnes ad muftitudinem 2 n — x deprimere li
cet , fiquidem ifti numeri n -+- q 4-4- q per diuiforem
4 m - 1 diuidantur.
Corollarium 2.
$. 18. Neceffe ergo eft, hoc modo: omnia plane
prodire refidua, quandoquidem etiam tam poteftates, quam
' produéta fingulorum iftorum numerorum inter refidua re
periuntur; vnde vt ante fequitur, fi iam habeantur duo
refidua a et & 3, tum etiam 3 fore refiduum; quin etiam
fi az y^y fuerit refiduum, ipfum a quoque erit refiduum,
Scholion.
6. 1 9. Cum eiusmodi bina refidua infinitis modis
combinari poffint, maxime verifimilis eft fufpicio, praeter
ipfos numeros, in forma m -+- q q + q contentos, etiam
omnes eorum fa&tores primos in refiduis occurrere; quae
conie&ura vtrum pariter vt ante, certo fundamento- nita
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tur nec ne , per fequentia exempla exploremus. Iam fu
pra autem expofuimus numeros in formula q q -{- q con
tentos , vnde pro quolibet numero primo refidua fimplicia,
pariter vt ante, littera r indicemns.
1°. Sit 4 n — 1 = 3 ; erit m = 1.
p = I , 3» 7, I 3, 3. 7» 3 I » 43» 3. I9, 73, 7. I 3, 3. 37,
€tCe
*= 1, 3, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 73, etc.
2°. Sit 4. m - 1 = 7; erit m = 2.
p = 2, 2*, 2*, 2. 7, 2. I 1, 2*, 2*. 1 I, 2. 89, 2. 37, 2*. 23
2*. 7, etc.
r = I, 2, 7, 1 I » 23, 29, 34» 37» etc.
3°. Sit 4 n — 1 = I 1 ; erit m = 3.
p = 3, 5, 3", 3. 5, 23, 3. i I, 3'. 5, 59, 3. 5', 3. 3*,
I I 3, etc.
* E I, 3, 5, II, 23, 31 » 59, I I 3» etc.
4°. Sit 4. m — 1 = I9; erit m = 5.
p = 5, 7, 1 1 » 17» 5*, 5. 7, 47, 6 I, 7. 1 1 , 5. 19, 5. 23,
€tC.
r= 1, 5, 7, 1 1, 17, 19, 23, 47, 61, etc.
5°. Sit 4. m — 1 = 23; m = 6.
p = 2. 3, 2*, 2*. 3, 2. 3*, 2. 1 3, 2*. 3*, 2*. 3, 2. 3 1 ,
- 2. 3. 1 3, 2*. 3». 2*. 29, etc.
r = 1, 2, 3, i3, 29, 3 1, etc.
6°. Sit 4 n — 1 = 3 1 ; erit, m = 8.
p = 2*, 2. 5, 2. 7, 2*. 5, 2*. 7, 2. 19, 2. 5°, 2', 2*. s,
- 2. 7', 2. 59, etc.
* r I» 2» 5» 7, 19, 59, etC. -
J ' • - **.
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7°. Sit 4 m — 1 = 43; `erit n — 1 1.
p = I 1, 13, 17, 23, 3 I, 41, 53, 67, 83, 1o 1, 1 1*, etc.
r = I, 1 I, I 3, 17, 23, 3 I, 4. r, 53, 67, 83, I o I, etc.
8°. Sit 4 n — 1 — 47; m = 1 2. * .
p = 2*. 3, 2. 7, 2. 3*, 2". 3, 2*, 2. 3. 7, 2. 3*, 2*. I 7,
2*. 3. 7, 2. 3. 17, 2. 61, etc.
* = I, 2, 3, 7, I 7, 6I, etc. - .
9°. Sit 4 m — 1 = 59; * n — 1 5. •
p = 3. 5, I 7, 3. 7, 3°, 5. 7, 3*. 5, 3. 19, 7 I, 3. 29, etc.
f — I, 3, 5, 7, 1*7, I 9, 29, 7 I , etC.
1 o*. Sit 4 n — 1 = 67 ; m = 1 7.
=- I 7, I 9, 23, 29, 37, 47, 59, 73, 89, I o7, I 27, etC,
* = I, I7, 19, 23, 29, 37, 47, 59, 73, 89, ro7, 127»
€tC.
1 1°. Sit 4. m — I — 71 ; m = 1 8.
p = 2. 3*, 2*. 5, 2*. 3, 2. 3. 5, 2. I 9, 2*. 3, 2*. 3. 5,
2. 37, 2. 3*. 5, 2*. 3*, 27, 2. 3. 5*, etc.
r = I, 2, 3, 5, 19, 37, etc. -
1 2°. Sit 4 n — 1 = 79; m = 2o.
' p = 2*. 5, 2. 1 1, 2. 13, 2*, 2*. 5, 2. 5*, 2. 31, 2*. 19,
%!
2*. 23. 2. 5. I I, etc.
f — I, 2, 5, I r » r 3, I 9, 23, 3 I, etc. •*
13°. Sit 4 n — 1 = 83; n = z r. -
P = 3. 7, 23, 3', 3. 1 I, 41, 3. 17, 3'. 7, 7. 1 1, 3. 31,
3. 37, etc. ' .• v ., •
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r4*. Sit 4. n— r = Io3 ; n = 26.
p = 2. 13, 2*. 7, 2*, 2. 19, 2. 23, a*. 7, 2*. 17, 2. 41,
2. 7*, 2*. 29, etc.
* = 1, 2, 7, 13, 17, 19, 23, 29, 4r » etc.
Scholion.
$. 2o. Ex his exemplis iterum abunde patet,
omnes plane numeros primos, in numeris p contentos ip
fos quoque effe refidua. Euidens autem eft , yt primum
hoc de minoribus numeris fuerit certum, de maioribus
nullum amplius dubium relinqui; at vero in numeros p
binarius non ingreditur , nifi iam fuerit in ipfo numero
primo m; ternarius antem, nifi in duobus primis infit, ex
tota ferie p excluditur. Eodem modo patet, quinarium, nifi
in tribus primis infit, quoque excludi; feptenarius autem
penitus excluditur, nifi in quatuor primis iam occurrat, et
fic de reliquis. Vnde patet, in continuatione vlteriori ifti
us feriei nullos numeros primos minores ingredi poffe,
qui non iam ante fuerint ingreffi ; quae obferuatio fortaffe
ad demonftrationem deducere poffet. Verum hic iterum ,
probe notetur, hanc infignem proprietatem tantum locum
habere, quoties 4 n — 1 fuerit numerus primus; fi enim
effet compofitus, tum vtique eiusmodi numeri primi oc
currere poffunt, de quibus neutiquam liquet, vtrum in or
dinem r fint referendi. Veluti fi fuerit n = 3o = 2. 3. 5 ;
tum numeri pro p ita fe habebunt:
p = 2. 3. 5, 2*, 2*. 3°, 2. 3. 7, 2. 5*, 2*. 3. 5, 2*. 3*,
- a. 43, a. 3. 17, 2'. 3. $, 2*. s. 7, 2. 9', etc.
•'. . Hic
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Hic quidem ftatim adparet, binarium ad refidua effe refè
rendum; quo fublato iudicium redit ad fequentes numeros:
3. 5, 3*, 3. 7, 5*, 43, 3. I 7, 5. 7, 3*, etc.
Hinc, autem nullo modo concludi poteft , fiue 3, fiue 5,
fiue 7 in refiduis reperiri; et fieri poffet, vt finguli e(fent
non- reGdua ; quandoquidem produ£ta ex binis non-refiduis
producunt refidua; verum etiam hinc numerus 4 n — 1 = 1 19
non eft primus. De primis autem certa videtur haec
Conclufio.
$. 21. Quoties numerus 4 m — 1 fuerit primus, per
eum que diuidantur omnia quadrata; non folum omnes nu
meri in forma n -+- q q —— q contenti inter refidua occur
runt ipfi, fed etiam omnes plane faétores primi, ex qui
bus illi funt compofiti. -
Theorema generale.
- * $. 22. Demotante T numerum quemcumque in hac
formula (2 q +- 1 )* — 4 a t contentum, fi fuerit vel 4 a *-+T,
vel 4 a * — T numerus primus, per eumque quadrata diuidam •
tur, tum in refiduis femper reperietur numerus a.
Demonftratio.
Cum enim fit T= ( 2 q —— 1)* — 4 a t; numerus
ille primus erit vel 4 a * — 4. a t -+- ( 2 q -+- 1)*, vel 4 a *
—H 4 a t — (2 q +- 1 )*. lllo cafu habebimus p = a (s — t);
Hoc vero p = a (s +— t), ficque in vtroque cafu p fa&to
rem habet a , qui ergo per praecedentes conclufiones in
re(iduis ex quadratis ortis occurret.
Euleri Opusc. Anal. Tom. I, N n Co
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Corollarium r.
§. 23. Hoc ergo modo numeri T ex quadratis
(2 q -j- 1 )* formati infra 4 a deprimi poterunt ; ficque
multitudo horum valorum ad numerum determinatum re
ducetur, etiamfi numeri (2 q -+- 1)* in infinitum progrediantur.
Inuentis autem omnibus ipfius T valoribus ipfo 4. a mi
moribus, fi illis continuo addantur multipla ipfius 4. a, hos
valores in infinitum continuare licebit.
Corollarium 2.
§. 24. Quia numerus a inter refidua quadratorum
occurrit, femper dabitur formula x x — a yy per numerum
illum primum diuifibilis, fiue is fit 4 a * + T; fiue 4 a s-T;
ac fi ifte numerus primus vocetur 2 m -+- 1, tum formula
a" — 1 diuiforem habebit 2 m -+- 1.
Scholion.
§. 25. Quot autem valores diuerfos fittera T im
fra 4. a fortiatur, id pendet ab indole numeri a, fiue is
fuerit primus fiue compofitus; atque hoc difcrimen probe
eft notandum , cum vlterior euolutio harum formularum
pro cafibus, quibus a eft numerus compofitus, comrnode
expediri nequeat, nifi cafus, quibus a cft numerus primus,
ante fuerint explorati.
Theorema.
§. 26. Si a fuerit numerus primus, puta 2 cx —— r,
tum nunwerus valorum litterae T ipfo 4. a minorum erit = z,
fi totidem nttineri formae 4. n -i- 1 inde excludentur.
]
1De
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Demonftratio.
Omnes valores diuerfi litterae T ipfo 4 a mino
rmm colliguntur ex quadratis imparibus minoribus quam
a*= (2 a -+- 1)*, quae ergo funt 1, 9, 25, 49. ... (2 α— 1)*,
quorum numerus vtique eft α. Perfpicuum autem eft, ex
quadratis maioribus quam a eosdem prorfus valores ipfius
T refultare, qui ex minoribus prodierunt. Sit enim qua
dratum quoduis maius (a -+- 3)*, hocque comparetur cum
quadrato minore (a. — 3)* , et quia eorum differentia
4 a 3 diuifibilis eft per 4 a, vtrinque idem refiduum oriatur
neceffe eft. Facile autem porro intelligitur, ex omnibus
quadratis ipfo a' minoribus diuerfa refidua nafci debere.
Quia iam T denotat numeros formae 4 n -+- 1 , videamus,
quot huiusmodi numeri ab vnitate vsque ad 4a- 8 α+4.
occurrant. Facile autem patet, eorum numerum fore
= 2 α —— 1, inter quos occurit vnus per a diuifibilis; quo
excfufo multitudo refiquorum eft — 2 &; quare cum mu!
titudo valorum idoneorum ipfius T fit = a , euidens eft
totidem numeros formae 4 m -+- 1 inde excludi.
Corollarium 1.
§. 27. Quia omnes valores litterae T in forma
4 m -+- 1 continentur, fi omnes numeri huius formae ab
vnitate vsque ad 4. a fcribantur, eorum femiffs tantum
praebet veros valores litterae T, reliqui vero omnes inde
excluduntur. Vtamur autem littera © ad huiusmodi nu
meros exchufos denotandos. -
Corollarium 2. -
§. 28. Cum ergo omnes numeri formae 4*-+- a,
qui funt; -
N n s 1 , 5»
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I » 5, 99 I 3» 1 7, 21, 25, 29, 33, etc.'
pro quouis cafu numeri a fiue ad ordinem terminorum
T= (2 q +- I)" — 4. a t, fiue ad ordinem excluforum ©
referantur, operae pretium erit, ambos iftos ordines, pro
minoribus faltem ipfius a valoribus, qui quidem fint pri
mi, exhibere; atque vtile erit, non folum primam perio
dum horum numerorum ipfo 4. a minorum, fed etiam fe
quentes periodos, addendo continuo 4 a, ob oculos ex
ponere:
1°. Sit a = 2; erit 4. a = 8.
T— r I •i I 2§E;|,? ;? î 3; etC. - -
2°. Sit a = 3; erit 4. a = 1 2.
* T= I 1 1 3 | 25 | 37 || 49 | 6 rΘ = 5 | 1 7 | 29 £|? 3.] etC.
.^ • • -
Quia hic a erat 3, quadrata per 3 diuifibilia excludi de
bebant:
3°. Sit a — 5, erit 4 a — 2o.
T= r, 9 | 2 1, 29 |41, 49 | 61, 69 ] 8 I, 89
e = I 3, 17] 33, 37 f ss, s7173, 77 193, 97
Hic fcilicet ex ordine Θ exclufimus numerum 5, vtpote
ipfi a aequalem.
| ete.
4°. Sit a = 7; erit 4. a = 28.
T— r, ??i??? 5 7, 65, 8 1
Θ= I, 1 3, 1 7 I 33, 4 I, 45 I 61, 69, *73
Hic in ordine Θ omifimus numerum 21, vtpote per a=7
diuifibilem. . . . • * • * i -
etc.
*
ι' , * - , •, . .. 5°.










s°. Sit a = 1 1 , 4. a = 44. }
T= 1, 5, 9, 25, 37 45, 49, 53, 69, 81 etC :=13, 17, ar, 29,4; 57, 6I, 65, 73, 85 • •
*. - 89, 93, 97, I 13, 1 25 a. • •
xor, 1 o5, I o9, 1 I 7, I 29 I . TT.
6°. Sit a= I 3; 4. a = 52. . ' • •
T= 1, 9, 17, 25, 29, 49, 53, 61, 69, 77, 81, 1or, etc. . ?
e= s, 21, 33, 37, 41, 45, 57, 73, 85, 89, 93, 97, etc. ; :
7°. Sit a = 17; 4 a = 68. . ; .
T = x, 9, 1 3, 21, 25, 33, 49, 53, etc. ' - • • • •
Θ = 5, 29, 37, 41, 45, 57, 61, 65, etc• ' .•
8*. Sit a= 19; 4 a= 76.
T— 1, 5, 9, 17) 25, 45, 49, 61, 73, *77, 81, 8s, 93,
1 or, 12 1, I 25, I 37, 149, etc.,
**,
- * ••
= 13, 21, 29, 33, 37, 4 *• 53» 65, 69, 89, 97, 195, -
IO9, II 3, 1 17, I 29, I4I, I45, €tC.
- - - 9°. Sit a = 23; 4 a = 92. .' ' * -,
.'J T— i, - 9, i3, 25, 29, 4r, 49, 73, -17, 81, 85, etc.
® = 5, I 7, 2 I, 33» 37, 45 • 53, 57, 6 I, 65, 89, etc. ''
. io°. Sit a = 29; 4 a = x 16. , . -
T — 1, 5, 9, 1 3, 25, 33, 45, 49, 53, 57, 65, 8*, 93,
., ,-,- ro9, etc.
7, 41, 6r, 69, 73, -77, 85, 89, 97, IO I,
*., , , , , • *•* • *.etc. •
**
io5, 1 I 3,
- • • •
© = x7, 2I, 3•••.• • * • • • • • • • * '
* * . • .
• *- * * *• • • * * - • i
N n 3
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Scholion.
§. 29. Hinc ergo pro iftis numeris primis a im
snotefcunt tam valores litterae T, quam litterae © , quos
ita intelligere decet , vt quoties formula 4 a * -+- T, vel
4. a s — T fuerit numerus primus, puta 2 m -+- 1 , tum
femper exhibcri poffit formula x x — a yy. per 2 m -+- 1
diuifibilis; tum vero etiam femper formula a"- 1 eun
dem habebit diuiforem 2 m -+- 1, ita vt iam plura theo
remata fupra allata, fcilicet quoties a fuerit numerus pri
mus, ita fuccinéte poffimus enuntiare, wt, quoties fuerit
4 a * -{- T numerus primos = a m -+- I, tum femper for
mula a" — r evndem admittat diuiforem; quo obferuato
nullum amplius dubium fupererit, quin numeri fub ordine
e) comprehenfi contraria gaudeant proprietate, quam iam
ita enuntiare licebit, vt, quoties formula 4 a * -+- ® fuerit
numerus primus = 2 m -+- 1 ; tum non amplius formula
a" — 1 per eum fit diuifibilis; vnde cum formula a**— 1
femper fit diuifibilis, fequitur hoc cafu femper formulam
a" —4— 1 per numerum primum a m -+- 1 fore diuifibilem.
Atque haec duo enuntiata omnes cafus fupra allatos ex
hauriunt, quibus, numerus a erat primus; quando autem a
habet faétores, res fecus fe habet, hosque cafus peculiari
modo traétari conueniet.
- Problema.
$. 3o. Si numerus a fuerit compofitus, puta a=fg,
inuenire numeros vtriusque indolis per litteras T et G»
defignatos.
- - - _
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Solutio.
Hic igitur quaeruntur omnes diuifores primi 2 m -+- *
fub formula 4. f g s. -P T , contenti, per quos formula
(fg)" — 1 fit diuifibilis; id quod duplici modo fieri poteft,
vel quando hae duae formulae: f" — 1 et g" — 1 per a m+1
funt diuifibiles, vel etiam hae duae formulae: f* -+- 1 et
g"-+ I. Priore enim cafu, cum fit
(fg)" — 1 = g* (f" — 1) -+-g" — 1,
vtique haec formula per 2 m -+- 1 diuidi poterit, Iam pro
numeris primis f et g diuifores primi hoc praeftantes
fupra funt inuenti, quos diftinétionis gratia ita repraefen-.
temuS:
4f. g s =F T(J); et 4. g. f? -E T(5); _ *
quae duae formulae in vnam coakfcent, fi ex valoribus
fupra datis litterarum TV) et T**) eos excerpamus, qui
vtrique funt communes. Hi enim fi littera T compre
hendantur , vtique omnes numeri - primi huius formae
4. fg y -f- T quaefito fatisfacient. Pofteriore autem cafu , -
quo formulae f" —- 1 et g"-- 1 diuiforem habent 2 m-+ 1,
quia eft .
(fg)" — 1 = f"(g"-4- * )—f"— 1 ;
huic forrnulae , idem diuifor conueniet. Pro hoc autem
cafa fùpra vidimus, fòrmam diuiforum primorum cffe
4 f. g s -E €)uo et 4 g f s + e *'; - -
quare fi ex valoribus litterae 6 pro numeris f et g ii ,
qiji ipfis funt communes, excerpantur, eos nunc etiam
valoribus fitterae T accenferi oportet; ficque ornnes valo
res quaefiti litterae T obtinebuntur, fi tam numeri for








•&: ) a 88 ( ££
mulae ©(f) et G)' 8) communes habent, coniungantur, at
que vsque ad terminum 4 f g = 4 a producantur ; quem
in finem iam fupra valores harum litterarum vltra pri
- mam periodum continuauimus. His autem inuentis reliqui
numeri formae 4. m -+- 1 hinc exclufi valores dabunt lit
terae © , quos etiam ita colligere licet, vt eo referantur
tam termini litteris TV) et ©(s), quam litteris T' 8 ) et
G)'/) communes.
Exemplum.
§. 31. Quia haec operatio facillime exemplo il
luftrabitur, fit a = 15, ideoque f= 3, et g = 5, pro quo
vtroque numero ex fupra allatis depromantur valores lit
terarum T et G). lnde igitur habebimus:
_ * * Pro 3£= I, 1 3. 25, 37, 49, 6 r.
f= 3 & ©"'= 5, 17, 29, 41, 53, 65.
Pro 3£- 1, 9, 2 I, 29, 4 I, 49, 61, 69.
g = 5 & Θ'*' = 1 3, 17, 33, 37, 53, 57, 73, 77.
quos valores vltra terminum 4 a = 4fg = 6o continua
u1InUS.
Iam litterae T(/) et T(*) fequentes habent terminos
communes : 1, 49, 6 1, litterae autem Θ(/) et Θ'*) com
munes habent iftos terminos 1 7, 53, qui numeri coniun
&tim pracbent valores litterae T pro ifto cafu. At pro
littera © capiantur primro termini communes ex litteris
TVO et ©'*', qui funt 13, 37; tum vero etiam nu meri
litteris T *? et Θ''' communes , qui funt 29, 4. 1. Con
fequenter pro cafu propofito a = 1 5 valores litterarum T







T= I, 1 7, 49, • 53.
Θ = I 3, 29, 37, 4 r.
Hic fcilicet occurrunt omnes numeri formae 4 n -+- I, qui
quidem ad 1 5 , funt primi; et leuiter attendenti patet, toti
dem femper terminos in vtrumque ordinem T et © in
gredi.
Scholion.
§. 32. Quo haec poftrema obftruatio melius in
telligatur, regula haud adeo communis notetur, quae often
dit, quot ab vnitate vsque ad datum numerum N occur
rant numeri ad ipfum primi , vbi quidem ftatim patet, fi
N fuerit ipfe numerus primus, tum omnes , praecedentes,
quorum multitudo eft N — 1 , fimul quoque ad eum effe
primos; fin autem N fuerit numerus vtcunque compofi
tus, femper rcpraefentari poterit hac forma generali
N = a*. b°. c°. a°. . . . . .
vbi a, b, c, etc. denotant numeros primos; tum autem mul
titudo numerorum ad N primorum ipfoque minorum erit
(a — 1 ) a*-'. (b — 1) b*-'. (c — 1) c*-'. . . . .
Cum nunc noftro cafu fit N = 6o — 2*. 3'. 5'. erit multi
tudo numerorum ad N primorum ipfoque minorum
= I. 2. 2. 4. = 1 6 , -
qui cum omnes fint impares et tam formae 4 m -+- 1 quam
formae 4 n — 1 , noftrae formae 4 n -+- 1 tantum aderunt
nurneri 8 , quorum femiffis ad litteram T, reliqui vero
ad litteram Θ referuntur. Vtamur ergo hac regula in
uenta ad numeros T. et Θ pro fimplicioribus numeris a
ex binis fa&toribus primis conftantibus euoluendos:
Eeleri Opusc. Anal. Tom. I. O o 1°.
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1°. Sit a = 2. 3; 4 a = 24.
T — I, 5 , 25, 29 || 49, 53] 73, 77,
Θ = 13, I7 , 37, 4 1 | 61, 65 I 85, 89,
2°. Sit n = 2. 5; 4. a = 4o,
T = I, 9, 13, 37] 41, 49, 53, 77.
G) E I 7, 33, 2 I, 29 | 57, 73, 61, 69.
3°. Sit a E 2. 7: 4. a = 56.
T = I, 5, 9, I 3, 2 5, 45 | 57, 6 1, 65, 69, 8r, I or.
O = I 7, 29, 33, 37. 41, 53 l 73, 85, 89, 93, 97, 1o9.
4°. Sit a = 2. I 1 ; 4 a = 88.
= I, 9, 1 3, 2 I, 25, 29, 49, 6 I, 81, 85.
G) = 5, 17, 37, 4 1 , 45, 53, 57, 65, 69, 73.
5°. Sit a = 2. 1 3 ; 4 a — io4.
T= 1, 5, 9, 17, 2 I, 25, 37, 45, 49, 8 1, 85, 93.
Θ = 29, 33, 4 I, 53, 57, 6 1, 69, 73, 77, 89, 97, I or.
6°. Sit a = 3. 5 ; 4. a = 6o.
T = 1, 1 7, 49, 53.
© = I3, 29, 37, 41 •
7°. Sit a = 3. 7; 4 a — 84.
T= 1, 5, 1 7, 25, 37, 41.
© = I 3, 29, 53, 61, 65, 73.
Problema.
§. 33. Si a fuerit numerus vtcunque compofitus,
inuenire valores litterarum T et ®, qui illi conueniunt.
Solu
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Solutio.
Primo notetur, fi a fuerit quadratum, puta ff, quia
pro binis fa&toribus f et f, tam litterae T, quam ® in
ter fe conueniunt, omnes plane numeri formae 4. m —H- 1 ,
quatenus fcilicet ad f funt primi, ad ordinem T funt re
ferendi, ita vt ordo e plane vacuus relinquatur, id quod
natura rei manifefto poflulat. Cum enim fit a = ff, ideo
que a" = f*", femper formula f** — 1 diuifibilis eft per
numerum primum 2 m -+- 1 , ficque forma a" —— 1 nun
quam hunc diuiforem admittlt. Deinde fi fuerit a= ffg,
quoniam pro ff in ordine T omnes numeri occurrunt, in
Θ vero nulli, manifeftum eft, pro hoc cafu in ordinem T
eosdem numeros ingredi , qui pro fimplici numero g
funt inuenti ; neque vero ex ambobus Θ vllus praeterea
accedet, omitti vero debent ii numeri, qui ad ff non funt
primi. Denique fi a fuerit , produétum ex pluribus nu
meris primis, veluti a = fg h k; quaerantur pro faétoribus
fg et b k numeri ad ordines T et Θ referendi, ex quibus
deinceps valores harum litterarum pro ipfo numero f pe
rinde concludentur, vti in problemate praecedente.
Exemplum.
6. 34. Sit a — 3o — 2. 3. 5, ideoque 4 a = 1 3o;
fiimantur primo litterae T et G) pro numero 3. 5 = 15,
qui autem vsque ad 1 2o continuentur, qui funt.
pro$E I, 1 7, 49, 53, 6 t, 77, I o9, 1 1 3,
3.5 ( © c 1 3, 29, 37, 4. 1 , 73, 89, 97, 1 of.
Cum his comparentur ambae formae fa&tori 2 refponden
tes atque termini communes vtrique T reperiuntur
I , I 7, 49, 1 1 3»
- O o 2 , ter
-
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termini autem communes vtriusque litterae © funt
I 3, 29, 37, I o I »
quocirca ordines quaefiti T et © pro numero a = 3o
€runt : -
T — I, I 3, I 7, 29, 37, 49, I o I , I I 3, etc.
G) — 4 I, 53, 6 I, 73, 77, 89, 97, I o9, etc.
Scholion. *
.
§. 35. Colligamus iam omnia haétenus inuenta, ac
pro omnibus numeris a, exceptis ipfis quadratis, vsque ad
3o formas numerorum primorum 2 m -+- I ordine exhi
beamus, per quos vcl a" — I vel a" -- 1 fit diuifibilis ;
a. | 2 m -+- 1 a" -E I.
. 2. l8. s -+- I 2"— I.
8. s -f- 5 2"-+- I.
' 3. ! 12. s -f- I - 3"— f.
- 1 2. s -F 5 3"-4- r.
5. i 2o. s -+- I, 9, 5" — I.
- 2o. s -f- I 3, 17, 5"—+ I.
6. | 24. s -f- I, 5, 6* —.
24. * -- I 3, 17, 6" -+- x.
*7. 28. s + I, 9, 25, 7"— I.
28. 3 —H 5, I 3, I 7, “7" -+- r.
8. 32. * -+- I, 9, I 7, 25, 8"— I.
32. J —H 5, 1 3, 2 I, 29, S"—H I.
IQ.
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10. [4o. s EF 1, 9, 13, 37, ro"— r.
- 4o. J -f- I 7, 2 I, 29, 33, I o"-4- r.
I I. 44. s -F I, 5, 9, 25, 37, I I"— I.
44-. J -H I 3, I 7, 2 I , 29, 4. I , I I"-+ I.
I 2. 48. s -F 1, 1 3, 25, 37, I 2"— I.
4-8 J —H 5 » I 7, 29, 4- I, I 2"+ r.
13. | 52. * -+- I, 9, 17, 25, 29, 49, I 3"— I.
52. J -f- 5, 2 I, 33, 37, 4. I, 45, I 3"+- I.
14. | 56 * -F 1, 5, 9, 13, 25, 45 I 4."— I.
56. $ -f- I 7, 29, 33, 37, 4. r , I 4" + I.
I 5. 1 6o. j + 1, I 7, 49, 53, 1 5" — r.
6o. J -f- I 3, 29, 37, 4 I, I 5"-}- r.
!
:
1 7. 68. s -E I, 9, 13, 2 1, 25, 33, 49, 5 3» 1 7"— I.
68. * -+- 5, 29, 37; 4 1 ; 45, 57, 61, 65, 1 7"-4- r.
I 8. 72. s =E I, 1 7, 25, 4 I, 49, 65, 1 8"— r.
2. * -+- 5, I 3, 29, 37, 53, 61 , • 1 8"-}- r.
19. |76. s -i- 1, 5, 9, 17, 25, 45, 49, 6 1, 73, . [19"— I.
*76. f -f- I 3, 2 I, 2 9, 33, 37, 4 I, 53, 65, 69, | 1 9"+ r.
2o. . | 8o. y -{- 3, 9, 21, 29, 4 I, 49, 6 I, 69, 2o"— 1
So. * -+- , 3, 17, 33, 37, 53, 57, 73, 77, 2o"-H r.
2 I. ! 84. * -+- I, 5, 1 7. 25, 37, 4 I, 2 i"— 1.
|s* s -F I 3, 29, 53, 61, 65, 73, 2 r"-}- 1.
22. E. 3 -+- I, 9, I 3, 2 1 , 25, 29, 49, 6I, 8 I, 85. | 2 2" — I.
88. s + 5, 17, 37, 41, 45, 53, 57, 65, 69,73,122"+ *.
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23. [92. * -F 1, 9, 13, 25, 29, 41, 49, 73, 77,
| 8 I, 85, 23*— r.
92. £ -f- 5, 17, 2 I, 33, 37, 45, 53, 57, 6I,
65, 89, 2 3* -4- r.
24. [96. * -f- 1, 5, 25, 29, 49. 53, 73, 77, 24"— r.
96. £ -+- 1 3, 1 7, 37, 4. 1 , 6 1, 65, 85, 89, 24"-+- 1.
26. | io4. * -f- 1, 5, 9, I 7, 21, 25, 37, 45, 49, 8 1 , f
_- 85, 93, * 26*— r.
Io4- £ -+- 29, 33, 4-1, 53, 57, 61, 69,73,77j
89, 97, I o r , ;26"-{- f.
27. | io8. * + 1, 1 3, 25, 37, 49, 61, 73, 85, 97 [27"— 1.
1 o8. £ -+- 5, 1 7, 29, 4. I, 53, 65, 77, 89, I o I, ; 2°7"-+- r.
28. ! 1 1 2. * -+- I, 9, 25, 29, 37, 53, 57, 65, 81,
- 93, IO9, 28"— x.
I 1 2. £ -+- 5, x 3, 17, 33, 4-1, 4-5, 61, 69, 73,
89, 97, IO I, 28* -+- r.
29. i 1 1 6. * -F 1, 5, 9, 1 3, 25, 33, 45, 49, 53, 57, -
, * 65, 8 , 9 3, I o9, 29*— r.
I 16. £ —H I 7, 2 1, 37, 4, 1, 6 1, 69, 73, 77, 85,
89, 97, 1 o 1, 1 o5, 1 1 3, 29" + r.
3o, [1 2o. s -+- I, 13, 17, 29, 37, 49, 1 o 1, 1 1 3, I 3o"— 1.
x 2o. £ -+- 41, 53, 6 , 73, 77, 89, 97, 1 o9, I 3o"-+ 1.
Nunc igitur omnia, quae ante fuerant tradita , fatis clare
perfpicere licet atque in hoc genere nihil aliud fuper effe
videtur , quam vt binae illae conclufiones ex obferuatio
nibus deduétae firmis demonftrationibus muniantur.
Poft
|
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Poftquam pro quouis numero a, fiue primo, fiue
compofito, valores litterarum T et Θ fuerint inuenti, fe
quentia duo theoremata notari merentur.
I. Omnes diuifores primi formae x x — a y y in
alterutra harum formarum : 4 a * -+- T, vel 4 a * —T con
tinentur.
- II. Omnes diuifores primi huius formae: x x+a yy
in altervtra harum formularum : 4 a * -+- T vel 4. a s — ®
continentur. -
Sponte autem patet pro x et y eiusmodi numeros
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Propofita quacunque progreffione ab vnitate inci
piente, quaeritur, quot eius terminos ad minimum
addi oporteat, vt omnes numeri producantur ?
H„„. generis eft notiffimum illud theorema Fermatii fiue
Bacbetti, quod omnis numerus fit fumma vel quatuor vel
pauciorum quadratorum, cuius demonftrationem poft Fer
matianam , quae intercidit , Cel. La Grange in me
dium attulit, ego vero etiam non ita pridem ex aliis prin
cipiis deduétam cum Academia communicaui. Memoratus
autem Fermatius praeterea affirmauerat , fe quoque de
monftraffe , omnes numeros effe fummas vel trium pau
ciorumue numerorum trigonalium, tum vero etiam quin
que pauciorumue numerorum pentagonalium, item fex pau
ciorumue fcxagonalium, et ita porro. Horum autem theo
rematum nullum adhuc folide dcmonftratum comparauit.
Nuper vero etiam III. Begue in, Berolinenfis Aca
demiae focius , huiusmodi theoremata adhuc multo latius
ad omnes numeros pyramidales feu figuratas extendit, qui
quidem ex fummatione numerorum polygonalium continue
repetita nafcuntur. Ad haec explicanda denotet nobis ®
numerum terminorum ad minimum addendorum, vt omnes
plane numeri producantur, atque Vir ingeniofiffimus pro
fcricbus fequentibus valores litterae ® fubnexos dedit:
- i - 1, 1 +d,
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1, I + a, 1 + 2 a, 1 + 3 a, r + 4 a, ete. Q.
I, 2 + a, 3 -- 3 a, 4.+ 6 a, 5 + 1 o a, etc. a -+- 2.
1, 3 -- a, 6-H 4 a, 1 o-!- I o a, 1 5 -+- 2o a, etc. a -+- 4-.
I, 4. + a, I o -+- 5 a, 2o -+- 1 5 a, 35 + 35 a, etc. _ i a-H 6.
I, 5 -- a, I 5 -- 6 a, 35 -+- 2 1 a, 7o-H56 a, etc. a -+- 8.
I, 6-Fa, 2 I-H 7 a, 56 -+- 2 8 a, I 2 6 + 84 a, etc. I a -+- 1 o.
etc.
vnde in genere concluditur, fore pro hac ferie generali:
m -+- g . ( m -+- * )( m -+- : a), ( n i- ■ )( n -+- * )( n -+- 3 a).
I. » i a f. Ta. 3 p.
Ci# llli;tilli-Hilti* t!; etC.
. 2 3. 4*
1 5
numerum © = a -+- 2 n — 2, quae forma non folum com
ple&titur omnes numeros polygonales , fcd ctiam omnes
feries fummatrices ex illis natas ; ex quo hoc theorema
vtique maximam attentionem meretur. Tantum autem eft
dolendum, quod ipfe inuentor fateatur, fe folidam eius de
monftrationem neutiquam poffidere, fed tantum, quafi per
tranfennam, eius veritatem ope principii rationis fufficien
tis agnofcere. Etfi autem huic principio in huiusmodi
inueftigationibus nihil plane tribuendum effe arbitror , ve
ritatem tamen iftius propofitionis ob alias rationes agno
fcere cogor; quin etiam hoc ipfum theorema iam ante ,
triginta et plures annos in aduerfariis meis confignatum
reperitur.
1{as igitur infgnes numerorum proprietates perpen
denti fine dubio maxime dolendum videbitur, nos etiam
nunc earum demonftratione indigere, idque eo magis, quod
vix adhuc prima principia fint ftabilita, ex quibus demon
ftrationes defideratae peti queant; quamobrem conflitui hic
Ealeri Opusc. Anal. Tom. I. P p ifta
.
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ifta principia adcuratius inueftigare, vnde fortaffe, quicquid
in hoc genere etiamnum defideratur, tandem haurire lice
bit. Hunc in finem confideremus progreffionem quam
cunque ab vnitate incipientem, quae fit :
I, A, B, C, D, E, F, etc.
de qua, quot eius terminis ad minimum fibi inuicem ad
dendis opus fit, vt omnes plane nnmeri producantur, quae
ritur; atque hunc ipfum nnmerum quaefitum littera © in
dicemus; quo quidem non folum termini diuerfi , fed et
iidem aliquoties repetiti contineri funt intelligendi. Hanc
igitur inueftigationem fequenti modo ex primis principiis
deducere conabor.
§. 1. Confideremus igitur initio folum primum
feriei terminum, qui eft = r, ac manifeftum eft, hinc vs
que ad fecundum terminum A omnes numeros produci
non poffe , nifi ftatuatur G) = A — 1 , fiqnidcm numerus
A — I ex totidem vniuatibus conftans toties primum ter
minum 1 repetendum poftulat ; vnde quaecunque fuerit
noftra feries, iam clare perfpicimus, numerum quaefitum
Θ certc minorem effe non poffe quam A — 1.
§. 2. Nunc praeter primum terminum 1 admit
tamus quoque fecundum A , ad quem vsque modo vidi
mus ftatui debere Θ = A — I. Hinc autem vlterius pro
grediendo numerus proxime fequens ex totidem terminis
compofitus erit 2 A — 2 , quippe qui conflat ex fecundo
termino A femel fumto et primo termino I tot vicibus
fumto quot formula A — 2 indicat, quandoquidem hic nu
merus ita repraefentari poteft: A -+- 1 (A — 2), ita vt mu!
titu
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titudo terminorum iunétorum fit 1 —— A — 2 =A — 1.
Numerus vero immediate fequens 2 A — 1 non amplius
per tot terminos fe produci patitur, quia eft 2 A — r
= A (1)-+- 1. (A — 1 ), vnde ad eum producendum re
quiruntur termini 1 +— A — 1 = A; quocirca hucusque pro
greffi habemus © = A. Nondum enim ad tertium termi
num B refpicimus; fi enim foret B = 2 A — 1, vel adeo
minor, tum haec ratio ceffaret et praecedens valor ©=A— r
adhuc fubfifteret ; fin autem tertius terminus B fuperet
íftum finitem 2 A — 1 , tum certe ftatui debebit ® = A,
vnitate fcilicet maior quam cafu praecedente.
§. 3. Remoueamus autem tertium terminum B
vlterius, et cum numerus 2 A — 1 requirat A terminos,
euidens eft , numerum 3 A — 1 requifiturum effe A -+- t
terminos, cum fit 3 A — 1 = A +— ( 2 A — 1 ), quarum
pars prior vnum continet terminum, pofterior vero A ter
minos; vnde fi B fuperet hunc limitem 3 A — 1, ad eum
vsque habebimus Θ = A + 1. Vlterius autem progredien
do numerus 4. A — I requiret terminos A -+- 2 ; numerus
vero 5 A — 1 requiret terminos A —— 3; atque in genere
numerus n. A — 1 requiret terminos A -+- m — 2, fiquidem
tertius terminus B illo fuerit maior.
§. 4. His colligendis , fi tertius terminus B con
tineatur inter binos limites modo affignatos, valorem nu
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Si B contineatur intra erit (3)
A — 1 et 2 A — 1 A — I
2 A — 1 et 3 A — I A
3 A— I et 4. A— 1 A —■— r
4A— 1 et 5 A— 1 ' A —— 2
m A— I et (n +- 1 ) A— 1 Ai-n-a.
Confequenter , fi ponamus effe B > m A — r , attamen ,
B <(n -+- 1) A — 1 , quia hinc fequitur, n < * * i et ta
men n > **£- — 1. his valoribus fubftitutis fiet
1 B —— tG) < A — 2 —t- A.
et tamen
Θ > A — 3 —H* ti.
A
Sufficit autem pro © fumere numerum integrum proxime
minorem priori, vel proxime maiorem altera formula. Cum
igitur vsque ad terminum A fuerit G) — A — 1, vsque ad
B progrediendo hic valor augmentum accipiet, quod ita
fe habebit ex formula priore: G) < A — 1 —— '— A=*= i; ex
A. )pofteriore autem: G) > A — I —— s= A- w
- §. 5. Hucusque noftra inueftigatio feliciter fuc
ceffit , vt nunc vlterius progrediamur , ponamus numerum
haétenus inuentum = S, qui denotat, quot terminis opus
eft ad omnes numeros ab vnitate vsque ad terminum B
producendos , ita vt fit vel
S < A — I —— *=£ti , vel
quippe
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quippe qui numeri tantum ex binis numeris initialibus r
et A componuntur. Nunc autem admiffo etiam tertio ter
mino B, totidem terminis, vel paucioribus, iungendis, vltra
B procedamus, donec perueniamus ad numerum B + b,
quem non amplius ex 9 terminis componere liceat , fed
qui requirat S -+- 1 terminos; tum vero manifeftum eft ,
vlterius progrediendo numerum 2 B —— b , requirerc S -+- 2
terminos; fimilique modo porro numerus 3 B +— b requi
ret S -+- 3 terminos ; numerus 4 B + b vero S -+- 4 ter
minos ; et in genere numerus m B -+- b requiret 9 -+- n
term1nOS. • • *. · · · · · · ·
- §. 6. Quodfi ergo fequens, terminus C non fupe
ret limitem B -{- b ; numerus 9 nullum accipiet, augmen
tum ; fin autem maior fit, neque tamen maior fecundo li
mite 2 B —— b , ad numerum 9 vnitas erit addenda; fin
autem vlterius crefcat, neque tamen limitem 3 B —— b fu
peret, augmentum accedet = 2 ; vnde palam eft, fi C ex
cedat limitem m B —— b , * neque tamen vltra fequentem
(a -+- 1 ) B + b crefcat, augmentum fore = m. Sumamus ergo
C > m B — b, quia erit n < ©§* , ad hunc vsque termi
num C multitudo terminorum iungendorum erit . , .
- - C — b -= S -+- m = S -+-%-H , e
vbi fcilicet numerum integrum proxime minorem capi
oportet. Sin autem fumeremus formulam 9 +- c=;=*, tum
'numerus integer proxime maior capi deberet ; ficque ad
'hunc vsque terminum C numerus nöfter-quaefitus erit : '
® = A — 1 +- *=°£t: <=;=*, * ,
*
vbi pro vtraque fra&icne numerus integer proxime ma
- . • - - i ,. . . . . . i. ' • • ' •ior fumi debet. • • * *
• • • . P p. 3 §. 7.
i
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*$. *j. Iftum numerum denuo indicethus littera S,
atque vltra C progrediamur, tot vel paucioribus terrninia
$iungendis, donec perueniamus ad númerum C -+- •,
quem non amplius producere liceat , fed qui requirat
(9 —4— 1 ) terminos, ac ratiocinium vt ante inftituendo eui
dens eft, vsque ad terminum fequentem D numerum illufn
S augmentum capere P=£=*, fi fcilicet loco fra&ionis
numerus integer proxime maior accipiatur; quocirca vs
que ad hunc terminum nancifcimur numerum noftrum
quaefitum:
e = A— 1 +-*=*A* :-— c=;=* -j- p-§=*.B C
- $. 8. Quodfi fimili modo poft terminurn D per
gamus vsque ad numerum D —— d, qui non amplius ex
tot terminis componatur , fed vno plus requirat; tum
vsque ad terminum fequentem E praecedens valor litterae
Te infuper augmentum accipiet = £=#=*, ficque quovsque
libuerit vlterius procedere licet. Hic Tautem non eft diffi
mulandum, huiusmodi laborem non nifi fumma cum mo
leftia fufcipi poffe; quin etiam, quocunque iam fuerimus
progreffi , nunquam tamen certi effe poterimus de vero
valore ipfius © , fi progreffio adeo in `infinitum continue
tur. Interim tamen, quovsque has operationes produxeri
'mus, femper tuto concludere poterimus pro ferie in infi
nitum continuata , verum valorem ® certe non fore mi
'norem eo , quem inuenimus; ac fi fatis longe fuerimus
progreffi, plerumque ifte valor inuentus haud a veritate
aberrabit.
§. 9. Ceterum circa illas fra&iones, quibus mu
merum © conftitui inuenimus, notari conuenit, fi quae ea
IrUIIII
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rum vel euanefcat vel adeo negatiua, euadat, tum eius va
lorem effe nullum, quantumuis etiam eius valor negatiuus,
fuerit magnus, quoniam ob terminos fequentes valor prae
cedens nunquam poteft diminui; quando autem iftae fra
&iones funt pofitiuae , quamdiu. earum valores vnitatem.
non fuperant, eae vnitati aequales funt reputandae; quando.
autem vnitate funt maiores, neque tamen binarium fupe
rent, pro iis 2 fcribi oportet, et ita porro. Ex quo intel-t
ligere licet, quomodo ex aliquot terminis feriei initialibus
verus valor ipfius © elici poffit , etiamfi feries in infini
tum continuetur; hoc fcilicet eueniet, fi omnes fraétiones;
fequentes euadant negatiuae. - -
§. 1 o. Mirum vero non eft, hoc modo inueftiga
tionem ifiam fummis plerumque difficultatibus fore impli
catam , quandoquidem hic rem nimis generaliter {umus,
complexi, neque ad vllam legem, qua termini {eriei pro
grediantur, refpeximus. Nullum enim eft dubium, quin ipfa
progre(fionis lex plurimum ad numerum @ reperiendum
conferat; quemadmodum vidimus in ferie generali initio
allata, quae omnes nnmeros figuratos in fe comple£titur,
de qua adfirmare poffugmus, numerum © femper effe = a.
-+- 2 n — 2 ; neque tamen adhuc patet, quomodo haec de
terminatio adhuc generalior reddi poffit. Ill. quidem Be
guelin , hoc cafu induétus, erat arbitratus , fimili lege
pro omnibus plane feriebus algebraicis ab vnitate incipien
tibus, quarum fcilicct terminum generalem formula alge
braica exhihere liceat , valorem ipfius ® fequenti modo,
exhiberi poffe : Sit feries propofita 1, A, B, C, D, E etc.
ad Ordinem m referenda, et formcntur inde fucceffiue feries,
differentiarum omnium ordinum, quarum termini initiales
fint
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fint refpe&iue a, b, c, d, etc. vltimae vero differentiae
ordinis m, que funt conftantes, fint = i, ita ut multi
tudo numerorum a, b, c, ... . . i fit = n; tum vir laudatus
putavit fore e = a -+- m — 1, quae formula utique
Σum cafu numerorum figuratorum congruit. Cum enim
hic fit a = A — 1 , pro illo cafu noftrum a erit n + a — r,
cui fi addatur ob ordinem feriei numerus n — 1 , ipfâ
illa formula pro Θ data refultat.
§. 1 r. Leuiter attendenti autem facile erit eius
modi cafus excogitare, quibus ifta regula refragetur ,
veluti euenit in hac ferie : 1, 2, 4, 7, 1 1 , 1 6 , 22 , 29 etc.
cuius differentiae primae 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc.
et fecundae - • f , 1 , 1 , 1 , 1 » I , etc.
quae igitur eft ordinis 2*, fiue n = 2 et a = 1. Secundum
regulam igitur deberet effe 0 = 2 : certum vero eft, ad
producendos omnes numeros ad minimum ternis terminis
iftius feriei addendis opus effe. Deinceps vero vir Il
luftris fignificauit, fe cum iftam regulam perfcriberet omi
fiffe fra&ionem infuper , addendam, quae fit +, quam
quidem femper negligere liceat , fi fuerit unitate minor,
quemadmodum id in omnibus numeris figuratis ufu venit;
Quando autem ad unitatem vel ultra afccndat , tum eius
valorem in integris, negligendo fra&tionem annexam, fupe
raddi debere. Cum nunc noftro cafu differentiae ultimae
fint i = 1 , erit # = 1 , hincque fiet @ = 3 , quod
cum veritate egregie cenfentit, et nunc quidem fate ^dum
eft , hanc regulam emendatam non folum nuneris figura
tis, fed et innumeris aliis progreffionum generibus fatis
facere.
§. 1 2.
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§. 12. Interim tamen etiam infinita ferierum ge
nera exhibere licet, quibus haec regula fallit , id quod
plurimum intererit adcuratius oflendiffe. Incipiamus ergo
a fecundo , ordine progreffionum algebraicarum, cuius dif
ferentiae fecundae iam funt conftantes, ita vt hi duo tam
tum numeri a et b .occurrant, vnde earum forma gene
ralis erit -
I ; 1 -+- a; I + 2 a + b ; * + 3 a + 3 b, 1 + 4. a -+- 6 b;
1 -+- 5 a -+- I o b. ttc. et cum fit n — 2 et i = 6 ,
fecundum regulam illam deberet effe © = a + 1 + £ ,
quod , vti iam , notauimus , pro numeris polygonalibus »
vbi b = a — 1 1 egregie conuenit Quin etiam locum ha
bere deprehenditur, quoties numerus b non multum fupe
rat numerum a; ftatim enim ac fra&io + fit fatis magna ,
facile oftendi poteft, hanc regulam a veritate effe aberra
turam ; namque fi fumamus a E 1 et b = x oo, vt ha
beatur hacc progreffio:
1 ; 2; 1 o3 ; 3o4 , 6o5; I oo6; 1 5o7 ; 2 Io8 , 28 1 o; etc.
pro qua regula illa dat 0 = 1 o2, fi hanc feriem
methodo initio expofita examimemus, vfjue ad tertium io3
colligimus O E 5 I ; ad quartum terminum 3o4 vfque
G) — 5 a; hinc , porro ad fequentem 6o5 prodit tantum
G) — 53 ; qui valor non amplius augetur, etiamfi ultra
fequentem 1 oo6 progred.amur; ex quo facile intelligitur,
ad terminos, vlteriores vfque progrediendo hunc uumerum
vix vltra 54 auétum iri, cum tamen fecundum regulam
memoratam , effe deberet O = 1 o 2 ; error autem multo
magis enormis euadet , fi loco b numeri maiores accipi
antur. {
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§. 1 3. Cum hoc ca(u error fit tantopere enormis,
operae pretium erit, pro valore a = 1 , vnde oritur feries
1 ; 2; 3 -+- b; 4. -+- 3 b; 5 + 6 b; 6 -+- 1 o. b ; 7 -+- 1 5 b;
8 —H 2 1. b. etc. loco b fucceffiue numeros continuo ma
iores affumere, et cuilibet harum ferierum numerum G), ex
obferuationibus erutum, adfcribere, vt cum valore regulae
() = 2 -+- b comparari poffit. -
Series. G) errOr
I , 2 , 4 , 7 , II , I 6 , 22 , | . . . .
I , 2 , 5 , Io, I 7, 26, 37, ] . . . .
1 , 2 , 6, 1 3 , 23 , 36, 52 , | . . . .
7, I 6, 29 , 4-6, 67, | . . . .
I , 2, 8, 19 , 35 , 56 , 82 , | . . . .
I , 2 , 9 , 2 2 , 4- I , 66, 97 , | . . . .
I, 2, Io , 25 , 47, 76, II 2 . | . . . .
I , 2 , 1 I , 2 8 , 53 , 86, i 27, | . . . .
I , 2 , 1 2 , 3 I , 59 , 96, 142 . | . . . .
I ol I , 2 , 1 3 , 34 , 65 » I o6 , 1 57. | . . . .
Hinc igitur patet, ab initio cafibus b = 1 et b = 2 regulae
errorem effe nullum, hinc vero continuo magis increfcere;
ac fi hos valores attente confideremus, facile concludemus,
pro hoc ferierum genere fore © = 3 -+- ; b, vnde pro
cafu b = 1 oo fit © = 53.
;;
I 2
§. 14. Confideremus fimili modo genus, quo a = a,
noftraque feries erit. -
I , 3 ; 5 -+- b; 7 -+- 3 b; 9 -+- 6 b ; 1 I —— I o b ;
I 3 -- 15 b ; I 5 -+- 2 I b ; 17 -- 2 8 b; etc. pro qua
regula Cel. Beguelin dat © = 3 -}- +; Exponamus igi
tur fequentes feries cum valoribus ipfius G vt ante ;
J*
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5 • Series © ' error
i] I, 3, 6 , Io, I 5, 2 I , 2 8 , 3 | O
2| I » 3 , 7, I 3, 2 I , 3 I , 43 . 4.] O
3] I , 3 , 8, I 6, 27 , 4- I , 58, ' 4- O.
4 I » 3 » 9 » I9 , 3 3 , 5 I , 73 , 5| o
5] r , ' 3, I o, 2 2, 39 , " 61 , 88 5] o
6] I , 3, 1 1 , 25 , 45, 7 1 , 1 o3 , 5 I
7| I , 3 , I 2, 28, 5 I , S r , I I 8 , 5| I
8] I , 3 , I 3, 3 1 , 57 , 9 I , I 33 , 61 I
9] I » 3 • I 4 , 34, 63 , I o I , 14S' 6 I
Io] I , 3 , I 5 , 37, 69 , I 1 I , I 63 , — I I
Sin autem fumamus b = 1 oo , pro hac ferie :
I ; 3 ; 195 ; 3o7 , 6o9 ; I o 1 I ; 1 5 1 3 ; . 2 1 I 5 ; etc.
colligimus G) — 37, cum ex illa regula effe deberet
G) — 53.
§. I 5. Progrediamur nunc ad progreffionum ordi
nem tertium , ubi m = 3, et ternae feries differentiarum
incipiant ab his numeris : a, b et c, ita vt i = c, et
fecundum regulam ® = a -+- 2 -+- §. ; ipfa igitur pro
greffio erit - - - - . • •
I ; 1 -+- a; I -+- 2 a -+- b ; 1 + 3 a -+- 3 b -+- c ;
1 -+- 4 a -+- 6 b -+- 4. c; I + 5 a -+- 1 o b -+- 1 o c;
I —— 6 a -+- 1 5 b + 2o c etc. atque hic ftatim merito
fufpe&tum videtur, quod valor ipfius G) plane non pen
deat , a littera b ; euidens enim eft, fi b fuerit numerus
praemagnus, etiam numerum © non mediocriter auétum
iri. Quin etiam in genere affirmare licet, numerum Θ mi
norem certe effe non poffe, quam fi effet c = o : hoc
autem cafu per eandem regulam foret ® = a + 1 + +;
Q. q : 2 quare
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quare, quoties haec formula a -+- 1 -+- 5 maior eft
quam a -+- a -+- §-, regula ifta neceffario fallere debet,
fi fuerit ; > 1 -+- -i- fiue b > a -+- c . .
§ 1 6. Ad hoc oftendendum fumamus a = 2; c = r
et b — 6; vnde haec feries nafcitur :
1 ; 3; 1 1 ; 26; 49; 8 I ; I 23; 1 76; 24 1 ; -
pro qua effe deberet © = 4- -— ; — 4, cum tamen
numerus 2 I non in pauciores quam 5 terminos ' diftri
bui poffit ; error autem maior erit proditurus, quo magis numerus b augebitur. • • • • -
$. 1 7. Quemadmodum numerus b fuppeditauit
unum errorum fontem, ita etiam ex numero c , fi capia
tur fatis magnus, errores infignes nafcentur. Sumamus.
fcilicet a — 2 ; b = 1 ; c E 1 o, vt prodeat ifta feries:
1 ; 3; 6; 2o; 55 ; 12. 1 ; 228; ctc. ideoque per regulam.
Θ = 9 ; tentanti autem mox patebit, hunc valorem non
fuperare 6 ; ex quo manifeftum cft , pro maioribus nume
ris c errores adhuc maiorcs effe prodituros; vbi notaffe
iuuabit, fi b fuerit numerus praeparuus, regulam errare
in defeétu; fin autem c fuerit numerus praemagnus, in
exceffu,
§. 1 8. Tutiffima igitur via, quicquam certi in hac
re conchudendi erit fine dubio, vt plures, huiusmodi cafus.
tam ex fecundo, et tertio, progreffionum ordine, vti fe
cimus, quam etiam ex fequentibus omni ftudio explo
rentur, et qui hunc laborem fufcipere voluerit, detegit for
taffe regulam quandam latius patentem et certiorem , qua.
buiusmodi numerorum refolutiones definiri queant.
§. I9
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§. 19. Forfitan etiam non parum iuuabit pro
greffiones geometricas confideraffe , pro quibus numerus
nofter ©, quo vlterius progrediamur, magis increfcit. Ita
in progreffione dupla 1 ; 2' ; 2' ; 2" ; 2* ; 2*; etc. fi in
termino 2° fubfiftamus , erit © = 5 ; et in genere pro
omnibus numeris vsque ad 2" fit © = m ; tum vero in
progreffione, tripla 1 , 3 , 3*, 3", 3 *, etc. vfque ad ter
minum 3* numerus nofter reperitur Θ = 2 m ; atque in
genere pro progreffione 1, m, m', m'; m'; m'; m'; etc. vsque
ad terminum m* concluditur numerus () = (m — 1) m.
Hic vero notandum, differentiis continuis fumendis earum
terminos primos fore m — 1 ; (m — 1)'; (m — 1)*; etc.
ita vt litterae fupra vfurpatae fint hic a = m — r ;
b = (m — 1)'; c = (m — 1 )' ; d = (m — 1)* etc. ;
vnde concludi poffet fore e = #-+-+-+-;----£ -+-+ etc.
haec autem regula in aliis cafibus multum falleret, Quin
etiam in progreffione hypergeometrica Wallifii
r ; 2 ; 6 ; 24 ; I 2o ; 72o ; 5o4o ; etc.
vsque ad terminum 6 eft © = 3 , vsque ad 24 eft © = 6 ;
vsque ad terminum 1. 2. 3. . . . m erit © = 1 i-;…).
§. zo. Verum etiam feries rccurrentes memorabi
fia nobis fuppeditant exempla pro numero 0. Ita pro hac
ferie notiffima: -
fndices o , 1 , 2. , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ,
termini I , 2 , 3 » 5 , 8 , I3 , 2 1 » 34. » 55 » etC.
cuius quilibet terminus eft fumma duorum praecedentium,
fi vsque ad terminum indice n fignatum progrediamur,
erit G) = £ , vbi fi n fuerit impar, fraétio adiun&ta. pro
vnitate eft reputanda. Vlteriorem huius argumenti disqui*
£tionem mihi quidem fuscipere non vacat. -
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N O V A S V B SIDI A
PRO RESOLVTIONE FORMVLAE
a x x -+- 1 = y y.
§. r.
P…, hoc, ab au&ore Pellianum di&tum, quo pro dato
quocunque numero a, neque quadrato neque negatiuo, nu
meri quaeruntur x, vt formula a x x -+- 1 fiat quadratum,
iam faepius pertraétaui methodumque tradidi, cuius ope mul
to facilius refolui poteft quam methodo ab ipfo Pellio ex
cogitata. Interim tamen euolutio eorum cafuum, qui pro
:x numeros praegrandes poftulant, cuiusmodi e(t cafus a= 6r,
pro quo fit x = 226 1 5 398o et y = 1 7663 1 9o49, etiam
mea methodo fuccin&a, plurimas non parum taediofas ope
rationes exigit ; vnde equidem non parum praeftitiffe mihi
videor, dum aliam prorfus viam detexi, hos ipfos praema
gnos numeros mira facilitate inueniendi. Ante autem quam
eam apberiam, circa indolem numerorum a, quos per mi
nores numeros x et y refoluere licet, notaffe iuuabit: quo
ties a fuerit numerus huius formae: a = b b c c -+- 2 b, (o
lutionem in promtu effe, fi capiatur x = c; tum enim fit
y = b c c -+- 1 ; tum vero etiam fi fuerit a := b b c c -+- b
, et
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et capiatur x = 2 c erit y = 2 b c c -+- 1 ; vnde plurimos ca
fus fine vlteriori calculo expedire licebit, qui quidem etiam
methodo Peliana fatis prompte refolui poffunt. Sequentia
autem problemata ad cafus magis abftrufos deducent.
Problema I.
§. 2. Si fuerit a p p — 1 = q q, inuenire numero*
x et y, vt fiat a x x -+- 1 E y y.
Solutio.
Ex propofita formula erit a p p = q q —- I ,
vnde per 4. q q multiplicando et vnitatem addendo orietur
4 a p p q q + 1 = 4 q* -+- 4 q q —— I — (2 q q -+- 1 )*. Hinc
igitur pro folutione problematis confequimur x = 2 p q
et y = 2 q q -+- I.
Corollarium I.
§. 3. Quoties ergo euenit, vt fiat a p p +- 1 qua
dratum, facile inueniri poteft x, vt haec formula a x x -+- 1
fiat quadratum. Ita fi fuerit a = 5, ob 5. I* — 1 = 2* erit
hic p = I et q = 2, vnde fit x = 4 et y = 9.
Corollarium 2.
$. 4. Hoc autem tantum pro iis numeris a locum
habere poteft, qui funt fummae duorum quadratorum ; cae
terum haec proprietas iam ipfi Pellio cognita fuiffe videtur.
Hinc autem fequens Problema inuerfum, quo ipfi ifti nu
meri quaeruntur, euoluam. -
PrQ
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Prob'ema 2. -
§. 5. Inuefligare numeros a, pro quibus fieri poteft
a p p — 1 = q q, hincque ip,os numeros x et J affigrare, vt
fiat a x * -+- 1 =_y y. - •
Solutio.
Cum debeat effe a pp = q q + 1 , erit a=t£#,
ficque pro p et q eiusmodi numeri quaeri debent, vt haec
fra&io praebeat numerum integrum. Quia igitur tam pp
quam p debet effe {umma duorum quadratorum, ftatuatur
p p = b b —— c c et q q -+- 1 = (b b —— c c) (ff+ g g)
vt fiat a = ff -+- g g. lam vero erit q = b f -+- c g et
—— 1 = b g — c f. Ex datis ergo numeris b et c alteri f
et g ita accipi debent, vt fiat b g — cf- -+- 1, quod qui
dem infinitis modis facile fieri poteft. Tum igitur erit
q = b f -+- c g, et quia numerus p vt datus fpeétatur, hinc
concludimus fore x = 2 p q et y = 2 q q —— I , quarum
formularum vfus quo ciarius appareat , fequentia exempla
adiiciemus , dum pro p nonnullos numeros , qui quidem
fint fummae duorum quadratorum, affumemus.
Exemplum 1.
§. 6. Sit p = 5, erit p p = 2 5 = b b + c c, vnde fit
b — 3 et c = 4 , tum ergo f et g tales fumi debent, vt
fiat 3 g — 4 f= -+ 1, indeque habebimus a =ff-+- g g et
pro h' c numero q — 3 f-- 4 g, ac denique x = 1 o q et
3 = 2 q q -f- 1. Huius modi autem valores pro litteris f
et g in fcquenti tabella cxhibemus:
4f—
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4f— 3 g = -|- 1.
f | 1 2 4- | 5 | *7
3 I 3 5 *7 9 1 1 I
•! I 2 I 3 | 4- I *74- | I 3o I I 85
q. *7 I 8 32 ! 43 5*7 68
JX* *7o | 1 8o I 32o || 43o I 5 7o | 68o
J l 99 l 649 1 2o49 1 3699 1 6499 1 9 249
In hac tabula occurrunt ergo cafus alioquin non parum
difficiles. • . \,
Exemplum g.
§ 7. Sit p = 1 3, ideoque p p = r 69 = s* -+- 1 a*,
vnde fit b = 5 et c = 1 2. Nunc primo habetur ifa aequa
tio: 1 2 f- 5 g = + 1 ; tum vero erit a = ff-+- g g , et
q = 5 f -+- 1 2 g, vnde fit x = 26 q et y = 2 q q + 1. Ca
fus ergo hinc oriundos in fequenti tabula exhubemus:
1 2 f- s g= -— 1.
f 2 3 *7 | 8
{3 5 </ 1 7 I 9
. Q 29 | 58 | 338 4.25
q. 7o I 99 239 268
3r | 1 8 2o || 2 5*74- 62 1 4- 6968
J/ 98o1 t 196o3 1 1 142 43 I 143649
Exemplum 3. . -- -
$. 8. Sit p = 17, ideoque pp = 289 = 3* 4. 1 5•,
ergo b = 8 et c = i $, vnde prima aequatio adimplenda
erit * 5 f- 8 g= -+ 1 , quo fa&o fiet o =ff-+-gg , et
Euleri Opusc. Anal. Tom. 1. R r q = 8
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q = 8 f-- 15 g, hincque porro x = 34 q et y = 2 q q + 1.
Cafus hinc oriundos fequens tabula oftendit:
* s f- s g=+ 1.'
f | II 7
g || * 2 I 3
a 5 2 I 8
q. 38 25 r
3r I I 292 || 8534,
J/ || 2889 l I 26oo3
Exemplum 4,
$. 9. Sit p = 25, hinc p p = 625 = 7* -+- 24*,
vnde b = 7 et c = 24. Iam habetur ifta aequatio: 24f—7g
=—— 1, ex qua prodit a = ff-+- g g, q = 7 f-- 24 g et
* = 2 p q = 5o q , atque y = 2 q q —— I. Hinc vnicum ca
fum euoluamus, quo f- 2 et g — 7, hinc oritur a = 53 ,
tum vero fit q E I 82, ergo x = 91oo et y = 66249.
Problema 3.
§. 1o. Si fuerit a p p — 2 = q q, inuenire numero;
* et J, vt fiat a x x -+- 1 = y y.
Solutio.
Cum igitur fit a p p = q q -+- •, multiplicemus
vtrinque per q q, et adieéta vnitate erit
a p p q q -+- 1 = q* —H 2 q q —— I
vnde manifcfto colligitur x = p q et j = q q -+- 1.
Pro
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Problema 4.
§. 1 1. Inuefiigare numerora, pro quibus fieri poteft
a p p — 2 = q q , bincque ipfos numeros x et y affignare, vt
fiat a x x -+- 1 EJ y.
Solutio. -
Cum debeat effe a p p = q q +— 2', erit
a = t#*, ficque pro p et q eiusmodi numeri quaeri de
bent, vt illa fra&tio praebeat numerum integrum. Quia au
tem formula q q +- 2 alios diuifores non admittit, nifi qui
habeant formam b b —H 2 c c, etiam pro p alios numeros
accipere non licet, nifi qui fint eiusdem formae, quocirca
ponamus ftatim pp = b b -+- 2 c c, fiatque
q q + 2 = (b b -+- 2 c c) (ff-+- 2 g g)
vt obtineatur a =ff-- 2 g g, tum vero effe oportet cf—bg
= —— 1, hincque orietur q = b f -+- 2 c g, ac tandem x = p q.
et y = q q —— 1. At forma b b -+- 2 c c alios diuifores pri
mos non admittit, nifi qui fint vel huius formae : 8 m -+- r,
vel huius : 8 n -+- 3, qui ergo ita progrediuntur: 3, 1 1, 1°r,
1 9, 4. i, 43, ctc. et qui ex his componuntur, quamobrem
fequentia exempla percurramus.
Exemplum 1.
§. 1 2. Sit p = 3, hinc p p = 9 = x* -+- 2. 2*, vn
de fit b = 1 et c = 2 ; aequatio ergo refoluenda eft 2 f— g
= + 1 , quo faéto erit a = ff-- 2 g g ; q = f-- 4 g atque
hinc x = 3 q et y = q q -+- 1. , Cafus hinc oriundos fe
quens tabula comple&titur.
R r a a f—
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2 f- g = -f- I.
• f | ; | Y 1 . 2 | • 2. I 3 | 3 | 4.
3. I 3 3 5 5 *7 *7
42 3 | I9 2 2 | 54. | 59 [FE,
q. 5 I I 3 1 I 4- [ 2 2 i 23 I 3 I l 32
x | I 5 || 39 | 42 | 66 ] 69 || 93 || 96
J' || 26 l 17o | 197 I 485 I 53o {962 l 1 o25
Exemplum 2. -
- §. 13. Sit p = 9, erit pp = 81 = 7* -+- 2. 4*,
'ideoque b = 7 et c = 4; hinc aequatio noftra 4f— 7g= -+- 1 ;
“tum vero erit a = ff-- 2 g g et q = 7 f-+- 8 g , hincque
porro x = 9 q et J = q q + 1. Ecce ergo cafus qui hinc
oriuntur: -
• 4f- 7 g = -+ 1.
• f 2 5 9 | I 2
£ 1 I 3 5 *7
42 6 4-3 | I 3 I 24-2
q ; 22 | 59 ; 1 o3 1 1 4o
3* I 98 | 53 1 927 | 1 26o
J/ 485 || 3482 l I o6 I o ] I 96or
- *-, Exemplum 3. -
6. 14. Sit p = 1 r, erit p p = 1 2 1 = 7* -+- 2. 6* ,
: ide^que b = 7 et c = 6, ergo aequatio noftra 6f— 7g = —H I,
-tum vero a = ff-+- 2 g g et q = 7 f-+- 1 2 g, vnde x= 1 1 q.
et y = q q +- I. Cafus ergo erunt :
- V ¢ -- * ;. 6f—
-------
6 f— 7 g= -+- x.
f I ' | 6 ] 8
g I. 5 -7
4 | 3 |T53 I 62
q. I 9 I O 2 I4o
- JX' ao9 | 1 1 22 | 1 54o
J/ | 362 I Io4Q5 l 196or
Exemplum 4.
§. 1 5. Sit p = 1 7, erit p p = 289 = 1* -+- 2. 1 2*,
ficque b = 1 et c F 12 , vnde aequatio. 1 2 f— g = -+- I,
rurì vero habebimus a = ff-- 2 g g, q =f -+- 24 g » x = i 74
et y = q q + 1. vnde duos cafus notaffe fufficiet.
f= 1, g = I 1, a = 243, q E 265, x — 45o5
et y = 265* —- I. -
f= 1, g = I 3, a = 339, q = 313, x = I 7. 313
et y E 3 I 3* -+- I. -
Exemplum 5.
§. 16. Sit p = 1 9, erit p p = 361 = 17* + 2. 6*,
ideoque b = 17 et v = 6, et aequatio erit 6f- 17g=—— I,
hinc fiet - - - -
a=ff—H 2 g g ; q = 1*7 f-i- I 2 g3 x = 19 q.
, _ * * et f = q q -+- I,
vnde fequentes cafus nafcuntur:
si f= 3 et g = 1, erit a = 1 1, q = 63, x = 1 197
- .- et y = 3969.
Si f — 1 4. et g — 5, erit a <= 246, q = 298,
x = 5662, 3 = 298* —- 1.
· - R r 3 Exem
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Problema 5.
§. 1*7. Si fuerit a p p —— 2 = q q, inuenire numera»
2 et y, vt fiat a x x -+- 1 = y y.
Solutio.
Cum fit a p p = q q — 2 , manifeftum eft fore
ar= p q et y = q q — 1, vnde ad (equens problema pio
gredimur. - .
Problema 6.
- 6. r8. Inueffigare numeros a, pro quibus fieri poff;
a p p -- a = q q, buncque numeros x et y affignare, vu fiaf
α x x -+- 1 EtJ/./.
Solutio.
. Ex aequatione a p p -+- 2 = q q deducitur
e = 14;*, ita vt p p dcbeat effe diuifor formulae q q — 2,
id qnod euenire nequit , nifi fit p p ideoque et p nume
rus formae b b— 2 c c. Hanc cb rem ftatuamus pp=bb— 2 c c
et q q — 2 = (b b— 2 c c) (ff — a g g , quod vt fieri poffit
debet effe • f- b g = + 1 ; tum vero erit q = b f— 2 cg
et a =ff- 2 g g, atque habebimus x = p q et J — q q — i.
Nunc vero obferuari conuenit, pro p alios numeros primos
accipi non poffe, nifi in alterutra harum formularum: 8 n-+-x
et 8 n — 1 contentos. Quod fi iam fumeretur p = 1, foret
a = q q — 2, qui eft cafus per fe notiffimus, fieretque x= q.
et y = 4 4- 1, quare ad fequentia exempla progredimur.
Exem
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Exemplum 1.
$. 1 9. Sit p = 7, erit p p = 49 = 9* — 2, 4*, hinc
b = 9 et c = 4, ergo aequatio noftra 4f-9 g = -= 1 ; tum
vero erit a =ff— 2 g g et q = 9 f- 8 g , x = 7 q et
J = q q — I, vnde cafus fequentes euoluamus,
1°. f= 2, g = 1, a = 2, q = Io, x = 7o et J = 99,.
2°. f= 7, g = 3, a = 31, q = 39, x = 273 et J = 1 52o,
3°. f= 1 1, g = 5, a = 71, q = 59, x = 413 et y = 348o,
4*. f= I 6, g = 7, a = 158, q = 88, x = 61 6 et y= 7744.
Hic autem notari debet, omnes numeros formae b,b — 2 c c
infinitis modis in eadem forma contineri poffe. Ita ma
ne te p = 7 erit quoque p p = 49 = 1 1* — 2 6*, ita vt
nunc fit b = I 1 et c = 6, ficque noftra aequatio erit
6f— 1 1 g = —H I., tum vero vt ante a =ff— 2 g g, at
vero q = 1 1 f- 1 2 g et x = 7 q atque y = q q — I. Hinc
fequentes cafus euoluamus : ,
1°. f= 2, g = 1, a = 2, q = 1 o, x = 7o et y = 99,
2*. f= 9, g = 5, a = 31, q = 39, x = 273 et J = I 52o,
hinc autem manifeftum eft, eosdem cafus effe prodituros
quos iam ante inuenimus.
Exemplum 2.
- §. ao. Sit p = 17, erit p p = 289 = 19* — 2. 6*, vn
de noftra aequatio fit 6f— I 9 g = -|- 1 , tum vero erit
a =ff— 2 g g, q = 1 9 f— 1 2 g et x = 17 q et y = qq- 1.
r°. f= 3, g = 1, a = 7, q = 45, x = 765 et % = 2o24,
2°. f= 16, g= 5, a- 2o6, q> 244, x=41 48 et y= 244*—r.
Exem
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Exemplum 3•
§. 21. Sit p = 23, erit p p = 529 = 27'- 2. 1o',
ideoque b = 27 et c = 1 o. Aequatio ergo no
ftra erit 1 o f — 27 g = —— I , hinque a =ff— z g g.
q = 27 f — 2o g, x = 23 q et y = q q — 1. Hinc
fi f = 8, erit g = 3, a = 46, q = 156, x = 3588
et y = 1 56* - 1. -
Eroblema. 7.
§. 22. Si fuerit a p p -+- 4 = q q, inuenire nu
meros x et y vt fiat a v x -+- 1 = y y.
Solutio.
Quia numerus 4 eft quadratum , erit in forma
defiderata : £ £ -+- 1 = 11, ita vt iam effet x = -f et y=4
fi quidem effent p et q numeri pares , qui ergo cafus
forct maxime obuius. At fi p et q fimt numeri impares,
` notandum eft, ex hoc cafu concludi poffe fecundum praecepta
cognita hunc fecundum cafum : x = £;! et y = 11+ 1, qui
numeri autem etiamnum {unt fra&i. Hinc autem tertius
cafus deducatur, dum valores fecundi cafus per q multipli*
cantur et primi fubtrahuntur , hinc autem prodibit,
* = p (11;=-) et y = q (ti;-*),
qui ambo valores ob q numerum imparem erunt integri ,
quocirca hanc fumus adepti folutionem problematis , vt
fit x = p (1;…) et y = q (il…).
Co
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Corollarium.
6. 24. Si ergo fiierit a = b b — 4, capi poterit p = 1,
eritque q = b , hinque x = * s = : et y = b (* * E *), vbi qui
dem pro b numeros impares accipi oportet, vnde fequen
tes cafus euoluiffe iuuabit: - -
1*. Sit b = 3, erit a = 5 et x = 4 atque y = 9,
2°. Sit b = 5, erit a = 21 , hinc x = 1 2 atque y = 55,
3°. Sit b = 7, erit a = 45, hinc x = 24. atque y = 1 6r,
4°. Sit b = 9, erit a = 77 et x = 4o atque y = 35 x,
5°. Sit b = 1 1, erit a = I 17 et x = 6o atque y = 649.
Problema 8.
§. 25. Inueftigare numeros a, pro quibus fieri poffit
a p p -+- 4. = q q , bincque numeros x et y affignare , ut
fiat a x x -+- 1 = yJ'.
Solutio.
Cum hinc fit a p p = q q — 4, fiet a = t4;*, vbl
pro p omnes numeros impares accipere licet , quan
doquidem numerator q q — 4 eft differentia duorum qua
dratorum. Semper igitur ftatui poterit p p = b b — c c ,
ponendo b = ? P.;t-' et c =? ?7t'; tum vero fiat q q— 4
— (b b — c c) (ff— g g), vt hinc oriatur a = ff- gg ; ad
hoc vero requiritur vt fit cf- b g = -+- 2 et q = b f- c g ,
quo fa&o reperietur x = p (11;=-) et y = q (11;=-). Hinc
ergo fequentia exempla euoluamus.
Euleri Opusc: Anal. Tom. I. S s Exem•
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Exemplum I.
§. 26. Sumatur p = 3 , fietque b = 5 et c = 4. g,
hinc 4. f— 5 g — —■— 2 , porro a =ff—g g , q = 5 f— 4,
*= 3 ( i;-) et y = q (ii-); vnde cafus fequentes con
fideremus :
1°. f = 2 , g = 2, hinc a = o, vnde ergo nihfl fe
quitur.
- 2*. f = 3 , g = 2 , hinc a = 5 , q = 7 , x = 72
. et y = I 6 I. -
3°. f= 7 , g = 6 , hinc a = 1 3 , q = 1 1 , x = 1 8o
et y = 649.
4°. f= 8, g = 6 , hinc a = 28 , q = 16, x = 3.*:,
qui cafus inutilis. *
5°. f= I 2 , g = 1 o , vnde pariter nihil colligitur ,
neceffe enim eft vt numerus ffit impar.
6°. f= 1 3 et g = I o , vnde a = 69, q = 2 5 , ergo
x = 936 et y = 77 75.
7°. f= I 7 etg= 14, vnde a=93, q- 29, ergo x= 1 26o
et y= 1 2 I 5 I.
8°. f= 23 etg= I 8, vnde a= 2o5, q- 43, ergo x= 2772
• et y = 39689.
' Hic quoque valor ipfius q in genere affignari poteft ex unico.
valore cognito q= 2. Ponatur enim q = 9 n -+- 2 , erit
que q q — 4. = 81 m m -+- 36 m, vnde fit a = 9 n n -+- 4 n, tum
vero erit x = 3 (' ** + * * * *) et
3 — 9 m -+- 2 ('t t tt-* tit-')2
vbi pro n quemlibet numerum imparem affumere licet.
t . - Exem




' §. 26. Sit p = s, eritque b = 13 et c = 1 2 , ideo
- que 1 2 f— 1 3 g= -+- 2, vnde fit a =ff-g g et q = 1 3f— 1 2 g,
»= $ (i 17= ') atque y = q (t**), vbi iterum f debet effe
numerus impar. Sit
1°. f= I I et g = το, hinc a = 2 1, q = 23, x = 13ao
et y — 6o49.
2°. f = I 5 et g = I4, hinc a F 29, q = 27, x = 1 82o .
- et j' = 98o I. - -
Statim autem fine litterarum fetg ope ftatui poterit q- 25 m-+-a,
- eritque a = 25 nn -+- 4 n ; tum vero vt ante erit x = s (LiP')
et y = (t 1; 3); atque hic iam pro n quosvis numeros im
pares affumere licet , quorum finguli ob fignum ambiguum
binas dabunt folutiones
1 °. Si n = 1 erit a = 25 -- 4 et q = 2 5 —— 2.
a°. Si n = 3 erit a = 225 -+- 1 2 et q = 75 -- 2.
3°. Si n = 5 erit a = 625 -+- 2o et q = 1 25 -+- 2.
4°. Si n = 7 erit a = 1 225 -- 28 et q = 175 -+ 2.
Euolutio generalis.
S. 27. Si p fuerit numerus, impar quicunque, fu
matur q = m p p -- 2 , eritque a = +*= n n p p -+- 4 m,
tum vero habebitur x = p ( 17- *) , y = q (li;E *) , quae…
unica folutio locum habet quando p erit numerus primus;
verum fi p inuoluat faétores inter fe primos , aliae infu
• , . S s 2 , per
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per folutiones locum habere poffunt. Sit enim p = r ,
fierique poterit p p = r r s s = b b — c e, fumendo b = ' r-;i:
et c = rr =1 *; tum quaerantur numeri f et g, vt fiat
c f— b g = -- 2 et ftatuatur b f— c g — k, eritque k k — 4
=(b b — • o) (ff- g g)= r r s s (f f — g g), hinque **#*
— ff — g g. Iam fumatur q = m p p -+- k, ac reperietur
a = i£;:= n n p p + 2 h k —— ff- g g, atque hic iterum
erit x =p (11=-') et y = q (i 1;-*).
Veluti fi fuerit p = 1 5 = 5. 3, fiue r = 5 et s = g,
priori modo ftatim habetur q = 225 n -+- 2 , hinqme
a = 225 m n -+- 4. n , ex pofteriore vero folutione habe
mus d= 17 et c = 8, nuncque fiet 8 f — 1 7 g = + 2,
fumendof=4 etg= 2, ideoque ff-gg= 1 2 et k = 52. Si
ergo capiaturq- ^25 n -+- 52, prodibit a= 225 n n-H 1o4n+ 1 2,
tum vero pro vtroque cafu erit x = 1 5 (it;-) ety= q (i 1=).2.
* Problema 9.
§. 28. Si fuerit a r r — 4. — * s, inuenire numeros *
et y, vt fiat 4 x x -+- I = y y.
1
Solutio.
Cum fit a r r = £ r —— 4, multiplicando per * *
et 4. addendo prodit r r s * + 4 = **+ 4 * * + 4 = (**+ 2)',
ficque ad cafum praecedentem reuoluimur , quo erat
a p p —— 4 = q q : erit fcilicet nunc p = r * et q = * * -+- 2,
ex quibus valoribus colligimus vt ante
x = p (11=-) et J = q (11F-).
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Corollarium …. in *** *** ***,
§. 29. Hic ante omnia occurrit cäftis quo a=
e e +— 4, denotante e numerum imparem quemcunque, pro
quo erit r= 1 et * : e. Hinc igitur fiet p = e. et q = e e —■— 2,
hincque porro x = p ( 1}-) et y=q(1;=*), vnde fequentes
cafus euoluamus : . , , ; . . . . - • - - ... - '. .
Sit 1°. e= 1, erit a = 5, p = 1,a= 3 » ideoque*=4
et y — 9,
2°. e = 3, eritia = 13, p= 3, q. = I r, vnde v = r 8o
- ety= 649, - . * --- ; ' : Y . • • »
8*. e = s, erit a= 29, p = 5, 4= 27, ergo x :… I 83o
, et J = 98o 1, :j 2 -{-\ , … w • • - …, f. . .
4°. e= 7, erit a = 53, p = 7, 4 = 5 r, ergo x = 9 roo
- ~ ' , : i et y= 66249, * * . ^ s … ` ' ' .^*
- - - - -
-
v.
5°. e= 9, erit a = 85, p = 9, q= 83, ergo x = 3o996
' . ; et y = 285769. , , *. • , . , . •';*
- : , ; - . :..… … - :-i * .;*
Problema io. -- --
• §. 3o. Inuefligare reliquos numeros , vt fieri pof
fit a r r- 4= * *, indeque affignare numeros * et 3/, vt
fíat a x x -+- 1 = y y. . . . * * * * . , ; . f *;** * • , ,
· · · · · · · · . ... ?
• •• - - Solutio. • • • • • • , , ,
- * - . . . . . . ,
- - • $ £ -+- 4 .
Cum fit a r r = s * -+- 4., erit a = ##*; vnde
patet , pro r alios numeros impares affumi. non poffe
S s 3 ' nifi






nifi qui fint fummae duorum quadratorum. Sit igitur
r r = b b + c c et ponatur s * + 4 = (b b + c •)(ff+ g g),
quem in finem effe oportet c f — b g = -+- 2, tum vero
erit s = b f-4- c g ; ex cognitis autem numeris r et *
' erit p = r s * et q = s s —— 2, vnde porro concluditur
x = p ( 1;- !) et y = q ( i;-*); pro r ergo alios numeros
accipere non licet, nifi vel 5, vel 1 3 , vel 17, vel 25,
*vel 29, etc. quos cafus in fequentibus exemplis cuoluemus,
* * * Exemplum I. - -
§. 3 1. Sit r = 5 , ideoque r r = 25 = 4. * —4— 3*,
* vnde b = 4. et c = 3. $ Hinc ' effe debet 3 f— 4. g = -+- 2,
tum vcro fit a = ff-- g g et + = 4f-- 3 g, vnde folu
ctio conficitur yt ante.
1°. Sitf= 2 et g = I , erit a = 5 , 1 = 1 1 , hincque
*,«** ** porro p= 35 et a = 123, • • . *
Vnde pro x et j ingentes prodeunt numeri, problemati fá
tisfacientes, fed non minimi. -
2°. Si f= 2 et g = 2, erit a = 8 ; cafus autem, quibus a
numerus impar, hic excludimus.
'. 3°. Sit f= 6 et g = 5, erit a — 61 , tum vero s = 39,
bincque porro p = 195 et q = 1 5 23 ; atque hinc conclu
duntur valores x = 2 2 6 1 539 8o et y= 1 7663 r9o49. *Ex cafu
autem primo, quo erat s = 1 1 et ui;t :- = s , ftatim poni pc
teft s = 25 m -+- 1 1, vnde deducitur a= 25 m n -+- 22 m-+- s ;
tum vero erit p = 5 (2 5 m -+- 1 1) et q = (a 5 n -+- 1 1)* — — 2,
vnde denique dcduciturx=p ( * ;-) et y= q ( 5 -'). Hinc
autem ' fuffecerit valores numeri a deriuaffe , vbi qui
-* - dem
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dem, pro p numeros pares fumi oportet, ne a prodeat
numerus par. . . '- ?
1°. Si n = o fit a — 5, , --------,
2°. Si n = 2 fit vel a= 61 vel = I49,
* 3°. Si n = 4 fit vel a = 317. vel a = 493, , ,
pro his ergo cafibus numeri x et y in immenfum cx
crefcent. - - - - - -
Exemplum 2. * * * * * * *
§. 32. Sit nunc r = fg, erit r r = 169 = 1 2'-+- s',
vnde b = 1 2 et c= 5 , ita vt fieri debèat 5 f— 1 2 g -+- 2,
tum vero erit a =ff+-g g et s = 1 2 f+3 g. CafusTau
tem fimpliciffimus eft f= 2 et g = 1 , qui praebet a = 5
et y = 29, ex quo ftatim generaliter ftatui poteft s = 1 69 n -+- 29,
vnde deducitur a = 1 69 n n -+- 58 n -+- 5, pro quo nume
ro fiet p = 13 (179 n -+ 29) et q(1 69 n -+ 29)*-+- 2, vnde
denique colligitur x = p ( 1;—') et y = q (i 15*). * At pro m
numeros pares accipi oportet , vt quidem fiat a numerus
impar. • * '
1°. Si n = o fit a = 5 et s = 29, hincque p- 1 3. 29,
qui autem cafus per fe eft notus. . , • .2°. Sit m = a , erit vel a = 565 vel a = 797. Y.
^)
Exemplum 3.
§. 33. Sit r = I 7 et r r — 289 — 1 5* —4— 8*, vn
de b = 1 5 , et c = 8, fierique debet 8 f— I 5 g = + a, hing
que a = ff-Hg g et * = 1 5 f-H s g. , Pro cafu fimpli
cißimo fumamusf= 4 et g = 2, vnde fit a= 2o et r = 76; pro
folutione ergo generali ponamus * = 289 m -+- 76, fietque
a = 289 m m -+- 1 5 2 n —H2o,
vbi pro m numeros impares capi conuenit.
;
;
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- 1°. Si n = x fiet a = 3o9 -+- 1 5 2 et * = 289 -t- j6, qui
valores iam nimis funt magni quam quos operi pretium fit
euoluiffe.
Exemplum 4.
§. 34. Sit r = 25 et r r = 625 = 24* —4— 7", ideo
que b = 24 et c = 7. Iam effe debet 7 f— 24. g = + a, hinc
que erit a = ff-+- g g et s = 24 f-+- 7 g. Cafus fimplicis
fimus dat f = 1o et g = 3 , hinque a = I o9 et s = 261;
vnde fi ftatuatur r = 625 n -+ 26 1 , reperietur generatim
a = 625 n n -+- s 22 n -+- 1o9.' Euoluamus autem nume
rice cafum a = i o9, qui methodo vulgari moleftiffimos
calculos requirit ; cum ergo fit s = 261, ob r = 2 5 erit
p = 6525 et q = 261 * -+- 2 = 681 23, ex quibus defiderati
numeri , maximi deducuntur,
x = 65 25 ('''•:= )= 1 5 1 4o4-244-55 Ioo
J = 68123 (lui-, =-) = 1 58o7o67 1986249.1A
-. Exemplum 5.
§. 35. Sit r = 29 et r r = 841 = 2 1* —- 2o', ideoqne
b = 2 1 et c = 2o, fierique debet 2of— 2 1 g = + 2, hinc
erit a = ff -+- g g et * = 2 1 f-+— 2o g. Cafu autem fimpli
ciffimo erit f = 2 et g = 2, hinc a = 8 et s = 82 ; ftatuatur
ergo s = 84-1 n -+- 82 , fietque a = 841 n n -+- 1 64 n -+— 8,
vnde autem numeri vehementer magni nascuntur.
Ex his igitur abunde perfpicitur, quemadmodum, ope
horum fubfidiorum cafus problematis Pelliani alioquin
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MISCELLANEA ANALYTICA.
I.
Theorema a Cl. Faring fine demonftratione
propofitum.
Si n fuerit numerus primus, boc produâum continuum: r. z.
3: • • • • (n — 1), vnitate auéìum, femper diuidi potefi per
illum numerum primum m.
Demonftratio.
Q■ illuftris Geometra de la Grange iam geminam
huius theorematis demonftrationem in nouis A&tis
Academiae regiae fcientiarum borufficae dedit : Geometris
haud ingratum fore arbitror, fi etiam meam demonftratio
nem more mihi familiari communicauero. Propofito au
tem quocunque numero primo m, alio loco oftendi, quod
quidem quilibet facile largietur, femper dari huiusmodi nu
meros, quorum fingulae poteftates , exponentem minorem
quam m — 1 habentes, per n diuifae, diuerfa praebeant refi
dua. Sit igitur a huiusmodi numerus, cuius fingulae poteftates
a°, a', a*, a*, a*, • • • • • „ - •
per m diuifae totidem diuerfa refidua producant , quorum
numerus cum fit m — 1 , in his refiduis omnes occurrent
numeri 1, 2, 3, 4, . . . . n — 1 , quibus exhauftis fe
quens poteftas a*- ' iterum per m diuifa relinquet refiduum
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. T t •+ 1,
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+ r, perinde ac prima a°. Cum ergo poft hanc haec for
mula a*- ' — I demum per m fit diuifibilis, ob m — 1 nu
merum parem, qui fit — 2 p, ita vt m = a p + 1, vel for
mula a? — 1, vel haec, a* —- I, per numerum primum m
diuifibilis fit neceffe eft. Priore autem cafu a? refiduum
daret —— I, quod cum noftrae hypothefi aduerfetur, pofte
rior formula a* -+- I per m erit diuifibilis, fiue poteftas a?
refiduum dabit — r, feu m — I. His praemiffis, quoniam fin
gula refidua 1, 2, 3, 4, . . . . m — I, oriuntur ex pote
ftatibus a°, a', a*, etc. . . . . a"-*, manifeftum eft, pro
duétum omnium, eorum refiduorum, fcilicet produétum pro
pofitum I. 2. 3. . . . . (n — I.), fi per m diuidatur, idem
refiduum effe reliéturum, quod produétum omnium earum
poteftatum a°*'*-*-*-*-*• • • • (*-*), fiue haec poteftas:
o{*-'?'*-*)** effet daturum. Cum autem fit n = 2 p + 1,
erit m — I — 2 p et m — 2 = 2 p — 1, ideoque haec poteftas
fiet a* PP- P, quae reducitur ad hanc: a*?'?-'?*?, quae eft
produ&tum ex his duabus poteftatibus a*?(?-') et a?. Ve
rum iam vidimus, poteftatem. a* P, fiue a*- *, per m diuifam,
refiduum dare -+- I, quod idem refultabit ex omnibus, eius
poteftatibus, cuiusmodi eft a*?'?-'); at altera poteftas a?
refiduum relinquit — I, vnde ipfius poteftatis a*? P- ? refi
duum erit — 1. Sicque haec formula a* ??T? —H I per nu
merum n erit diuifibilis; fubfituto igitur produ&to. 1. 2...(n — 1)
in locum poteftatis a* ??-?, haec formula: I. 2. 3... (n— 1)-+- I,,
per numerum, primum m erit diuifibilis,
Corollarium r.
Hinc fàcile plures aliae fimiles formulae de
duci poffunt, quae fingulae pariter per numerum, primum.
- . - -fi.
• • .' - -
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m erunt diuifibiles, quas cum ipfa formula vnde funt natae,
hic apponamus :
1. 2. 3. . . . . . (n — 1) + r
I x I. 2 3. . . . . . (n — 2) — 1
I. 2 * I. 2. 3. . . . . . (n — 3) -+- 1
I. 2. 3 x I. 2. 3. . . . . . (n — 4) — I etc.
In his autem formulis numerus n non eo vsque diminui
debet, donec fiat m = o. -
Corollarium 2.
Si porro habeatur progreffio arithmetica n
terminorum, cuius differentia neque fit m, neque multiplum,
ipfius , in ea inerit vnus terminus per n diuifibilis , quo
exclufo produétum reliquorum terminorum vnitate auétum.
femper erit diuifibile per numerum m, fiquidem fuerit nu
merus primus. Ita fi fit m = 7 et formetur haec progreffio
arithmetica 7 terminorum: 2, 5, 8, 1 1, 14, 17, 2o,
reie&to termino 14 haec forma 2. 5. 8. 1 1. 17. 2o + r 'diuidi poterit per 7. * • •
II.
Problema.
Inuenire quatuor mumeros integros tales, vt produéia
ex binis vnitate auéìa fiant quadrata. -
^y
Solutio.
Problema hoc in Elementis meis Algebrae fufius
tra&aui , methodus vero, qua fum vfus, minus erat ac
commodata ad numeros integros inueniendos. Haec autem
quaeftio eo eft difficilior, quod fex conditionibus fatisfieri
- T t 2 opor
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oportet. Nunc igitur fequentem folutionem fatis fimpli
cem exhibeo. Sumtis pro lubitu duobus numeris m et m,
vt fiat m n —— I = 1 l, quatuor numeri quaefiti erunt :
I. m; II. m; III. m -+- m —— 2 1; IV. 4. 1(1-4- m) (l+-n),
quibus 6 conditiones praefcriptae fequenti modo implen
tur :
1°. m m -+- 1 — l l.
2°. m (m —— m —i— 2 l)-+- 1 — (1-4-m)*.
3°. n(m —— m —— 2 1)—- I =(l-\-n)*.
4°. 4. m. l(l—- m)(l+- m)-+- 1 = (2 ll -+- 2 lm— 1)*.
5°. 4. n. l(l-+- m)(l+- m)-+- 1 =(2 l l-- 2 ln — 1)*
denique
'6°. 4l(m+ n+ 2 l)(1+ m)(l+n)-+ 1 =(4ll-i 2 lm-H2 1 n— 1)*.
Hic vero plurimum obferuaffe iuuabit numerum 1 tam po
fitiue quam negatiue accipi poffe. Ita fi fumatur m — 3
et m = 8, vt fiat m m -+- 1 = 25, ideoque l= -+- 5, cafus
l = — 5 dabit hos quatuor numeros :
I. 3. II. 8. lIl. I et IV. 1 2o.
Sin autcm capiatur l E —— 5, numeri erunt
I. 3. II. 8. III. 2 I et IV. 2o8o.
Analyfis ad hanc folutionem perducens.
Cum tres priores numeri m, m et m -+- m -+- 2 1,
facillime inueniantur, ponatur quartus = z, atquc his tri
bus conditionibus fatisfieri debebit:
1°. m 2. —H I — E.
2°. m 2. —H r = E.
3°. (m -+- m -+- 2 l) x —— 1 = -i.
Hinc ergo etiam harum trium formularum produ&um de
-. . • bebit
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bebit effe quadratum; at calculo inftituto hoc produ&um
reperietur:
- • - •
, 1 + 2 (m + m + 1) z + ((m + m + 1)*— 1) z z . .,
+ m m (m + m -+- 2 1) z* — Ea, -
cuius radix, vt tria priora membra tollantur, ftatuatur
1 -+-(m +- m -+- 1) z — ; z 2, cuius quadratum eft:
1 -+- 2 (m +- m -+- 1) z -- ((m —— m -+- 1)*— 1) z z .
— (m -+- m -+- 1) z* -+- ; z*
vnde nafcitur haec aequatio
m m (m +- m -+- 2 1) = — m — m — 1 —— ; z ,
fiue £ z = m -+- m -+- 1 -+- m n (m +- m -+- 2 1),
fiue ; z = (m m -+- 1)(m +- m -+- 1)-+- 1 m m,
vel quia m n -+- 1 = l 1 habebimus -
ll(m +- m -+- l)-+- 1m n =l (ll-i-l m -+-1 n -+- m m)
= l((l-i- m) (l-i- m)), , ,
quo circa inuenimus ' ' „ - , ,
z — 4 l ((!-+- m) (l —— m)).
Quanquam autem hic tantum produétum ex tribus for
mulis m z +— 1 , m x -+- 1 , (m -+- m -+- 2 1) z -- 1 reddidi
mus quadratum: tamen quia pro z quafi praeter exfpe&a-,
tionem prodiit mumerus integer, vnde tres iftae formulae
inter fe euadcnt primae, tuto concludere poffumus, etiam
fingulas ternas formulus fieri quadrata , quorum radices
adeo iam fupra exhibuimus.
III.
Problema.
Inuenire numeros x et 3 , vt baec formula
—+- m -(**;*- ')* -+- (22#- *) fiat quadratum.
T t 3 - Solu-'
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Solutio. -
Primo haec conditio fponte adimplebitur, fi capia
tur y =:=;, tum enim fiet 22;- ! = *'£*; 2, vnde forac - JC 20
mula propofita abibit in hanc formam:
(* * * 1 )* — 4- *£**-*- ')* — ( x x -+- 1 )* _
2ς ως , ( x z — I)ET T ΣΤΣ* — 1 )*
quae formula iam per fe eft quadratum. Verum quia haec
folutio tantum eft fpecialis , quo generaliorem obtineamus
ftatuamus
— P x- ? y y-+- , — ( p p-+- ' )( x x -+- 1 ).
= £E;, vnde fiet T5T - TATEp )(p x-TT*
quare formula noftra euadet
( * *-* 1 ' _p_ ( p P*- J' (**-+- ):
2c Qc (.c -+- p)' (p x— 1 )* »
quae per quadratum (x x -+- 1 )* diuifa abit in hanc:
r. ( ? f -*- 1 )*
£* -+- fft-; ,
quae per quadratum x x (x +p)'(p x,— 1 )* multiplicata
dat (x + p)* (p x — 1 )* + x x (p p + 1 )* Haec iam formu
la quadratum effici debet, quae cuoluta reducitur ad iftam:
pp x'-+- 2 p (pp— 1 ) x*+ 2 (p* —pp-\- 1 ) x x.
- — 2 p (p p— 1) x-+-p p, · · -
cuius radix fecundum praecepta cognita fi ftatuatur
p x x -+- (p p — 1 ) x -+- p ,
elicietur ifte valor: * =;;*; , vbi ergo numerus p pro
lubitu accipi poteft ; tum ' vero pro altero numero y ha
bebimus vti affumfimus -
»
p.
— x -+- p - p ( p p -+- j) *
Hinc ergo fi fumatur p = 2, fict x — ; et y = £; et
3c 3c -+- m _ 73 v -+- , — 6 .
=-=.'— = 4; et 2-+-=:::,
quorum quadratorum funima fit quadratum radicis ;:;;::.
- Pro
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IV.
Problema. .
_ , Inuenire duos numeros p et q, quorum fùmma fit
quadratum, fumma vero quadratorum biquadratum.
Solutio,
Hoc Problema, a Leibnizio olim propofitum , eo
magis: eft notatu dignum, quod minimi numeri fint vehe
menter magni , fiquidem pofitiui, defiderentur. Quamuis
autem hoc problema iam paffim occurrat folutum, tamen
haec folutio, attentione: non, indigna: videtur. Ponamus au
tem p + q = B* et p p —- q q = A*. Iam a duplo pofterio
ris aequationis, 2. p p. -i- 2 q. q. = 2 A*, fubtrahatur quadra
tum, prioris p p-- 2 p q, ——q q— B* et refiduum erit.
p p.— 2 p q —H q q = 2 A*— B*, ideoque:
p — q= V (2. A* — B*),
ficque totum negotium huc reducitur, vt förmula 2 A*—B*
quadratum reddatur.. Vt autem ambo, numeri p et q pro
' deant pofitiui neceffe eft vt fit B > A. Statuamus igitur
Y (2 A* — B*) = y y-+-2. x y — x x;. • .
quod eueniet fi capiatur -
A*= x x -+- y y et B*= x x-+- 2 x y— yj,
quas: ergo binas formuläs denuo ad quadrata redigi opor
tet. Cum autem pofterior fit (x -+- y)*— 2 y y ,. pro vtra
que conditione faciamus y = 2 a b c d; tum vero pro prio
re x-— a, a b b. — c c d d, pro pofteriore autem x-+y = a ac c;+ 2 b b dd, fic enim fiet; •
A = a a b b -+- c cdd. et B=aa c c— a b b d d.
: - - Quia
• -*
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Quia autem habemus
x = a a b b — c c d d et y = 2 a b c d,
erit hinc '
x -+- y = a a b b — c c dd-+ 2 a b c d-aa cc-+- 2 bb dd,
vnde deducimus
._ a a b c d— d d ( s b b -+- e e )4 (2 ——:=;;-—— ,
vnde radicem extrahendo reperimus
Q - b c d -*- v b b c c dd- d d ( a b b-+-cc) (c£ — 88 )
— ———.-;-;,---—— ,
vnde per euolutionem fit ; = £sf$£#-£2, vel per conuer
fionem £ = £*#£#39. Hoc igitur modo refolutionem
formulae V (2 A*— B*) rcduximus ad refolutionem alius for
mulae prorfus fimilis V (2 b* — c'), vnde fi vnicus cafus
conftet , quo talis formula rationalis euadit inde continuo
alius cafus concludi poterir. Cum igitur hoc primo eue
niat fumendo b = 1 et c = 1 , erit + = -;-', fèu ex po
fteriori forma £ = -=-. Sumatur ergo # =;, fiue a=a
et d= 2, fietque x = 5 et J = 12, tum vero A = 13 et
B = 1, atque hinc:
y y -+- 2 x y — x x = (x -+- y)* — 2 x x = 239,
quae eft radix quadrata formulae 2. 1 3* — 1. Quia autem
hic B < A, hinc nulla folutio idonea fequitur. Hoc autem
cafu reperto faciamus nunc b = I 3 et c = 1, fietque
� - - - cr - e -+
Y (2 b* — c*)= 239, ficque porro nancifcimur # = -=,;°,
vnde ob fignum ambiguum binae folutiones oriuntur: vel
-% = — :, vel + = ;. Ex priore ergo cafu habemus a= 3,
b — I 3, c = 1 et d = — 2, vnde colligimus x= 1 5 2 1 — 4.
— 1 5 17 et y = — 156, tum vero A = 1 5 25 et B=— 134.3.
Quia autem huius litterae B tantum quadratum et biqua
dratum
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dratum occurrit, fumi poterit B = 1343, qui valor-cum,
minor fit quam A.— I 525 , nullam folutionem defidera
tam praebet,
Confideremus ergo alterum cafum, quo '4-— ;,
vnde noftrae quaternae litterae erunt a = 1 1 3, 5— 1 3 ,
c= 1 et d = 84, ex quibus fi colligantur valores x, y et
A, B, erit B > A, hincque enormes illi numeri pro p et 4
colliguntur problemati fatisfacientes. -
Problema 4•
- Si formula 1 -+- A z —HB z z —- C z'-+-D z*-}- etc,
fuerit produéium ex faéioribus 1 + & z, 1 + 3z, 1 + y 3,
I + 5 x , etc. inuenire /ummam poteftatum omnium, litterum
a, ß, γ, δ, etc. - -
Solutio.
Summas iftas quas quaerimus ita defignemus:
- P = α +- 3 -+- ^y —— δ + etc.
Q = a* -+- 3* -+- y* —— δ* -+- etc.
R = a* -+- ß'-+- ^y* -+- ö* -+- etc.
S = a* —- 3* -+- ^y* -+- δ*-+- etc.
vbi totum negotium huc redit, vt valores litterarum P,
Q, R, S, etc. per litteras A, B, C, D, etc. determinen
tur. Hic autem ante omnia obferuari conuenit, litteram P
a fola littera A pendere , quippe cui eft aequalis ; deinde
littera Q tantum a duabus litteris A et B pendere poteft,
quoniam produéta ex ternis litteris a, ß, γ, δ, etc.
non ingrediuntur in compofitionem quadratorum. Eodem
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modo littera R tantum pendebit a tribus fitteris A, B, etc.
at littera S inuoluet has tantum quatuor: A, B, C et D;
et ita fimili modo de fequentibus.
I*. His praenotatis littera P eodem modo reperie
tur, ac fi formula effet tantum r +A z et litterae reliquae
B, C, D, E, euanefcerent; hoc autem cafu vnicus , faétor
locum habet, qui fit 1 + a z, ita vt fit P = a. Iam po
fito hoc faétore 1 -+- a z = o, fiue z = — ; , ipfa formula
euanefcere debet, eritque idcirco 1 — £-= o fiue a — A= o,
vnde fit a = P = A, vti quidem notiffimum eft.
2°. Littera autem Q eundem valorem fortietur ac
fi formula noflra foret 1 —— A x -+- B z z, reliquis terminis
euanefcentibus Haec autem formula duos habet faétores,
qui fint 1 —- a z et 1 —H b z, hincque erit P = a -+- b et
m.
Q = a* -+- b*. Fiat nunc 1 —H a z.= o, fiue : = — ;, et hoc
cafu ipfa noftra formula debet euanefcere, eritque
1 — + + * = o
fiue a* — A a -+- B = o. Eodem modo ex altero fa&tore
I —— b z orietur haec aequatio: b* — A b -+- B = o. Addan
tur hae duae aequationes et loco a* -+- b* fcribendo Q et
P loco a -+- b orietur haec aequatio : Q —A P —— 2 B = o,
vnde colligitur Q = A P — 2 B.
3°. Verus porro valor ipfius R deducetur ex for
mula 1 -+- A z +- B z* -+- C z', cuius tres fa&ores fint
( I -+- a :)(1 -+- b z) (1 -+- c z) ,
ita, vt habeamus , -
' P = a + b+ •; Q= a + b+•' et R= a + b+e.
_ - - - - - • • • , Quem
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Quemlibet horum faétorum redigamus ad nihilum et ex
primo fiet < = #, vnde ipfa formula praebebit
I — + +- #-— § = o,
fiue a'- A a* -+- B a — C= o. Simili modo bini reliqui
faétores dabunt
b* — A b*-+- B b — C = o et c' —A c*-+-Bc — C=o,
quae tres aequationes iunétae dabunt
-
R—A Q-HBP—3 C= o, vnde R=AQ— BP-4-3 C.
4°. Pari modo littera S ex hac formula:
I —— A z — — B z* -+- C z* -+- AD z*
colligitur, cuius quatuor faétores fint
(1 -+- a z) (1 -+- b z) (1 -+- c z) (1 -+- d z)
hincque
P= a -+- b -+- c —— d, Q= a* -+- b*—— c*-+- d*,
R= a* -+- b*—— c*-+- d* et S = a* —— b*-+- c*-+— d*.
Quod fi nunc finguli faétores feorfim nihilo aequentur et
redu&tio fiat vt ante, orientur inde 4 fequentes aequationes:
a* — A a* —— B a* — C a -+- D = o
b* — A b* —H B b* — C b —4— D — o
c* — A c* —— B c* — C c —— D = o
d* — A d* —4— B d* — C d—4- D = o
quae additae hanc formulam fuppeditant:
S — A R —— B Q — C P —— 4. D = o, hincque
S = A R — B Q —— C P — 4 D.
Hinc iam facile intelligitur, quomodo etiam fuperiores po
teftates, fcilicet T, U, V, etc. ex praecedentibus forman
V v 2 tur
-
.
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tur, quem in finem fingulos hos valores ordine apponamus :
P— A,
Q=A P— 2 B,
R= AQ—BP-H3 C,
S—A R— BQ-+-CP—4 D,




§. 8. Inuenire adeo quinque numeros huius indolis,
•vt produéìa ex binis vnitate auéìa fiant quadrata.
Solutio.
Problema hoc vires analyfeos diophanteae fuperare
cenferi deberet, mifi cafu quodam ' fingulari folutio poffibilis
redderetur. In primo autem problemate iam exhibuimus
quatuor huiusmodi numeros, eosque adeo integros, qui his
conditionibns gaudent , fcilicet fumtis pro lubitu duobus
numeris mi et m, ita vt fiat m m -+- 1 = 1 1, quatuor nume
ri fatisfacientes ita fe habebunt :
a=m ; b= m ; c = m+ m -+- 2 1;. et, d-41((l+ m)(l+m)).
Nunc igitur praefcns , quaeftio huc redit, vt quaeratur quintus
numerus z, qui cum iftis quatuor conditionibus praefcriptis
fatisfaciat ; requiritur ergo vt fequentes quatuor formulae
fingulae reddantur quadrata: -*
1 + a : — [j; 1 + b z = [T]; r -+- c z= I; 1 +dz= C];
quibus fi fingulis fatisfieri dcberet infuperabilia obftacula
occurrerent. Hic autem vti fupra feliciter vfu venit, vt fi
modo
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modo produétum harum quatuor formularum quadratum
efficiatur etiam fingulae feorfim quadrata fint futura. Mul
tiplicentiir igitur hae quatuor formulae in fe inuicem, ac
ponatur breuitatis gratia produétum : .
1 —4- p 2 -+- q zz -+- rz* -+- * z*
ita vt fit
p=a-4- b + c+d ; q- ab+ac+ ad+ b c-- b d+ c d ;
r=ab c+ab d+ac d+ b c d et s= a b c d.
Nunc ftatuatur radix quadrata iftius formulae
1 -+- %p z +- (; q- ; p p) z 2,
vt eius quadratam fiat
1 4-p z + qz*+p(£q-;pp)2*+(; q-;p p)*z* , ,
vbi cum tres priores termini fponte fe tollant, reliqui per
a* diuifi (uppeditabunt hanc aequalitatem:
r + s z= p(;q-;pp)-+-(;q-; pp)'<
vnde colligimus quintum numerum quaefitum:
.—*-?(£££££].
ç; q — ; p p)* — * -
verum fi indolem 4 numerorum datorum accuratius per
pendamus, reperiemus femper fore ; q — ; p p=— -=-*, vn
de denominator inuentae fra&tionis' euadet :
(; q — ; p p) — s ='=*,
£cque commode euenit vt hic denominator fiat quadratum;
„jfi enim hoc contigiffet, fingulae formulae:
1 —4- az ; 1 —- b z % 1 -+- **3 1 -+- d:;
quadrata fieri non potuifïènt. Quod fi etiam in numeratore
* V v 3- iftum :
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iRum valorem loco ( q—; pp) fubftituamus,fiet z= *r#*#**.
Hoc autem numero : inuento omnino decem fequentibus
conditionibus fatisfiet:
I°. a b —■— 1 = C; Ii°. a c -i- I = D;
III°. a d —4— 1 = CJ; IV°. b c -+- 1 = CJ;
V°. b d —4— 1 = CJ; VI*. c d -+- 1 = Cl;
VII°. a z —4— 1 = CJ; VIII°. b z —— I — D;
IX°. c z —— 1 = D ; X°. d z +- 1 = D.
Corollarium.
Quod autem femper fit ; q — : p p = =*=', fequenti
modo oftendi poteft. Ponatur breuitatis gratia m -+- m -+-l-f
et 1 (l+ m)(l+m) = k , ita vt fit k = fl l+l m m , et cum
fit a = m ; b= m; c =f-i- l; et d- 4k, habebimus
a -+- b -+- c E 2 f, ergo p = 2 f-- 4 k;
deinde quia
q = (a -+- b -+- c) d -+- (a -+- b) c -+- a b,
fiet nunc
q>— 8fk-+-(m +— n)*-+- 2 1(m—i— n)-+- m m ,
quae expreffio ob m n=11— 1 abit in hanc: q- 8 fk+ff— 1 ;
tum vero erit s= 4 m mk(f-+- l), hinc erit -
1 -+- q-- 3 = 8 fk -+- ff--4 mm k (f-}- 1)
quod an aequale fit ipfi ; p p videamus. At eft
: p ® =ff-- 4 fk -+- 4 k k,
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quae aequatio per 4 k diuifa dat
f-+- m n (f-|- 1)=k=fll-i- lmn, fiue
f-+-fm m=4 Hl, ob mn-4- 1 =ll
per hypothefin, quae aequatio cum fit identica, ifla : x + ?
+ *=;pp neceffario eft vera, vnde fequitur quod * affum
fimus ; q — ; p p =Ti=-. '23
-
Exemplum I.
Sumamus m = 1 et n = 3, eritque 1= 2, vnde qua
tuor numeri priores erunt a = 1 ; b= 35 c=8; d= 12o
hinc ergo colligimus:
p = 132 ; q = 1475; r= 4224 et s = 288o;
ex quibus valoribus deducimus:
2. — 4. 4?^*4* -+- 364. 2ssî
- ( zs79 )? »
quae fra&io reducitur ad hanc {;;;,, atque hinc decem
conditiones praefcriptae fequenti modo adimplentur:
1°. a b —— I E 2*; 2°. a c -+- x = 3*;
3°. a d —— 1 = 1 1*; 4°. b c -+- 1 = 5*;
5°. b d —H r = 19*; 6°. c d -+- 1 = 31*;
7°. a z -\- 1 ={:;;;;:; 8°. b x -+- * ={;i%;
s*. c x-+- 1 =';;;;;'; xo*. d x -+- x = Š.
Exemplum 2.
Cum nnmerus z hinc prodierit tam vehementer
magnus, euoluamus fequentem cafum in fraétionibus, quan
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igitur m — ;; m =;, vt fit 1=:, vnde quatuor numeri
priores erunt
a = £; b = £; c = 6 et d = 48;
-vnde porro deducimus:
^ p = 57; q= 45 1:; r= 931: et * = 36o;
ex his ergo deducitur:
4. 931;-+- 1 14. 36r 44.88o 4.488o
2. — 359* − 353 T* Ta 3557
qui numeri multo funt minores quam praccedentes.
.
VARIAE
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VARIAE OBSERVATIONES
CIRCA ANGVLOS
IN PROGRESSIONE GEOMETRICA PROGREDIENTES.
§. I.
C. pleraeque infignes proprietates , quae adhuc circa
angulos, fiue arcus, eorumque finus, cofinus, tangentes,
cotangentes , fecantes et cofecantes funt inueftigatae, ex
confideratione arcuum in arithmetica progreffione crefcen
tium fint deriuatae : non minus notatu dignae videntur
illae proprietates, quas ex confideratione arcuum in geo
metrica progreffione procedentium deducere licet ; im
primis cum earum veritas plerumque multo magis abfcon
dita videatur , quocirca hoc loco plures eiusmodi proprietates
euoluere conftitui.
6. 2. Primum fontem ad huiusmodi fpeculatio
nes nobis aperit notiffima formula: fin. * φ=2 fin. Φ. cof. Φ
ynde, fi s denotet arcum fiue angulum quemcunque, erit
fin. s— 2 fin.; s. cof.; s; tum vero fimili modo erit
fin.; s— 2 fin.; s. cof.;s, qui valor ibi fubftitutus praebet
fin. s=4fin.; s. cof. ; s cof.; s. Deinde quia porro eft
fin.; s— 2 fin.; s. cof.;s, hoc valore fubftituto erit
fin. ; — 8 fin.; s. cof.; s. cof.; s. cof.; s. Pari modo pro
grediendo eft
fin. s= 1 6 fin. §, r.cof.; s. cof.; s. cof. i s.cof. & *
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. X x atque
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atque fi hoc modo in infinitum progrediamur, denotante i
numerum infinitum, feu potius infinitefimam poteftatem
ipfius 2 , habebimus
fin. s = i fin.*;. cof.; s. cof.; s. cof. ; s. cof. §. 5. etc.
vbi quia arcus ; eft infinite paruus, erit fin ; = ;, ideoque
i fin. := r, vnde adipifcimur hanc infignem proprietatem,
1
vt fit
fin. * = * cof. ; f. cof. ; f. cof.; f. cof. i. s. cof. §. r. etc. in
infinitum.
§. 3. Hinc igitur ipfe arcus s per eius finum et
cofinus arcuum continuo in ratione dupla decrefcentium
ita pulcherrime definitur , vt fit
fin. s.
Jf r
cof. ; 3. cof. ; j. cof. § 3. cof. & 1. cof. £, s. etc.
at quia a;;= fcc. Φ, erit per expreffionem integram
s=fin. *, fec. ; y. fec. ; s. fec. ; s. fec. i. s. fec.;, s. fec. i, s. etc.
quae expreffio fatis commode geometrice repraefentari po
teft , quemadmodum iam alio loco oftendi.
§. 4. Quia hic arcus * per produ&tum exprimitur,
fumendis logarithmis habebimus.
1 s.=l fin.*-+lfec. ;*.-+l fec.;++1 fec.;s-Hlfec.;.*-+1 fec.;,s -+- etc.
vnde fi accipiamus s = £ = 9o°, fiet
1f = o+ l fec. 45°+l fec. 22°, 3o*-+] fec. 1 1°, 15-+l fec. 5°,37;. etc.
vnde calculo inftituto erit
J fec.
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í fec 45° = o, 1 5o5 1 5o
l fec. 22*, 3o'= o,o343847
1fec. I 1°, 1 5* — o,oo8426r
lfec. 5°, 37; = o,oo2o963
1fec. 2°, 48;= o,ooo5235
l fec. 1°, 24; = o,ooo 1 3o9
1fec. o°, 42j. — o,oooo327
1 fec. o°,2 13, = o,ooooo32
reliqui omnes= o,ooooo27
1 £ = o, 1 96 I 2or
l 2 = o,3o 1 o3oo
l T= o,497 1 5o 1
hincque T = 3, i4* 5941 fatis exa&e, vti conftar.
§. 5 Quo autem hinc nouas relationes deduca
mus , differentiemus poftremam aequationem logarithmi
cam , et cum fit d. 1 fec. q)= *£#*= d® tag. q) 2 orietur
per d * diuidendo fequens aequatio:
: = cot. *-+-; tag §* -+ $tag. ; * +$tag.;s +;, tag.;. s+ etc.
quae feries quam citiffime conuergit , id quod fequenti
exemplo clarius patebit, in quo fumamus ; — oo3—1;,
vnde fiet
#=: tag 45°+$tag. 22*, 3o'+itag. 1 1°, 1 s'+;, tag. 5°,37-4-etc.
qui valores ex tabulis defumti dabunt.
£ tag. 45* = o,5oooooo
3 tag. 22°, 3o' = o, 1 o35 534
& tag. 1 I*, 1 5' = o,o24864o
i, tag. 5°, 37; = o,oo6 I 557
i, tag. 2°, 48; = o,oo15352
û tag. 1°, 24; = o,ooo3836
pro reliquis = o,ooo 1 278
# = 0,6366 197, hinc τ===—*—
\ o,636GF~ ops ts3o97
X x 2 §. 6.
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§. 6. Si poftremam aequationem denuo differen
tiemus, ad feriem perueniemus multo magis conuergentem ;
cum enim fit d. cot. ® =Ê, et d. tag.®=3;=d@ fec. φ',
reperiemus
— #, = ##-+-; fec. ' * -+-i; fec. ; **-+- 3 fec. ; s* -+- etc.
fiue
3 fec. ; r'+ i, fec. ; s'+ i, fec. i *+** fec. & *=;ii;i — ;.
§. 7. Accommodemus eadem ratiocinia ad ratio
nem triplam, fecundum quam arcus decrefcant ; hunc in
finem confideremus formulam
fin. 3 Φ= 4 fin. Φ cof. Φ* — fin. φ (4 — 4. fin. Φ'),
quae dat fin. 3 Φ = 3 fin. φ (1 — ; fin. φ'); vnde fi s deno
tet arcum quemcunque, erit fin. s = 3 fin. ; s (1 — ; fin. í);
fimilique modo erit fin. § 3 = 3 fin. : (1 — ; fin. ;'), ita vt
nunc fit fin. s = 9 fin ; s (1 — ; fin. i')(1 — ; fin.?
Si tales fubftitutiones in infinitum continuentur,
peruenietur tandem vt ante ad hanc expreffionem:
fin. s = s (1 — ; fin. i)(1 — ; fin £)(1 — ; fin. ?) etc.
§. 8. Fa&tores hos nimis complicatos fequenti
modo in fimpliciores refoluere licet ; namque forma gene
ralis 1 — ; fin. Φ*, ob fin φ*= ; — ; cof. 2 φ, reducitur ad
hanc:;+; cof. 2 φ, quam hoc modo referre licet:**£sse?.
Cum iam fit
cof. a -+- cof. b = 2 (cof. (a+b) (cof. (*=*), erit
cof. 6o°+cof. 2 φ= 2 cof. (3o° +q) cof. (3o°-φ)
quae forma in 3 du&ta praebebit
1 — ; fin. Φ*=; cof. (3o° + φ) cof. (3o° — φ).
- Quare
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Quare fi haec reduétio ad fingulos fa&ores fupra inuentos
applicetur, habebimus fequens produétum infinitum : »
£;:=: cof. (3o*-+-3) cof. (3o° — 3).
£ cof. (3o° —— ) cof. (3o° — ')
£ cof. (3o° —— 5,) cof. (3o°— ;,) etc.
quod per fecantes ita exhibebitur :
;;=: fec (3o*-+-*) fec. (3o* — 3).
; fec. (3o° —— ?) fec. (3o° — 3)
: fec. (3o°-H5.) fec. (3o° — ;,).
qui faétores, quo magis arcus * diminuitur, eo propius ad
vnitatem accedunt.
§. 9. Si nunc logarithmos fumamus et fingulos
terminos differentiemus , faétores illi numerici ;, vtpote
conftantes, penitus ex calculo excedent ; et quia, vt fupra vidi
mus eft d. l. fec. Φ = d ® tag. Φ. obtinebitur fequens aequatio:
£= cotag. y-+-; tag.(3o°-i-;)-+-; tag. (3o°+?)-+-;, tag. (3o°+£,)
— g tag.(3o°-?)—, tag. (3o° —3)- ', tag. (3o°—,
id quod exemplo comprobaffe iuuabit. Sit igitur s = £.
eritque
§.-;tag. 6o*-+;tag.4o°+ , tag. (33*,2o')-+', tag (3 1°,6;')
—;tag. o°—;tag. 2o°— ', tag. (26*,4o')-jtag.(28°,s3;')
+ ,& tag. (3o*,22;')
— ,;, tag. (29*,37;')
§. 1 o. Haec poftrema feries eo magis videtur no
tatu digna, quod vix quisquam eius veritatem demonftrare
valuerit, nifi eadem methodo fuerit vfus. Haec autem fe
ries fine dubio multo altioris eft indaginis quam ea, ad
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quam per euolutionem praecedentis cafus fumus dedu&i ,
quae erat
: = cot. £ -+- 3 tag. : f -+- : tag. ; *-+-; tag. j£ -+- . tag. & £ + etc.
cuius veritas ex notiffima formula 2 cot. 2 φ= cot.®— tag. Φ
fequitur,vnde habemus tag. Φ= cot.®— 2 cot. 2 φ. Hinc fi loco
fingularum tangentium valores debiti fubftituantur, operatio
fequenti modo inftruetur:
i cot. *-+-; cot. ; * +-; cot. ; * -+-; cot. ; * . . . . . . . ; cot.',
5 — 3T; cot. is-: cot. : y — ; cot. ; * . . . . . .
vbi omnes termini manifefto fe mutuo deftruunt, vfque
s.
ad vltimum } cot. ; , qui ad hanc formam redigatur :
s.
co/.T- - - - - -
Tii. denotante i numerum infinitum. Iam quia arcus; eft in
-;
finite paruus, erit cof. §= 1, finus vero ipfi arcui : aequalis, exa » t.
quo vltimus ifte terminus fit =;, qui eft ipfe valor huic
feriei aequalis inuentus.
§. I I. Interim tamen etiam pro cafu praefenti de
monftratio directa fimili modo exhibetur, ex formula, qua
tangens anguli tripli exprimitur, repetenda. Si enim po
- - — r -* ft
natur tag.®=t, quia habetur tag. 3 Φ=:!:!:, erit cot.3®=;;5— II,Ti*
et 3 cot. 3 Φ = #F#. Hinc fubtrahatur cot. Φ = #, fietque
3 cot. 3 Φ — cot. Φ = Ël!#;, ==:#, ; hinc loco , fubftitua
- 3 -
mus eius valorem ## et habebimus ,
' ^ — — • fiii. 4. cof.
3 cot. 3 Φ- cot. Φ=#££;$
cuius fraétionis numeratorem et denominatorem fequenti modo
tra&temus. Cum fit cof. φ'=;-+- cof. 2 φ et fin. Φ*=;—; cof. 2 φ,
induet denominator hanc formam: 1 —4— 2 cof. 2 φ, quae prop
terea
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.
terea ita referri poterit : 2 cof. 6o° —— cof. 2 φ , quae porro
ob cof. a -+- cof. b = 2 cof. G =!). cof. (*=°' reducitur ad
hanc : 4. cof. (3o* -+- φ) cof. (3o° — φ), numerator au
tem manifefto fit — 4. fin. 2 φ, ita vt iam habeamus
- — fin. z φ
3 cot. 3 ® — cot φ = attas-;;;*&#t==;-.
Quia nunc in genere eft
fin. 2 φ= fin. (a +®) cof.(a —®)— cof. (a -+-q) fin. (a—4)
fumamus a = 3o° et habemus fequentem ' aequationem :
3 COt. 3 Φ— COtΦ= _fin.(3o°+-®) *££;$$it;#?#%#* (3o°-®)
=— tag. (3o° —— Φ)-+- tag. (3o° — Φ)
quocirca pertigimus ad hanc aequationem notatu dignam;
cot. 3 @= 3 cot. φ — 3 tag. (3o* + q)-+;tag. (39* — φ)
§. 1 2. Iam pro noftro cafu loco 3 Φ fcribendo s.
ftatim nancifcimur - -
cot. 3 = 3 cot ; — ; tag. (3o° —1—3)-+-; tag. (3o°— §).
Simili vero modo vlterius erit
$ cot. i — ; cot. ;-; tag. (3o°-+-3)-+-;tag. (3o°—3).
Eodem porro modo fit
£ cot. §= ', cot É, — , tag. (3 o*-+- ?)-+- , tag.(3 o°-5).
et fi hoc modo in infinitum progrediamur perueniemus.
tandem ad huiusmodi cotangentem :
, cof.; -
3 cot-i=;; quamobrem noftra aequatio perdu&a
erit ad hanc formam :
cot. s =—; tag. (3o°+i)-;tag.(3o*+*)- Etag. (3o* £). ....;
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ex qua deducimus ipfam aequationem noftram de*
monftrandam
;—cot. s4-; tag. (3o°+?)+;tag. (3o*+)+ ', tag. 3o'++ etc.
—;tag. (3o°'—%)—3 tag.(3o°-?)— ■, tag. 3o°-;— etc.
6. , 3. Quin etiam fimili modo huiusmodi feries
pro maioribus rationibus, quibus arcus s continuo dimi
fìuitur, exhibere licet. Cum enim fit
fin. 4. q) = 8 fin. Φ cof. (45* -+- φ) cof. (45* — Φ) cof. ®
pro ratione quadrupla erit
; — cot. y + ; tag. % + i, tag. „£ -+- ', tag. :,-+- etc.
-+-; tag.(45°+%)+,& tag. (45°-H?)-+', tag (45°+£.) + etc.
—; tag.(45°—;)-i. tag. (45°—â)— £. tag. (45*—') — etc.
Porro cum fit
fin. 5φ—16fin.φcof(1 8°+φ)cof.(1 8°-φ)cof.(54*+®)cof.(54*-®)
reperiemus pro ratione quintupla
;— cot. s + : tag. ( 1 8* + ') + ', tag. (1 8° + f)
— : tag. (I 8* — £)— ', tag. (1 8° — £) ...
+; tag. (54*+j+ , tag. (54* 4- i5 *°
— : tag. (54*— £)— ;, tag. (54* — £).
Pari modo vlterius progredi liceret , verum feries re
fultarent nimis perplexae quam vt attentione dignae vide
rentur.
QVO
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QVOMODO SINVS ET COSINVS
ANGVLORVM MVLTIPLORVM
PER PRODVCTA EXPRIMI QVEANT.
§. r.
P.ropofito angulo quocunque φ ponatur breuitatis gratia:
cof. Φ-+ V — 1 fin. Φ = p et cof. φ — V — 1 fin. Φ= q,
erit p q — 1 ; tum vero
p"= cof. n 4)-+- V— 1 fin. nφ et q"= cof. n φ— V— 1 fin. n®,
vnde fit -
p*-+- q*= 2 cof. n® et p*- q"= 2 V— 1 fin. n φ;
Κes igitur eo redit, vt formulae p*-+- q" et p* — q, in
factores refoluantur.
§. 2. Confideremus primo formulam
p*-+- 4* = 2 cof. m φ,
quae , quoties n eft numerus impar, faétorem habet fimpli
cem p + q — a cof. φ, ita vt his cafibus cof. φ fit faétor
ipfius cof. m φ: Pro reliquis faétoribus autem ponamus
fa&torem duplicem in genere effe , pp— 2 p q cof. w —— qq,
ita vt formula p*-+- q* euanefcat, pofito
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. Y y pp
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p p — 2 p q cof. w +- q q = o ,
tum autem erit vel
p= q (cof. •—-V— 1 fin. w) velp= q(cof. Q-V- 1 fin.w),
hinque -
-
p"= q" (cof. n ω -+- V— 1 fin. n ω)
ficque debebit effe
q* (cof. n ω -+- V — 1 fin. n ω)-+- q* = c, fiue
cof. n ω -+- V — 1 fin. n ω -+- 1 = o,
vnde fit fin. n ω = o et cof. m w = — y, tum autem fponte
fit fin. n ω = o.
§. 3. Quia igitur cof. n ω =— 1, angulus n ω erit
vel t , vel 3 t , vel 5 τ , vel 7 τ , vel etc. Sicque fi i de
notet numerum imparem quemcunque, erit n ω =- i τ, hinc
que © = #, quocirca fa&tor duplex in genere erit
p p — 2 p q cof. ';*-- q q.
§. 4. Cum nunc fit p p —Hq q — 2 cof. 2 φ, ob
p q = 1 erit ifte faétor 2 cof. 2 φ — 2 cof. £, qui fpontc
in duos faótores refoluitur. Cum enim fit
cof. A — cof. B = 2 fin.* t *. fin. * = *, erit
cof. 2 φ- cof. T= 2 fin. (;:-}-q). fin (;;— φ)
ficque vnus faétor in genere erit
4. fin. (;'; —+- ®) fin. (45 — ®).
Hinc pro i fucceffiue numeros 1, 2, 3, 4-, etC. fcribendo, erit:
2 cof m©= 4 fin. (;.--4) fin.(; — ®).
4 fin. (;#-+®). fin.(;; — ®). 4 fin. (;; +q). 6n. G: — ®),
donec omnino habeantur m faétores.
$. 5.
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§. 5. Percurramus igitur hanc expreffionem fecundumfingulos faétores numeri m, eritque •.
fin= 1|2 cof. Φ= fin. (';—q) -
fin= 2[2 cof 2 φ=fin 2*({—®)fin.(; +®)
fin= 3|2 cof. 3 Φ= 2* fin.(;— ®) fin(;—1—4) fin.(? — φ)
fin=42 cof. 4®= 2* fin. (5— ®) fin. (5-+-q)fin. (';*—®). fin(';'+®)
fin* sl2cof.5®=2*fin.(£,-©)fin.(£+®)fin (*3—(5)fin.(,5-+®)fin.(£—(5)
fin= 62cof.6φ=2*fin.(3-4)fin.(f,+®)fin.(3-4)fin.(;744)fin.(3-4)fin (:--4)
Generaliter autem erit -
cof. n®= 2*-'fin.(£-®)fin(;*®)fin.(H-φ) fin.(#-+®) etc•
donec habeantur m fa&ores
$. 6. Sumendis igitur logarithmis erit
1co£n(p= 2*-+lfin.(£-φ)+i fin.(£+φ)+lfin.(H-4)+lfin.(3+φ)+etc.
quae aequatio differentiata praebet -
nd®fin.n® d®cof(£,-©) d®cof(#-+φ) , etcog:-?) £fco£;+®, etc
coTTTfin.(£E®) Tfin.(EFq) 'ΤΓ.Έ-φ) Tn.EFq)
hoc eft - -
ntag. n φ=cot(£-φ)—cot.(£, +®)+cot.(#-φ)-cot(;;44)+etc.
vnde deducuntur fequentes aequalitates memoratu dignae
I* tag. ® = cot. (*;— Φ) • .
II* 2 tag. 2 φ= cot(;-(5)—cot.({+®)=tg.({+®)— tg. (3-4)
fII* tag. 3 Φ- cot. (;—®)—cot.(;-+q)+cot.(£ — ®), fiue
tag. 3 ®= tag. (5-+q)— tag. (';—q)+tag. ®
IV* tag.4φ=cot.(;-φ)—cot.(744)+cot.(£-φ)—cot. (344)
fiue 4tg.4®=tag.(#+φ)-tag.(';'-®+tg.(;*®)-tag (i-φ)
Y y 2 , §. 7.
*.
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§. 7. Eodem modo tra&temus formulam
p* — q*= 2 V — 1 fin n φ
cujus fa&torem duplicem ftatuamus
p p — 2 p q cof. Q) —- q q.
quo pofito = o fit ut ante
p = q (cof. ω -+- V — 1 fin. ω)
hincque porro
p" — q* (cof. n A -+- V — 1 fin. m Q)
ficque debebit effe
q*(cof. n ω-+- V—1 fin.n …)—q"=o, five cofin w-+-V-fin.n &-i=o
Vnde fieri debet
fin. n •= o ac cof. n ® = 1
quam ob rem angulus m w erit vel o,vel 2 Tr,vel4 Tr,vel 67r,vel in
genere2i7r,ideoque JE*£,denotante i numeros omnes 1,2,3,4,etc.
Hinc igitur faétor duplex in genere erit
p p — 2 p q cof. *#*-+- q q- 2 cof. 2 φ— 2 cof. *i*
qui rcfolvitur in hos fa&tores :
2 fin. (£ — 4) 2 fin. (#-+-φ);
praeterea autem formula p"— q* habet faétorem fimplicem
p — q= 2 V — 1 fin. Φ
confequenter habebimus :
fin n φ = fin. φ. 2 fin. (5 — Φ). 2 fin. (#-+- φ) etc.
ideoque
fin.np=fin.φ.2fin.(£-®) 2 fin.(344).afin(3-4)2fin.(*+®) etc.
donec omnino prodeunt m faétores. Erit ergo
fin.n.p=2"-'fiu. p. fin.(£-φ)fin.(£+φ)fin.(';-φ)fin.(£+®) etc.
- §. 8.
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' §. 8. Iam ex hac forma generali fequentes dedu
camus formas fpeciales : . . -
f n = 1] fin. ® = 2° fin Φ
f n — a|fin. 2 φ= 2 fin. ® fin. (; — ®) ;
fi m — 3|fin. 3 Φ=4 fin. Φ fin. (; — ®), fin. (*+ ®)
f „ — 4|fin. 4®= 8 fin. Φ fin.(! —®) fin.(£* ®) fin.(# — ®)
fi n — 5[fin. sqp= 16 fin.φ fin.(;—®)fin.(7-4-4) fin.(#—®) fin.(£-+®)
f m — 6|fin.6φ= 32 fin. Φfin.(3-4)fin.(;*®/fin.(£- 4)fin.(£+®)fin.(#-φ)
§. 9. Sumamus hic etiam, ut ante lagarithmos,
eritque · · ·
1 fin.n©=12*-'+1fin.φ+1fin(£-φ)+1fin.(£+φ)+etc.
quae aequatio differentiata et per d® diuifà praebet
ncot nd co£? , cof. (:—φ) - cof. (£+φ) -. cof.(?—q)
ΒΑΦT Ffin. qp TTin.ÉÉÉ* fin. (Ä-Eφ)T IIIÉEj* etC,
*
fiue -
n cot. m. Φ=cot. Φ.—cot.(£-4) +cot.(£+q)—cot. (î"—q) etc.
donec habeantur m termini
-
*;■.;, ; ' * - ^ . . . .?
§. 1 c. Hinc igitur fequentes obtinebimus formas
fpeciales : - - · · · · ·,
fi n = 1 fcot. Φ= cot. φ , .; - • . •
fi n = a|2 cot. a Φ= cot. ®- cot. (f — ®). · · · · · ·
fi m — gla cot. 3 Φ = cot. ® — cot. ('; — ®)+ cot. ('; + φ)
fi n= 4l4 cot. 4 ®= cot. φ — cot. ('. — φ)+ cot. £ -+- φ) — cot.(£ — φ)
*.
Y y a ' §. is.





6. 1 r. Si formulam pro cot. n φ inuentam denuo
differentiemus, ob d cot. ® =É, per — ® ® diuidendo habe
bimus. -
71 n I * I I ., I -
fin. n φ* = Ea** fin.(£ —®)* *Í.Ty*E3A)*
donec habeantur n termini, vnde fequentes cafus no:
tCntur : - - *. -
fi n — _ I 5.—
n= *|ìITE=TÍÓ;
4. I ! 1 I
fin= *|* 3—L. ó*ÌÌ. (';— ®)* -
fin= al— ?——— * * r * t_
*|ja-Eö;*EEEF*EGETJ;
I 6 I. It
Euolutio formulae
… p* " — 2 p* q* cof. 0.—H q*.
§. I 2. Sumamus hic ut ante •-.
p = cof. Φ——V— 1 fin.®etq- cof. Φ— V— 1 fin®
ita vt ifta formula inuoluat hunc valorem :
2 cof. 2 n φ— 2 cof. 9=4 fin. (n®-+-; %) fin.(;9— m ®);
Iam fit p p — 2 p q cof. ω —— q q faétor duplex huius formu
lae, quae ergo euanefcere debet pofito p = q(cof. ® +- V — 1 fin.),
vnde fa&ta fubftitutione prodibit
q**(cof.2nQ-+- V-1fin. 2no)-2q*cof.?(cof.QQ-+- V-fin.na)+q"=o
* - - hoc
- I I I -
£*=*iL-Eö*EEy*Ey*TEEE5 *
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hoc eft ' ,
cof. 2Tm w — 2 cof. 9 cof. m a -+- 1 - o
-+- V— 1 fin. 2 nQ-* a cof. % V — r fin. n ω
vnde nafcuntur hae duae aequationes: -
cof. 2 n »- 2 cof. 8 cof. n ω —— 1 = o et
fin. 2 m ® — 2 cof. 0 fin. n ω = o
Cum nunc fit
cof. 2 m •= 2 cof. n •*— 1 et fin. 2 n ω = 2 fin. m & cof. n »
hae duae aequationes erunt
2 cofin w*- 2 cof? cofim w=o et 2 fin.m ocofmo- cof.0 fin.ng= o,
fiue - «
cof. m. α — cof. 9 = o et cof. m » — cof. 6 — o
vnde fequitur cof. n ω = cof. 8. Erit ergo vel m ® = 9,
vel n ω = 2 T -+- 9, vel 4 T -+- 3 , vel 6 T. —— 9, vel in ge
nere me @ = 2 £ T + 0, vnde fit in genere ω = ****-!, ita vt i
denotet numeros o, 1, 2, 3, 4, etc.
§. 13. Formulae igitur noftrae fa&tor duplex in
genere erit
p p + q q — 2 p q cof. (**;**).
Eft vero
p p -- q q = 2 cof. 2 ® et p q = 1,
vnde hic fa&tor erit
a (cof. 2 φ — cof. (f**))
qui reducitur ad hos faétores fimplices :
4 fin. us-*;;*=! fin. 11*=*=*=*
-
vnde
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vnde loco i fcribendo numeros 1, 2, 3, 4, etc. faétores
noftrae formulae erunt
n® 4-0 0.— • m ® * *r+- am © 4-6 sºr-4- 0- ^ m0 4*r+-an®+!
4fin.**£!fin!=#.4fin. #?r!fin.*r*; 4fin.r*;;**!.
fin.** £!**r$.4fin.£* =;;? :-!fin.* *-+!-- * m Q)
2 n. m, 2 ■
qui faétores eoufque continuari debent, donec eorum nu
merus fiat = n.
§. 14. Cum igitur hoc productum aequale fit
formulae 4 fin (n®+;6) fin.(;9—n®), et in noftro produéto
fa&tor numericus fit 4* == 2**, per 4 diuidendo habebimushanc aequationem : •
fin.(mq»-|-;®) fin.(;9— m ®)= 2**-* fin.(i£!)fin.(!=#*).
fin.(**;;***) fin.(x +** r 9.
fin. (r=;;***) fin. (**+£= 3) etc.
quae aequatio quo concinnior reddatur ponamus ?= 2 n a et
erit -
fin. m (a-+-φ) fin. n (*-(5) = 2**T*fin.(a-+-φ) fin. (α— φ).
fin. (#-+- a -+- φ) fin. (£-+- a — φ).
fin. (£ -+- a -+- φ) fin. (£ -+- a — Φ) etc.
§. 15. Haec autem expreffio non eft noua, fed
iam in praecedente continetur, quae erat.
fin.n®=2*-'fin.®fin (#-φ)fin.G+®)fin (?- )Gn.(£+®) etc.
et cum fit fin (o — ®)= fin. (T — o —— Φ), erit,
fin (£ —4)= fin.(;=*+4); fin.(#—φ)= fin. (**+-φ).
fin. (£ — Φ)= fin. (*=-l*+q),vnde illa expreffioreduce
tur ad hanc formam : - fin.
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fin. n φ= 2*-*fin.φ. fin. (£+ φ)fin. (*; + ®)
fin. (* + ®). . . . . . fin. (*=*'*-+- φ)
vbi arcus in progreffione arithmetica continua progrediuntur.
Quod fi iam hic loco φ fcribamus primo & + φ, deinde a-φ,
hinc duae formulae fequentes nafcentur :
fin. m (a + q) = 2*-' fin. (a + ®) fin. (#-+α+ φ)
fin.(£-+a+q) fin. (*+ a + ®) etc.
fin. m(a—φ)= 2*-'fin (a. —®) fin. (#-+-a-®)
fin. (** + α — ®) fin. (* + a — φ) etc.
quae duae aequationes in fe inuicem du&tae praebent
fin. m &+φ) fin: n(α—®) = 2**-* fin. (a + ®)
fin.(a—4). fin. (i + a + ®) fin. (#-+α-φ)
fin.(#+a+®)fin. (£ +α-φ)fin.(#+a+®) etc.
ι .
§. 16. Si nunc attendamus ad originem harum
formularum , quandoquidem ex noftra formula
p** — 2 p* q* cof. 2 n a + q**
nata eft haec:
4 fin. n (a + ®) fin. n (a — ®
exiftente -
p = cof. Φ +V — 1 fin. Φ et
* 4 r cof. «φ — V — 1 fin. Q),
fi ponamus
' f- cof. (a -+- φ)-+-*/- * fin. (a -+- φ) et
g— cof. (a -+- φ)— V — ■ fia. (a -+- φ),
cum erit f* — g* = s V — ■ fin. n (a -+-4). -
Euleri Opusc. Anal. Tom. I. Z z Dein
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Deinde fi ponamus
b — cof. (a. — ®)-+- V — 1 fin (a. — ®) et
, k = cof.(a — φ) — Y — 1 fin. (x — Φ)
erit fimili modo -
b* — k* = 2 V — 1 fin. n (a — ®) ,
unde erit
(f. — g)(b*-}*)= — 4 fin. n (a -+-® fin. n(a- φ)=
— p** -+- 2 p* q* cof. 2 n a — 4*".
Ad hoc demonftrandum notetur effe
f=p (cof. a -+- V — 1 fin. a);
=q (co(. a. — V — 1 fin. a);
b =q (cof. a -+- V— 1 fin. a) ;
k = p (cof. a — V — 1 fin. α);
vnde fit
f*=p*(cof. n a-+V- 1 fin. n 2);
g=q"(co(.n a- V — 1 fin.n a);
B*=q'(cof. n a+Y- 1 fin. n a); .
k*=p'(cof. na-Y- I fin.n a); .
Ponamus breuitatis ergo - -
cof. m «-+ y — 1 fin. m a-=A; cof. na-Y-1 fin. na =B
vt fit
f- — A p*;g* — B q"; b*=A q* et k*= B p",
hincque porro
f* — g. — A p* — B q^ et b*— k*= A q* — Bp*
quae duae formulae multiplicatae praebent
q-e)®-*)=(A +B) p r-AB®"*+*;,• .• T t,,. v





AB — , et A A -+- B B= 2 cof. * n *
hoc produétum erit
— p** -+- 2 p* q* cof. 2 n a — q**
quod eft id ipfum quod inuenimus.
Corollarium.
PIinc igitur intelligimus • formulam
μ•— • p'q' cof. 2 n «-+- q**
refolui in hos duos faétores :
(Ap. — B q) et (B p"- A *")
exiftente
A— cof. n a -+- V — * fin- * *
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CoNSIDERATIONEs
S V P E R
THEOREMATE FERMATIANO
DE RESOLVTIONE NVMERORVM IN NVMEROS
POLYGONALES. . .
*.
§. r. - , '
oc theorema Fermatianum in fe comple&itur fequentes
affertiones numero infinitas : -
f. -
' I. Omnem numerum effe fummam trium trigonalium vel
pauciorum.
II. Omnem numerum effe fummam quatuor tetragonalium
feu quadratorum , vel pauciorum. - * .
III. Omnem numerum effe fummam quinque pentagona
lium , vel pauciorum.
IV. Omnem numerum effe fummam, fex hexagonalium ,
vel pauciorum. - -
V. Omnem numerum effe fummam feptem heptagonalium,
vel pauciorum. - .
etc. CtC, - • • .
A 2 Quorum
.' ' · · · · · · · · · · · · · · · ·
Quorum theorematum cum Ferinatius affeueraffèt, demon
ftFationem a fe effe inuentam , dubitari certe nequit, eius
demonftrationem certiffimis principiis fuiffe innixam; ex quo
eo magis dolendum eft , eam poft eius obitum prorfus pe
riiffe , vt nullum plane veftigium reperiri potuerit, cum fine
dubio plerique Geometrae in his demonftrationibus inuefti
gandis fruftra defüdaùerint.' Hinc , quidémi ' excipienda eft
fecunda affertio de refolutione numerorum in quatuor quadrata,
cuius perfe&ta demonftratio ab Ingeniofiffimo La Grange in
lucem eft protra£ta , quae autem ex eiusmodi; ringipiis £ft
dedu&ta, vt inde * nullum plane fübfidium ád reliquâ de
monftranda expeétari po(fit. . . ; I, (>; , / ; , • , ; ; I
§. 2. Ingens igitur difcrimen inter refolutionem in
quadrata et reliquos numeros polygonales intercedere eft
cenfendum , quod potiffimum in hoc confiftit, quod refo
lutio in quaterna quadrata ad omnes plane numeros , tam
fra&tos quam integros fe extendat , cum refolutio in alios
polygonales tantum ad numeros integros reftringatur, at
que adeo nonnifi fub certa limitatione veritati fit confenfa
nea. ' Refolutio enim in ternos trigonales manifefto tantum
ad numeros integros adftringitur , cum infinitae dentur
fra&iones, quas nullo modo in ternas partes, in förmiüia
**;** contentas, refoluere licct ; veluti fi pro fra&ione , fta
tuere^vellemuis , ' ' ' ' ' - - - . i
multiplicando per 8 deberet effe • • •
„ I. 4*= 4 x x -+- 4 x -+- 4 y y-+- 4 y-+-4z z -- 4 z ,
hincque tribus vnitatibus additis fieret .. , . . . . /
7= (2 x -+- 1 )* -+- (2 y-+- 1 )' -+- ( 2 z -+- 1 )*.
• * - Demon
•
-
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Demonftratum autem eft, numerum 7 nullo modo effe pofïè
fummam trium quadratorum. Quocirca fi quis demonftra
tionem huius partis ita inftituere voluerit, vt, propofito nu
mero quocunque N , hanc aequationem : * -^ ; - '4 )
- • i
N =**#-*-+-32;!- 2 -+- **+ < ) - -
fibi refoluendam proponeret, oleum atque operam perdiderit.
- §. 3. Porro vero etiam refolutio in quinque pen
tagonales ad numeros integros adftringitur , fed longe alio
modo. atque in -trigonalibus vfù venit. Nam fi inter nume
- - - ' • • • . - - - - - - ~r
ros pentagonales etiam fra&iones in, formula ***=* con
11. ' · · · ` ... i C.*' ',. - - - - . - -
tentas, admittere velimus, tum omnes plane numeros adeo
in quatuor peritagonales difcerpere liceret. Propofito, enim
-
. ' • ' *1;, * i. iv, 11: , : ,numero qüocunque N fi ftatuamus
- - - • • - 2 3 v v—v .
.a.f, .,, N = £*£=*-+- 122;E 2 -+- **%*-+-iii-;=*,
* - - ' • ' , ' - - ; * * I,per 24 multiplicando fiet : . , . . . .
**34 N=36x x—12x +36yy— 12 y+36zz.— 12 z+36vo-iv
- : -* I, II, T • i •• . '. .' • . ' ~ ' · · · · . . i J V '.
vnde quatuor vnitatibus additis fiet . . . . -
- *
- t , '.' • t'. • ' . . . . 1
24N-+-4— (6x— 1)*-+-(6y— 1)*-+-(62— 1)*-+-(6v— 1)*
Cum igitur. numerus 24 N —- 4 certo fit fumma', quatuor
quadratorum, quae fit a a-- b b -+- c c -+- d d, hinc,reperie
IIAUlS - - • * • •.
*. - I
, , --, — s -
atque horum radicum numeri pentagonales iun&tim fumti
mumero propofito N aequabuntur. Nihilo vero minus fi
tantum numeros integros admittamus, 'vti Fermatius manifefto
poftulat, vtique dantur eiusmodi numeri, quos in pauciores
qu;in quinque pentagonales neutiquam refoluere licet.
· · i · · · · ·t
- -
* ..' ' ! A 3 §. 4.
\
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§. 4. Praeterea vero, etiamfi hinc fra&iones excluda
mus et tantum numeros integros admittere velimus , tamen
nouam limitationem adiicere, atque ex ordine pentagonalium
omnes eos, quorum radices funt numeri negatiui, excludere
debemus. Cum enim formula generalis numerorum penta
gonalium : ***=* pro radicibus x negatiue fumptis prae
beat hos numeros: 2, 7, 15, 26, 4o, etc. fi etiam hos admit
tere vellemus, non amplius quinque, fed tantum tres numeri
pentagonáles fufficerent omnibus plane numeris producendis,
atque talis gemina limitatio multo magis pro fequentibus
numeris polygonalibus eft neceffària , vt theoremata Ferma
tiana veritati fint confentanea, quae limitatio fine dubio in
cauffâ eft, quod nulli adhuc Geometrae poft Fermatium ad
demonftrationem horum cafuum penetrare licuerit.
§. 5. Cum igitur in demonftrationibus, quae defi
derantur, harum reftri&ionum ratio neceffàrio fit habenda,
ipfà Theoremata Fermatiana fub alia forma repraefentemus,
quae iftas limitationes iam in fe contineat, quod commodiffi
me fequenti modo fieri poffe videtur,
Pro refolutione in numeros trigonales.
- §. 6. Confideretur feries poteftatum
I —— s —— x* —4— x* —H.x'° -+- x'* —1— x*'-+- x** —— x* —4— x*
in qua poteftates ipfius x progrediuntur fecundum ipfos
numeros trigonales
o • I , 3, 6, 1o, 15, 2I, 28, etc,
ac primo manifeftum eft, fi huius feriei quadratum capiatur,
alias poteßates ipfius x occurrere non poffe, nifi quarum
exponentes fint, fummae duorum numerorum trigonalium.
- Eodem
•
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Eodem modo intelligitur, fi eiusdem feriei capiatur cubus,
in eo alias poteftates non occurrere, nifi quarum exponen
tes fint fummae trium numerorum trigonalium. Quocirca pri
mum theorema Fermatii huc reducitur, vt fi prò cubo as
fumtae feriei ftatuatur haec feries per omnes poteftates
ipfüis x afcendens :
1-4-A x-+-Bx x-+-Cx*+Dx*-+Ex*-+- Fx*-+-G x' -+-Hx'+ etc.
demonftretur in hac ferie nullum plane coefficientem nihilo
fore aequalem. Ex ipfâ autem formatione manifeftum eft,
nullum horum coefficientium fieri poffe negatiuum.
Pro refolutione in numeros tetragonales, feu
' ' ' ' ' quadratos.
, … ;. §. 7. Hic, confideretur ifta feries poteftatum :
- P = 1 -+- x-++ x* +x* —— v'* —— x* —— x* — — etc.
crius: biquadraturn P*, fi- euoluatur, omnes comple&tetur po
teftates ipfius x , quarum exponentes funt fummae quatuor
quadratorum; atque adeo. cuiusque coefficiens oftendet, quot
variis modis exponens ipfius x in quatuor quadrata diftri
bui queat; quare pro hoc cafu demonftrari oportet, fi po
natur ' '
P' = 1 + A x + B x x + C x* + D x* + E x' + F x* + etc.
quae fcilicet feries per omnes poteftates ipfüis x afcendat,
nu!lum coefficientium A, B, C, D, E effe euaniturum. Hoc
enim fi fuerit demonftratum, fimul erit eui&tum, omnes plane
numeros in quatuor quadrata refolui poffe.
Pro
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Pro refolutione in numeros pentagonales.
§. 8. Confideretur feries poteftatum ipfius x, qua
rum exponentes fecundum numeros pentagonales afcendant,quae fit . • .
P = 1 -+- x -+- x* —— x'* — — x**-+- x* —— x* +- etc.
eiusque euoluatur poteftas quinta, quae fit . • .
P* — I —— A x -+- B x* —— C x* —- D x' -+- E x* +- etc. ,
per omnes plane poteftates ipfius x afcendens, ac demon
ftrandum eft, in hac ferie nullum prorfus coefficientem repe
riri, qui fit nihilo aequalis,
Pro refolutione in numeros polygonales
- quoscunque.
$. 9. Sit t numerus laterüm polygohorum, et cum
formula generalis omnes iftos numeros polygonales com
ple&ens fit = ; (tr — 2)z z — ; (tr — 4) z, pofita fcilicet ra
dice = z, fint omnes numeri polygonales hinc ordine reful
tantes o, &, ß, y, 8, 8, 3, 7, etc. vbi quidem conftat effe
cz = I , 8 = π , y = 3 mr — 3,
8 = 6 τ — 8, 8 = 1o r — 15, 3 = 15 r — 24;
tum vero confideretur fèries infinita -
- P = 1 -+- x*+ x*-+- x* — — x* -+- x'-+- x* +- etc.
huiusque ferici fumatur poteftas exponentis = 7r , quae fit
P" = 1 -+- A x -+- B x x -+- C x* -+- D x* +- E x* -+- etc.
per omnes plane poteftates ipfius x afcendens , ac demon
ftrandum erit, in hac fèrie nullum occurrere coefficientem
nihilo aequalem ; vnde patet , fi modo hoc demonftrari in
genere poffet , fimul omnia theoremata Fermatiana fore
demonftrata. §. 10.
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§. Io. In hoc igitur negotio non parum fortaffe pro
derit, fi euolutionem iftius poteftatis P" in genere docuero,
fimulque oftendero , quomodo - omnes - coefficientes feriei
euolutae a praecedentibus pendeant, ex iisque determinentur.
Hunc in finem coefficientes fingularum poteftatum ipfius x.
idoneis chara&eribus defignemus , fitque poteftatis x" coeffi
ciens [m]; quandoquidem hoc modo ftatim perfpicitur , ad
quamnam poteftatem quisque coefficiens referatur. Nunc
igitur inueftigemus , quomodo quilibet , coefficiens [n] ex
praecedentibus, qui funt [m —1], [m—2], En—3], [m — 4], etc.
determinetur. Hoc enim modo iudicium facillime inftitue
tur, num quis coefficiens nihilo aequalis fieri poffit, id quod
forfan eo facilius oftendi poterit , cum certum fit , nullum ,
coefficientem fieri poffe negatiuum. -
- •*
• • • • • • • - - .
§. 1 I. Cum igitur pofito
= 1 + x*-+- x*—— x*+ x* -+- x*-+- etc.
quaeri debeat iftius feriei poteftas exponentis r, ftatuamus
S = P", eritque fumtis logarithmis l S= τ 1 P, hincque dif
ferentiando ** = *#£, vnde formetur ifta aequatio: . *
.P z d S — r S x d P
-
• -
d x —AR- » - -
pro qua ergo erit •
#= & x*+ 3 x* + y x* + 8 x* + s x* + ? x* + etc.
quae ergo feries per λ s multiplicata idem produ&um ge- '
nerare debet, quod oritur, fi ipfà feries : I.
P = 1 + x*+ x* -+- x*-+- x*-+- etc. . . - … *
per formulam ££* multiplicetur. · · · · · · ·4 2c
- . ~ ~ ... - • ,
-
-
. - " •- * . ` .. - * *
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§. 1 2. Ponatur igitur fecundum chara&eres ante
defcriptos:
R= m + [ 1 ] x + [2] x*+ [3] x* [4] x* + etc.
vbi notetur, primum terminum I aequiualere termino [c],
vnde fiet
#=1 [*]x'+ 2 [2]**+ 3 [3]x'++[4]x'+ etc.
hisque feriebus conftitutis perpendamus , quot modis pro
pofita poteftas x* in vtroque produ&o P* et τ*#* oc
Gtlrrat. •
§. 13. Cum igitur ambo muîtiplicatores P et#
ahas poteftates ipfius x non contineant, nifi quarum expo
nentes funt a, ß, y, 8, etc. manifeftum eft, feriei S terminum
[*] x* ex aliis terminis praecedentibus refultare non poffe ,
praeter hos: -
[* — &]x*, [m — 8] x°, [n — y] x*;
quamobrem omiffis reliquis terminis confideremus tantum.
iftos , ita vt habeamus:
S= [w] x*. . . + [m —&]x*-* . , . '
p. +[n— 3]x*-*. . . +[n — y] x*-*.. . CtC.
vbi per fe manifeftum eft, hos terminos tantum eo vsque
continuari debere, quoad expoaentes [n- ar], [n-ß], [*-y}, etc.
aon fiunt negatiüi. Multiplicetur igitur ifta forma per
£#*= r & x* •+- r 3 *-+-r y x*-+- x & x*-+- €£C
et produ&um fèquentes termines poteftatem *"' continentes
fùppeditabit : f..
qr & [m— &] x*-\- t 3[n — 8] x* + y y [n — y] x* + etc.
§. I4
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§. 14. Deinde iisdem terminis retentis, erit
##*= n [n]x*..-+(n-&)[m- &]x*-*.. +(n-ß)[n- 5] x*-*..;
+(m— y)[m— y]x*-*... +(n— 2)[n-8]x*-* ... -{- etc.
quae forma du&a in feriem
P = 1 + x*+ x*+ x*+ x*-+- etc.
fequentes praebebit terminos poteftatem x* contihentes :
n [*] x* + (m — &)(n — α]x*+-(n— 6)[n — 6jx*'
—+- ( n — y)[m — y] x* —— etc. -
Quamobrem cum hoc produ&um priori debeat effe aequale,
obtinebimus fequentem aequationem:
n[a]+-(a—»fa-a]+-(-B)[a-B-+(-y)(a-y]--es.
=τα[m —a]+-τ β[n — ß]-+-t y [n— y]-+- ff 3 [m— 3] -{- etc.
§. 15. Hinc igitur patet, coefficientem [n] ab iis
tantum praecedentium , quorum chara&eres funt
…” [m — az], [m — 3], [n — 'y] , etC.
pendere, ita vt fit.
m [n] ={*.) [n — a] *&£a, [m — 3] *?, [m— y]it etc.
Vbi quidem primo non eft metuendum, ne ob terminos ne
gatiuos vnquam valor ipfius [m] proditurus fit negatiuus,
quandoquidem hoc naturae rei repugnaret ; et quia valor
ipfius. [n] certe eft numerus integer, euidens eft omnes ter- •,
minos in dextro membro iun&tim fumtos femper valorem
praebere debere vel m, vel 2 m, vel 3 m, vel 4 m, vel etc.
nifi forte inde prodeat o, quod igitur demonftrandum eft ,
nunquam eueniri poffe, fi quidem theorema Fermatianum
fuerit veritati confentaneum, atque litorae &, 8, y, 8, etc.
B 2 deno
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denotent ordine omnes numeros polygonales : pro numero
laterum E τ.
§. 16. Manifeftum autem eft, hanc determinationem
coefficientis [n] maxime effe generalem , neque tantum ad
numeros polygonales extendi. Quaecunque enim feries nu
merorum pro literis cz, ß, y, 8, etc. accipiatur, aequatio
inuenta femper habebit locum , et coefficiens [m] indicabit
quot variis modis numerus m poffit effe fumma tr termi
norum iftius feriei :
«' o , & , ß, y , 8, 8 , 3, 7) , etc. ,
hincque numerus τ ita definiri poterit, vt nullus huiusmodi
coefficiens [m] prodeat nihilo aequalis. Euidens enim eft
numerum tr femper tantum accipi poffe, vt dextrum mem
brum noftrae aequationis nunquam prodeat negatiuum. Quae
ri autem femper folet minimus valor, qui pro qr affumitus
hoc fit praeftaturus; vnde patet hanc methodum ad infinitas.
alias quaeftiones huius generis pari fortaffe fucceffu applica
ri poffe. - - -
§. 17. Caeterum in genere notaffe iuuabit, nifi fuerit
& = I , femper fore [m] = o, quamdiu fuerit n < &; vnde
in omnibus huiusmodi quaeftionibus neceffe eft vt fit & = 1,
quem quidem terminum femper praccedere folet terminus
= o , fiquidem feries pro P affumta ab vnitate incipiat.
Applicatio ad numeros trigonales.
* §. 1 8. Quo natura aequationis inuentae clarius per
cipiatur, eam ad numcros trigonales applicemus, pro quibus
erit & = 1, 3 = 3, y = 6, 8 = 1 o, 8 = 15, etc. tum vero, '
- fumto
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fumto exponente w=3, noftra formula inuenta hanc indue:
formam : . -
m [n] = (4 — m) [m — *]-+- (1 2 — m) [m— 3]
, , -+- (24— n)[n — 6] -+- (4o — n) [m — 1o]-}- etc.
Hinc ergo, a numeris minimis incipiendo, fequentes nancifce
mur redu&tiones: * . * - - - -
1 [1] = 3 [o], ergo [1]= 3 :
2 [2] = 2 [1]= 6, ergo [2] = 3
3 [3]= 1 [2]+ 9 [o]= 1 2, ergo [3] = 4
4 [4] = o [3]+ 8 [1] = 24, ergo [4]= 6
5. [5]=- i [4] + 7 [2]= 15, ergo [5]= 3 , ,
6 [6] =-2[5]+ 6 [3]+ 18 [o]= 36, ergo [6]=6
*7 [7] =• 3[6] + 5 [4]+- 1 7 [1] = 63, ergo [7]= 9
8 [8] = — 4[7] + 4. [5]+ 1 6 [2] E 24, ergo [8]= 3 .
9 [9]=- 5[8] + 3 [6] + 1 5 [3] E 63, ergo [9]= 7
' 1 c[1 cj=-6[9]-+- 2 [7] + 1 4 [4] +- 3o[o]=9o, ergo [1o]—9
1 1 [1 1 }--7[1 c]+ I [8] + I 3 [5] + 29 [1]=66, ergo [1 1]=6,
1 2 [1 a]--8[1 1]+o [9] + 1 2 [6] + 2 8 [2]=1o8, ergo [12]=9 ;
13 [1 3]=-9[12]— 1 [io]+ 1 1 [7] + 27 [3]=1 17, ergo [13]=9
14[14]=— I c[13]— 2 [1 1]+ Io[8] + 26 [4]= 84, ergo [14]=6
1 5 [15] -- 1 1[14] 3 [12]+9[9]+25[5]+45[o]=9o, erg[15] = 6
1 6[I 6]=- 12[15]-4[13] +8[ie] +24[6]+44 1]=24o, erg[16]E15
17[17]=- 13[16] s[14]+7[1 1]+23[7]+43[2]=1 53,erg[17]=9
1 s[1 8]=-14[17]-6[15]+6[12]+22[8]+42[3]=1 a6; erg[18]=7
x9[19]=-1 s[18]-7[16]+5[13]+21[9]+41[4]=228, erg[19]=12
ac[2o]-- 16[19] 8[17}+4[14]+2c[io]+4o[5]=6o, erg. [29]=3
- - - B 3 Hinc
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Hinc igiti1* patet, feriei- 1 —++ x-+- x*-+- x*-+-*-+-x'*+etc.
cubum euolui in hanc feriem :
1 -+- 3 x'-+- 3 x*-+- 4 x' -+- 6 x* +- 3 ** -+- 6 * -+- 9 x'
-+- 3 x*-+-*■ * -+- 9 ***+ 6 x"-- 9 x'*-+-9 x' +6x*
-}- 6 x* + 1 5 x* + 9 x'*-+ 7 x"-- etc.
§. 19. In hac euolutione non iniucundum erat vi
dere , quomodo priora membra negatiua a fequentibus
pofitiuis femper fuperentur, atque exceffus femper per
numerum m diuifibilis prodierit, id quod etiam perinde
in ' forma generali neceffario vfu venire debet. od quo
clarius in oculos incurrat, aequationem generalem fub hac
forma exhibeamus : -
m[m]=((τ-+- 1)a- n)[m — &]-+-((π-+- 1)A-*)[m—A]
-+- ((fr -+- 1) y — m)[n — y] etc.
vnde partibus negatiuis ad finiftram translatis erit
n([m]+[n-a]-+- [n— ß]—+-[n— y]-+-[n-ô]-+- etc.)=
(m + r)(&[m— ez]+ £[n-ß]+ y [m— y]+8[m—8] -+- etc.)
Hinc igitur intelligimus : primo fummam omnium horum
valorum & [n — &] + 8 [n — ß]-+- y [n — y] femper fore
diuifibilem per numerum m , nifi forte- r —— 1 fuerit per h
diuifibile ; deinde fummam horum valorum
[n]+[*— &)-+- [n-Â]+[n-y]+ etc.
femper effe diuifibilem per numerum m -+- 1, nifi forte ipfe
numerus m per eum diuifionem admittat. -
§. 2o. Neque vero hae eximiae proprietates tantum.
in numcris polygonalibus , quos hic potiffimum contempla
- - - frmur
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mur, focum habent, fed etiam geuerafiffime o$fértiarí de$erit,
quaecunque numerorum feries pro literis cz, 8, y, etc. as
fumatur, etiamfi ea nulli. certae legi fuerit adftri&ta. At vero
haec ipfà circumftantia non multum pro fcopo noftro pol
liceri videtur, quandoquidem theoremata Fermatiama tum de
mum veritati confentanea cenferi debent, quando pro litteris
&, ß, y, 8, etc. ipfi numeri polygonales ordine fcribuntur;
ita vt, fi earum ordo tantillum perturbaretur, demonftratio
etiam ipfa hinc petenda claudicare deberet; quocirca ad le
gitimam demonftrationem horum theorernatum inueniendam
neceffàrio opus erit, vt fimul etiam, ipfâ, lex progreffionis
hterarum &, £; y, 8, etc. in computum ducatur, id quod
vtrum cum ifta methodo commode coniungi queat, nec ne,
non tam facife perfpicitur. Hnterim tamen iftae confideratio
nes fortaffe afiis aliquam lucem accendere poterunt, quo fe*
Ecias ad has veritates penetrare valeant.
OBSER
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OBSERVATIONES
- IN ALIQyoT -
T H E O R E M A T A
ILLVSTR. DE LA GRANGE ,
-
• 1 % • i
Poßquam aliquod Theorema, ex iis quae non ita pridem
demonftraui, quo oftendi, formulae integralis fe#**,
fi poft integrationem ponatur x = 1 , valorem effe = l 2 ,
cum illuftri Domino de la Grange communicaffem , is , no
vitate huius argumenti permotus, non folum feliciffimo fuc
ceffu eius demonftrationem penetrauit, fed etiam plurimâ
alia praeclara inuenta inde deduxit, quorum vberior enu
cleatio fcientiae analyticae maxima incrementa polliceri vide
tur, ex quo genere aliquot praeclariffima fpecimina mecum
beneuole communicauit, quae ftatim fummo ftudio fum per
fcrutatus; et quoniam-haec materia attentionem mereri videtur,
meas meditationes, quae fe mihi hac occafione obtulerunt,
fufius fum expofiturus. Cum autem hoc quafi nouum Ana
lyfeos genus potiffimum in eiusmodi formulis integralibus
verfètur, in quibus variabili poft integrationem certus valor
determinatus tribuitur, ad taediofas verborum ambages euitan
das, quas perpetua talium conditionum commemoratio poftu
laret, peculiarem fignandi modum adhibebo, quem ante omnia
accuratius explicare neceffe erit.
- - Hypo
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Hypothefis. . . . ,
§. 1. Hac fignandi ratione : '
ab x = a
fP d x [ ad x — b -
declaratur, integrale fP d x ita effe affumtum, vt euanefcat
pofito x = a, tum vero ftatui x = b; quo pa&o manifeftum
eft eius valorem penitus fore determinatum. -
- ' • ---
Scholion. , ' -
§. 2. Quo indoles huius determinationis clarius per
fpiciatur, quoniam P denotat fun&ionem aliquam ipfius x, -r,, i.
eius naturam repraefentemus linea quadam curua i x a b c o, fig. i.
fuper axe I O exftru&a, cuius quaecunque applicata X x,
abfciffae IX — x refpondens, exhibeat ipfàm fun&ionem P,
ita vt formula integralis fP d x indefinite exprimat aream
huius curuae. Quod fi iam capiantur abfciffàe 1 A- a, IB= b,
quibus refpondeant applicatae Aa et B b, formula propofita
exprimet aream A a B b , inter applicatas A a et B b inter
ceptam. Eodem modo, fi alia quaepiam abfciffa ftatuatur !C=c
area A a C c exprimetur hac formula :
ab x — a
/Pax [jf];
area autem B b C c ifta formula:
ab x = b
/Pax [}:i!];
tum vero, ab initio I incipiendo, area I i A a indicabitur per
hanc formulam : -
ab x = o
fP a*[i; Ej],
Euleri Op. Anal. Tom. II. C vnde
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vnde fponte fluunt fequentia femmata ita fuccin&e expreffa:
§. 3. Lemma I.
/Pa*[i;:i;]=-/f a*[i;:-?].
quoniam enim, fi b vt maius fpe&etur quam a, formula po
fterior
ab x = b -i .
fPdx [j]
eandem aream A a B b refert quam prior, fed ordine retro
grado, ifta expreffio pro negatiua erit habenda, ficque erit
quoque -
fPdx[jt;]+/P • *[j:i£]= o.
§. 4- Lemma II. - - -
fPdx[j]+/Pas[j]-fPdx[?: ]
quemadmodum infpe&io figurae manifefto declarat.
§. 5. Lemma IIR
/Pdx[? Tj-/Pdx[i; JX, … (! =/Pdx[j x — 6 i;
ad x— c ad x= b JT É];
vbi in binis prioribus formulis idem occurrit terminus a quo,
fcilicet x = a, terminorum vero ad quem, fcilicet x = c et
z = b, pofterior x = b dat pro tertia formula terminum
a quo, prior vero terminum ad quem.
§. 6.
•333 } r 9 ( §£
tar,
Ut ã
• §. 6. Lemma IV.
ab x=a - ab x =6 - ab x= a
fPdx[}T? fPdx[?: E']-/pas[?:-; 5
vbi notetur, binas formulas priores eundem habere termi
num ad quem, fcilicet x = c, terminorum autem a quo prio
rem x = a dare in tertia terminum a quo, pofteriorem vero
terminum ad quem.
§. 7. Lemma p. -
/Pas[?:i;]*/Pas[?:i!]-/pas[i£]-»adx-a
Scholion.
§. 8. His igitur, quae per fe funt maxime perfpi
cua, praemiffis, argumenta praecipua, quae celeb. de la Grange
mihi perfcripfit ordine percurram. Primo autem mentio
nem infignis paradoxi facit, cuius indolem ipfe non fàtis per
fpicere fatetur, a quo igitur meas meditationes inchoabo.
Refolutio infignis Paradoxi.
§. 9. Cum Vir celeb. etiam inueniffet hoc theore
ma generale
3* — x* dx r- ab x = o ß
f. ;;*-£[jT ]=1;
cnius veritatem non ita pridem pluribus demonftrationibus
adftruxi , pofuit x*= z et x" = y: quo fa&o pars prior
3**- ' d * - d -
f-;;- transformatur in hanc: f-íí; fimili vero modo al
C 2 . - ter2
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tera f 'i7.** in hanc: / 43 ; vnde his partibus feorfim p0
fitis fequitur fore -
dz r-a z= o d y I-ab y= o 1)
/ 12 [iaj]-/ 1 y [***] = /;.
Quare cum hae duae formulae omnino fint fimiles, atque iis
dem terminis integrationis contentae, quis non crederet eos
etiam inter fe perfe&te fore aequales , fiue effe
dz ra z= o du rab w= o
1 z L ad z = 1 1 y Lad y= 1
Interim tamen vidimus, differentiam inter has formulas efle
13. Hic igitur fe offert quaeftio maximi momenti: quemad
modum iftam manifeftam contradi&ionem dirimere oporteat?
§. 1 o. Primo autem hic obferuari conuenit, ambas
quantitates y et z certo quodam modo a fe inuicem pen
dere. Cum enim fit y = x" et z = x", erit y* = z", quo
tamen nexu non impeditur, quo minus, pofito fiue y = o,
fiue y = I, etiam fiat z = o, fiue z = I. Interim tamen hinc
neutiquam patet, cur ob hanc rationem iftae binae formulae:
d yp- ab y= o dz Ta z=o/?£[i;jE] Ct /I> […2E]
difpares prodire queant ; vnde haec obferuatio ad dubium
foluendum nihil plane conferre videtur,
§. 1 1. Quin etiam nullo prorfus dubio obnoxia
videtur haec aequatio multo generalior:
/j[j;I?]=/?.[AI; 5
- quando
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quandoquidem nihil plane impedit, quo minus loco z fcri
bamus , y, vel viciffim ; verum plurima phaenomena in ana
lyfi obferuata fatis luculenter docent, huiusmodi aequalitates
interdum exceptionem pati, quando valores euadunt infiniti.
Haec autem circumftantia noftro cafu vtique locum habet,
cum formula integralis /?;, fi ab y= o ad y= 1 extendatur,
vtique in infinitum excrefcat, quod etiam de altera: f£ ,
eft tenendum. Si enim fiat = I, applicata noftrae curuae, quae
eft &, manifefto fit infinite magna, vnde fuperior aequalitas
generalis - - - -
dy I- ab y=a dz p- ab z= a -j _/%[i; £]-/£[jiE;] c O
hanc reftri&ionem poftulat, nifi vel a fit = 1, vel b = 1,
quippe quibus cafibus vtraque formula fit infinita.
§. 1 2. His perpenfis nullum plane dubium mihi
quidem fupereffe videtur, quin in hac circumftantia vera fo
1utio propofiti paradoxi fit quaerenda, quae fcilicet in eo
ab y = o
ad Tì]= •, quam
d
verfàtur, quod fit tam f#;[
dz r- a z=o -m. - • • • - -
fjH; [ ] = oo, ita vt horum infinitorum differentia
1 z L ad z= I -
poffit aequari quantitati finitae cuicunque, ideoque in fe
fbe&ata prorfus non determinetur : quod autem ifta diffeP. 5 q
rentia -noftro cafu fit l #, ideoque determinata, inde venit
quod fit y* = z°.
§. 13. Simile aliquid euenire poteft in formulis fim
plicioribus, quales funt f4; et f4*, quippe quarum valores,
a termino y = o et z = o fumti, funt infiniti, vnde, etiamfi
- * • C 3 poft
-
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poft integrationem idem terminus ad quem ftatuatur, fcilica
9 = 1 et z = 1, tamen hinc nullo modo fequitur, differen
tiam abfolute nihilo aequari, quin potius tanquam indetermina
ta fpe&ari debebit, eum quidem pro aliis terminis integrae
tionis certo fit
d y T ab y=a -j _ ,dz ra z=a/4;[j;]=/'; [… z— b _l*
dummodo neque a neque b fuerit = o vel = oo.
§. 14. Atque hinc etiam paradoxon propofito pe
nitus fimile proferri poteft, quod ita fe habet:
d z r a z=o d y T ab y= o
/*f[…]-/'; [j]=ta,
cuius veritas cum in aprico fit pofita, fi quidem accipiatur
z — a y, etiam paradoxon propofitum rite dilutum. erit cen
fendum.
Obfèruationes in hoc Theorema
D. de la Grange. s.
*- x "*) d b x=a - d b y=
%-£[j:=;]-/*-•)£[j]
§. 1 5. Cum equidem ante aliquod tempus redu&io
nes huiusmodi formularum tra&affem, alios terminos int&
grationis, praeterquam ab x = o ad x = r, non fum con
templatus, vnde hoc Theorema mihi ftatim altioris indaginis
-eft vifum, atque omnino dignum quod fumma cura expen
datur. Primum igitur in eius veritatem per feries inquirere
conftitui, quod negotium fequenti modo peregi. -
§. 16.
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x*= e*** — 1 —4- & 1x -+-(*##:. +-%!*ll. etc. erit
* • 2. 3
- vl -
x*-x*=(n-m)#+(n'-m )'£+® =#3g;'* etc.
Hanc ergo feriem ducamus in £, et quia in genere
f(i»»#;[j]—%!”.- ac l x L ad x=b _J T A.
formulae ad finiftram partem fcriptae valor per hanc fé
riem infinitam exprimetur :
(n-m) (lb— la) _L (m? —m2) (1 b)*—(! a)? _,_ (m*- m *) (1b)3-{l a)*!+*; —+- V *-*-*-* —H etc,s. .4* 2 2. I • 2• 3 3
§. 17. Simili modo pro formula ad dextram pofita
per feriem infinitam erit
._ agy — vr (1 b-1 a) (lb)*—{l g)* _u_,,* (l b)*- ( 1 a)s
& — ® = yQ£Eid. 4- y* ''°';£: + y* (1833):w •• 2• 3
quae ergo ducatur in # , et quia in genere eft
d y T ab y=m -, n^— m^
fg^£[j. = —;--,
valor ißius formulae per feriem hanc infinitam exprimetur:
tn = m) (ib;-!-)-+- (*;*}(iº'-!*) + (m*-**) (18'-!g')4. e;sL. ■ f• 2 • 3 1. 2. - 3
Quia igitur haec feries cum praecedente perfe&e congruit,
veritas theorematis firmiter eft eui&a. -
§. r8. Verum hinc neutiquam perfpicitur, quomodo
fàgaciffimus au&or ad hoc Theorema fit perdu&us , quam
obrem, rebus probe perpenfis, viam inueni, ex iisdem prin
cipiis, quibus antehac füm vfus, ad easdem formulas perue
niendi. Inchoandum autem eft ab hac forma fimpliciffima:
fx
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, d x T ab x =a 6^ — a^ - -
/**L ad æ- # J- TA •
vbi vtrinque per d à multiplicans denuo integrationem in
ftituo, et cum, vti iam paffim demonftratum reperitur, fit
fd A fx^£*=/* /x^ d A,
quaeri tantum debet hoc integrale: fx^ d λ, fpe&ata quanti
tate x vt conftante , ita vt fola Â fit variabilis. Eft vero
λ
J^ -
quemadmodum ex elementis calculi exponentialis liquet. Hic
vero cardo rei in hoc verfatur, vt iftud integrale certa lege
definiatur, quam deinceps etiam in altera parte obferuari
oportet. Statuamus ergo talia integralia ita capi, vt euanefcant
pofito Â E o , eritque
λ - -_fx^ d A = 1 x ?
quo pa&o pro finiftra parte habebimus
- X.
/aa/»£=f £9*}*!?ΈΤ T:
§. \ 19. Pro parte autem dextra habebimus
d X / t X '
/ £ (b - a^),
qua formula eadem lege integrata, vt fa&o A—o prodeat
nihilum, hunc valorem more hic recepto repraefentare licebit:
, d & ab y= o
- f £/ (*-•)[j]
i
-** ) • s ( £&
Hic enim nil aliud fecimus, nifi quod pro λ fcripfimus y,
et fa&a, integratione loco y eius valorem Ã reftitui affum
fimus , ficque affecuti fumus fequentem formulam :
d x r-ab x = a d y ab #=oi
f(x^— 1) XTx [j; §Ej] =^j (57 — a*) [î£] »
quam tanquam Theorema vtiliffimum fpe&are licet.




quare fi formula pofterior a priore fubtrahatur, erit
/(»-*»£[j;i;]=/';@-o)[j]
-/?(•-»[j];
verum ifta formula ad dextram pofita per redu&ionem in
lemmate 3° oftenfàm reuocatur ad hanc formam fimpli
ciorem : -
d y ab y=m
fj (*-•) [jI. ] 5
vnde patet, hoc modo ipfum hoc infigne Theorema etiam
ex noftris principiis inueftigari potuiffe.
Euleri Op. Anal. Tom. II. D - §. 21.
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§. 2 r. Hoc autem Theoremate generaliffimo vir
ingeniofiffimus eft vfus ad Theorema meum demonftrandum,
quo oftendi effe




f (x —x)j;[j X, … I
tantum enim opus erat, vt caperetur a = o et b = 1 , quo
pa&to formula ad dextram pofita integralis abit in
d y I- ab y= m
fTy [j V = n. ] »
cuius valor manifefto fit 1 n — 1 m = 1;, quae eft noua de
monftratio mei Theorematis, cuiusmodi quidem dudum plu
res alias dcderam.
Obfèruationes in Theorema
D. de la Grange.
ά;[ii:i']=1G£V(iTx)I; ad x=co tag.TiEEJ*
z r.
§. 22. Quia hic ambo exponentes m et m neque
a fe inuicem neque ab exponente r pendent, manifeftum
eft, pro vtraque poteftate x" et x* feorfim integrale talem
formam habere debere :
x* dx __ (m —— 1) tr
^at;;;;=teg. -;;4*+ c et
x" d x _ _ (m —- 1) tr
faj-;5t;= teg. •—;;**+c.
Si enim pofterior forma a priore fubtrahatur, conftans C
€X
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ex calculo egreditur, et ipfum integrale propofitum refultat.
Hic igitur plurimum intererit valorem iftius conftantis C de
terminaffe.
§. 23. Inter formulas integrales, quarum valores
pro cafu, quo poft integrationem variabilis infinita ftatuitur,
ex primis principiis calculi integralis affignaui, reperitur ifta:
&*-+- m £[j « = o T _ . _ 7 _ tr
1 —4-x** x L ad x = co JT 2 k cof. £T 2 k fin. !•*;?
vbi autem affumitur, exponentem m non maiorem capi quam
k. Quod fi iam hic exponens m vt variabilis tra&etur, fpe
&tata ipfâ v vt conftante, et vtrinque per d n multiplicetur
denuoque integretur, formula finiftra erit
ac*-+-* d x; d x
—-——— —–— ^—I— 7—— ^^-«-+-nfdn/;j-;;;*= ΣΟΤif*5/* d n,
vbi poftremum integrale fit
k -- n
/x*-*-* d m = *;;-+-c.
Vt autem hoc integrale determinetur, conftantem ita defi
niamus , vt id cuanefcat pofito m = o, vnde obtinetur
.k -+- m _ .-k ,
fx*** dn=*…,
1 x
ita vt formula integralis ad finiftram pofita futura fit
»;*-*-* — x* d x [? JX I. C
1 —— x** x 1 x L adx= oo J* .
-
§. 24. Pro parte dextra autem habebimus hoc in
qr d m - -
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pofito n = o. Hunc in finem ftatuamus augulum [i;ilr : ®,
et quia hinc erit d ® = *# , formula noftra integranda eritART ?
fÉ , cuius integrale per regulas notas in genere eft:
- 1 tag. ; ® -+- C = 1 tag. '*£'* -+- C, -
quod, fa&o n = o, abit in /tag : + C. Quare cum tag. f= 1
et 1 r = o, euidens eft conftantem C fore = o, ita vt in
tegrale hoc quaefitum fit 1 tag. £t#r. Hinc ergo affecuti
fumus iftam redu&ionem generalem :
»&-*- n _ xk d x ab x =
f*;…j.[j=
vbi autem probe notari oportet, exponentes m et m maiores
capi non licere quam k.
§. 25. Cum igitur, loco m alium numerum m fu
mendo, fimili modo fit :
ac*-+- m -. x* d x T ab x= o (k —Hm) tr
f IIxTxTx L ad x =- co = 1 tag. 4 & »
fubtrahatur ifta formula a praecedente , et obtinebitur ifta :
/°I'E£* d x [? %… o ]— 1( tag.É),
I —H.vr'RT*xTx L ad x= co TagTĘ
+
quae manifefto cum forma propofita congruit, fi modo loco
k —— m — i fcribatur m et m loco £ -+- m — 1, at loco expo
nentis 2 k fcribatur r , tum enim manifefto fiet:
É£[j.E° tag. [* **?*.
— 1 •
- ---- 2 r°
J(i +x') 1 x L ad x = co t^g. G£g):
§. 26,
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, x**-*— x* d'x p- ab x— o —, (k —— m) r
*; E[jJ=tang. A £T
hic maximi momenti erit obfèruafTe, femper fore
x* d x r-ab x=o
IIL7Fz73;[jTì] II O
id quod ita oftendere poffum : Ponatur x* — z, erit,
x*-' d x =4; et tx = 1;,
ficque ifta formula induet hanc formam: /a-;£mt, vbi ter
mini integrationis etiamnunc funt z = o `etT£[…co. Fiat
porro x = tang. φ, vnde termini integrationis erunt @ = o
et @ = 7 ; hinc autem ob d q = ;-£s nafcetur ifta formula:
d φ I- a ® = o
Vis[ijT?]
cuius valorem in nihilum abire oftendi debet.
-
Tab. I.' §. 27. Ad hoc demonftrandum ftatuatur axis III=*, T
Fig. 2,fuper quo ab initio I fumta abfciffa indefinita I p = φ, ap
plicata fit = r;;,. Quod fi ergo hic axis I II in O bi
fecetur, vt fit I O = £ , in hoc pun&to applicata erit
I I
- -—- — ~ co,
1 tang. £ -
Jam ab hoc pun&o O vtrinque capiantur interualla aequa
lia O p = O q = a) , et pro pun£to p erit @ = £ — aw, fic
1 I . *
que in hoc punéto p applicata eritTĘE53 * Ve
D 3 „ ro
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ro tang. (? — w)= cot. (* + w), quare cum fit lcot.=-ltang.
applicata in. hoc pun&to p erit TaECELIZ)3 * quia e(t
-+- 1__
FTangI(TTJ)
ficque aequalis eft applicatae in p, fed in contrarium ver
gens. Ita fi applicata furfum dire&ta fuerit q Q_, in
pun&o p eadem applicata deorfum erit dire&ta p P= q Q.
Ig=(*o) erit applicata in punâo 4
§. 28. Quod fi ergo talis curua fuper axe I II=*
exftruatur, ita vt abfciffae @ refpondeat applicata r:;:,, haec
curua ex duabus portionibus inter fe perfe&e aequalibus
conftabit , circa pun&um medium O ita difpofitis, vt cur
va finiftra fit I P M in infinitum defcendens ad afympto
tam O m , pars autem dextra fimilimodo a II finiftror
fum furfum afèendet ad afymptotam O m. Quare cum
formula integralis fH#$, a φ=o ad @=: extenfì, exprimat
totius huius curuae ab I vsque ad II protenfàe aream, euidens
eft , totam hanc aream ad nihilum redigi , quia portio eius
negatiue fumenda perfe&te fimilis eft portioni pofitiue fu
mendae.
§. 29. Sic igitur per demonftrationem omnino fin
gularem eui&um eft, femper effe :
x* dx r- ab x= o
/;…;.j; [j x= co J ° *
quod certe eft Theorema in hoc genere maxime notatu
dignum. Quod fi ergo cum illuftri D. de la Grange fta
- &*-* 4 • .
O,
tuamus 2 k = r, erit ^>——§ ^- — o : -
« . , erit f(1 -+- a")!x T o; praeterea vero pro
noftra
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noftra formula §. 24. exhibita, ob
sc* d xl ab x —o
/«-j*j;T; [j.Tj 2r O,
deducitur iftud Theorema omnino notabile:
x*-*-* dx r- ab x = o (k -+- n) ae
/ ; TyzTx [},-J =/tang.— ■-,
quod more D. de la Grange ita proponi poteft:
sc* d * ab x= o (n +- 1) r
fa 5i.[j]=tang. 4-5:21
ficque patet conftantem illam. fupra §. 22. a nobis indu&am
reuera nihilo aequari. -
§. 3o. Quoniam Demonftratio huius Theorematis
methodo fatis infueta innititur, eius veritatem per feries often
diffe iuuabit. Ad hoc autem valorem formulae
3^T' d x_[j -VτΓΕΣJTx ad x = co
in duas partes diuelli neceffe eft (fcilicet loco m fcribendo
λ — 1 ), quae fint
x^-* d x r ab x=o
P= / ÖTTx7)ix [ ad x= I] et
- É£;[jf.
- Q=/<i>T7jî; ad x=co -
ita vt P-- Q exprimat valorem quem quaerimus. Nunc
in pofteriore: parte loco x fcribamus % , fietque
. z*^ dz Ta z= 1-i_ ,. z*-^ dz Ta z= 1 T .
= /έ[jE]- /*(FF:7?7z […&2 O ]
ct
•»33 ) 32 ( 333«•
et commutatis terminis integrationis
:'-^ d z r- a z=o
Q=-/jj-=#[jI] -
Nunc autem loco z fcribamus x, quia termini integrationis
vtrinque funt iidem, erit
' x^— x'-^d x r- ab x=o
P+Q=/*;…j.[j 3* - j]
cuius ergo valor formulae propofitae eft aequalis.
I.
. a 1. Iam fra&ionem ——: in feriem infini§. 3 nm I —Hx' m nitam
QOIlUlCTtamuS
I. — x" —H a:** — x*" —Hac*" — €tC.
cuius finguli termini in ££ (x^— x"-^) du&i producunt
t d ac (x* - ar-^) - 33. (xr*^ - xr-^) + £* (**r** - acur-*).
17T; z l x 2c lac * \
._ d * λ -A
- # (x**^— x"-') + etc.
Cum autem per Theorema principale in hoc genere fit
d x ab x=o' CZ
/£(x*— x)[jT]=1%, ,ac / * \ "- ad x= 1 Ae
fingulis membris hoc modo integratis prodibit
— 1 ^ ._ 1 r -+- X a r-+-» _ 1 s r-!- ^
§. 32. Omnes hos logarithmos in vnicum compin
gere licebit, ratione habita figni cuiusque, hocque modo re
perietur fore
— 1 A . 2 r — A. * r -+- A. • r — λ • r -+-'x < r- »
P + Q= 1;£;. 7TFX* ¥FEX TFTEX TEX #*£ etc.
At
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At vero in Introduâione in Analyfin Infinitorum pag. I47.
oftendi effe
$m_ 2 n — m 2 m -+- m 4 m . . m 4 m _g_ m
75* - * ! -f- ! etc.
fm * _.tang. =# = ;…; • «• •
4 m n - m -+- m 3 n- m* 3 m -+- mT s n — m
quae feries manifefto in inuentam transformatur, ftatuendo m-a
et n = r, ita vt nunc fit P + Q= 1 tang. %#, prorfùs vti
fupra e(t inuentum.
Additamentum.
§. 33. In differtatione A&orum Tomo V. parte I.inferta, vnde defumfi hoc theorema: . •




,****** £[*; 3*— o ºr




**- n 4- a*-*-^ dx p- ab x— o -
/-;-;-;-* ËE]=£5
y*-*_ *-*-+-* dx r- ab r= o nr m'mr
f £T£[T. = T tang. AT
**-* — x*-+-n dx r ab x—o qr fn mr
^—;ËT£[j]=£,tang. 4;
x*-*-+- x*** dx rabx—o 2 m fin. *;
/EFECERE*?[jî ° Hinjiin.H;
, •*-*-+ *** d*r bx-c-, ' fin.?
/ Ex'cOTjE*? Ë]=τί
Éwlri Op. Anal. Tom. II. E J*
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p.-j…,**T**=•T-,:*';*.1+2x* cof. 7+ x** x L ad x= co 4 fin. 1 fin.T;
quas formulas ergo fimili modo tra&are operae pretium erit.
- §. 34, Incipiamus igitur a formula -
x*-*-4-x*+* dx p- ab x=o ^mr
/-,Ti;;*- * ad x= 1 ]=; k cof.;
quia praecedens cum formula iam tra&ata prorfus conne
niret, quae fi ducatur in dn et ita integretur, vt integrale
euanefcat pofito n = o, quoniam eft
. .





fx*+* d n = »l x -
tum vero, vt ante vidimus,
rrr d m (^ m tt _, (k-\-n)**.ΉλT C0}. jT. — 1 tang. T. i;T ?
prodibit haec integratio:
a*+* — **-* d x F ab r—o -i _ (£-+m) mr
f (i + x**) 'x 1 x L ad x= 1 J= ftang. ' 4 k T*
qui ergo valor prorfus coaúenit cum eo, quem pro formula




§. as. Simili modo traáemus féquentem formam :
/*;=:T£[j 3¢-to = £ tang m, 7r
-—–E-— -- | — —- . -,.
• I - x z L ad x= co Â o £ *
'. - - - - - - - - ' quae
•&#3 ) 35 ( ££;
,^ quae, du&a in dn et vt füpra integrata, praebet a parte,
finiftra - " -
f* x* — x*-* — x*+* d * [j 3r — o -Y
• • *' 1 — x** _ x 1 x L ad x = co ] * • v ..
a parte autem dextra
/£%*., m tr _ ,.tr d n fin.£ .
/** e$ $a-/-tz;;;;*.
Ad hoc integrandum fiat #= φ, eritque *£= 2 d φ, ficque
formula integranda erit -
2 /*£#*=— a 1 cof. @ + C= z tcof. :;-,- c. • •
Fiat igitur n = o , effèque debebit 2 1 1 + C — o, ideoque
conftans C £ o , quocirca haec integratio nobis fuppeditat
fequentcm formulam:
f* x* _ x*-* _ *-*-+-* dy [j *=°Tj , /.„t **;
-* —–;— -;- i - — • TT .*
— X. x /x ] 2 co 2 k1 ad x= co •,
•
JX … Oab - -
fequens autem formula [î - ] fingulari euolutionex= 1
non indiget, cum eius valor fit huius femiffis.
§. 36. Eugluamns cafum quo k = a et n = t, et
ex parte finiftra habemus , . . . . , •
-/'£?£=-/;£;?:,f:[?: ]1 — x* 1 x T " (1 -+-x)(1 + xx) I x |_ ad x=coJ? .
at vero ex dextra parte: 2 1 cof. * = — a 1 V a = — ■ a. Ve
rum fra&io ;…;;…, refoluitur in has duas: =-;….,
vnde formula noftra -refoluitur in has duas: . . . ••
;-£i;-/-££;i. = f a. - · · ·
E 2 - Sed
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Sed ex forma generali
X— t d x'
JX .X'
/;…;… = tang. **(1 -+- x') 1 x 2 r
vtriusque formulae valor in infinitum excrefcit, ficque nihil
impedit, quo minus differentia = 12.
§. 37. Quod fi hic in pofteriore formula ftatua
mus x x = z, ea abibit im hanc: fa-£ta , quae priori om
nino eft fimilis atque fub iisdem terminis integrationis ;com
tinetur. Hic igitur iterum occurrit Paradoxon prorfus fimi
le illi, quod ab Ill. de la Grange fuit memoratum: duae
fcilicet hic habentur formae prorfus pares: f;ííi: et Ët,
quarum vtramque a termino o ad co integrari oportet, ni
hilo tamen mimus earum differentia non eft nulla, fed vti
vidimus = l 2. Atque hinc Solutio huius Paradoxi in eo
manifefto eft fita, quod vtriusque integralis valor in infinitum
excrefcit.
§. 38. Quod fi binas 'poftremas formulas eodem
modo tra&are et per d m multiplicatas integrare velimus, a
parte finiftra refultat ifta formula integralis:
3*-+-n — x*-n 4 y [j x — o
/(EFERE; x**) x 1x
pro dextra autem parte nancifcimur hanc formulam inte
gralem :
2 m dn fin.?
ad x= co. f?
a termino n = o extendendam. Verum haec integratio nullo
modo fuccedit; fi enim ponamus # = φ, fiet £ =*= cz ®,
ponendo
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ponendo 3-=æ, vnde formula integranda erit p;;/aegg*, CU1
ius valor aliter nifi per fignum fummatorium exprimi non po
teft , ficque nulla concinna Theoremata hinc deriua
re licet. - *
**
§. 39. Quemadmodum autem hic, exponentem *
vt variabilem fpe&ando, transformationes per integrationem
inftituimus, ita etiam differentiatio egregias transformationes
fuppeditabit, quod argumentum vnica formula principali il
luftraffè fufficiet. Confideremus fcilicet hanc formulam : ' '
x*+* d x T ab x = o T _ 7r
/;- ac** a ad x= oo - a £ cof. £,*
quae, fumto exponente n vt folo variabili, continuo differen
fietur, vbi notandum eft effe d.x*** = x**" d m 1 x. At vero
- qr {. ib -
pro formula Tjt* fcribamus litteram y, quae ergo
* Tak -
fpe&anda erit tanquam fun&tio ipfius m, cuius ergo differen
tialia cuiusque ordinis funt in noftra poteftate. Hinc igi
tur fequentes redu&iones confequemur :
&*-+-n dx. d y '
f at E 1x = 7j fiuer —H.*** * d m
v*-*-*-* 43: 1 x r ab x= o -; _ d y. -
—ag- - - - - ••1 —H x* ad x= co d m
- - p***-**g*) [ ab x=o - - ddv
ΓΓL ad x=co _J T d m*
/**"**®*) Tab*=°j-£gTTxTFTL ad ae- co JT d m* *
p*r*d*®) [**** d* p. :
1 —— x** ad x= co. ] T d m*
3.
E 3 /*
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A**- 4:19 [*:=: _ d* v '
1 Iac** ad x= co J T d mº
- :
§. 4o. Cum igitur hinc totum negotium ad diffe.
rentialia continua ipfius y reducatur, ea fequenti modo com
modiffime reperire licebit. Cum enim fit
• r
r
**-* erit, cor* =*v=a kcoC; erit v col. AT£= AT£, -
hincque continuo differentiando obtinebimus , fequentes for
mulas:
dw m m ._ _*_ fi ?" —
; cof. *;; £t y fin. ;j - o?IT
£; cof:;;-:;; £; fin. ;; -£ v cof. ;;= o , *
£ cof. *H —£££ fin. # — #, #; cof:£-*;*' v fin. ;;=o
£: co£:;;-;;;; fin. ;;-:###: co£*£*££; fin. :;
£; v cof. £ = o
- €tC. �tC,
vnde fingula differentialia altiora ex inferioribus formari
poffunt. -
§. 41. Quo autem hae operationes magis fubleuen
ttmr, ftatuamus breuitatis gratia -*. — az, vt fit y = a£t;, at
T - c. m.
que fingula differentialia ex fuperioribus aequationibus fè
quenti modo determinabuntur: - -
£=a y tang. & m
4d v — . . d
#= 2 & # tang. a * + & & v
d* w d dw
#= 3 α ἐ: tang. a •+ 3 & a£H — &: v tang. & n.4
d* y*
\




#=5&##tangam +io& &#-io&#; tang-&*-5&*%;
- +α* y tang. a, si
'- etC, CtC, * • -
Quod fi breuitatis gratia infùper ftatuamus tang. & m = £,
et praecedentes valores in feqüentibus fabftituamus, repo
riemus: - -
£= &* v C 1 zo t*-+ 1 8o £ + 61 t)
d6- w _
£= a* v (72o t* -+- s323 & + 662 t t + 61).
§ 42. Ex confideratione harum expreffionum faci
his erui poteft operatio, cuius ope ex qualibet earum ex
preffionum fequens colligi poteft. Sit ehim pro differentiali.
ordinis indefiniti -
d* p.— -.^
j.= &* v. P
at pro ordine féquente
g*-+- 1 y. ί-*-* - -
277XEF;= Ä-+- J^, Q.
et quoniam vidimus valorem ipfitis P tutem maBa,- «,„„, :
P = A t*+ B *-* + C £*-* 4. D A-« .
-
*
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eum valor ipfius Q ex fequentibus binis feriebus erit com
pofitus : ' ' - - -
Q=(A+i)A**'+(Λ-i)B t^-'-+(A-3)Ct^-*+(A-5) Dt^-' &c.
-4- Â°A t^-'-+-(λ-2) Bf^-*-+(λ-4)C*-*+ etc.
vnde patet hanc determinationem ita repraefentari poffè, vt fit
. ' . Q=###-+-%;* • . • ; d t. . . °. . dt / -
§. 43. Haec vero formula, qua ex cognito valore
P fequens Q_ deriuatur, etiam ex ipfa natura rei fequenti
modo oftendiTpoteft. Cum per hypothefim fit
d^ y
;;= * y P,
erit differentiando
af^ + *
£*=a* P d v -+- &* v d P;d n
initio autem vidimus effe j ' = a. v. t, fiue dy = a. y t. dn
quo valore fubftituto fit
d^-*-' y _ A-+- 1 d P
' TJXA. — « v P t+ * v ;;;
tum vero affumfimus t = tang. & m , vnde differentiando fit
- d f - - -






quae forma manifefto reducitur ad hanc:
**' w _ .,.,., „ t. d. Pt-+ d P
dP(1 +tt) dPPt-4-a^+' —a^+* (1-+tt)vP**&**'v=;=*=a v(Pt+ #12)
;;=;= *'* v.—-;;——,
ita
*£$ ) 4* { §£
ita vt fit - - - - . - -
— f. d. Pf-+- d P — d P ( i -4- ff ).
Q=******= P t + art#r;
vnde intelligitur, fi fumatur t t -+- 1 = o, quo. fa&o in noi
ftris formulis figna terminorum alternabuntur, et omiffâ litera
t, fieri Q = P; vnde patet, hoc cafu omnes formulas fupe
riores eundem valorem effe adepturas , id quod etiam ex
formulis fupra exhibitis manifeftum cft, ex quibus erit 2 — 1 = 1;
6— 5 = 1 ; 24 — 28 -- 5 = 1 ; 1 2o — 1 8o -+- 6 1 = 1 ;
72o — 1 3 2o — - 662 — 61= 1 5 etc. vnde infigne criterium
obtinetur, vtrum formulae iftae re&te fint per calculum de
finitae.
Ewri op. Anal Tom.II. . f . IN
…
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INVES TIGATIO
FORMVLAE INTEGRALIS
3v"*- * d *
/άΊχγ




jam fàtis notum eft, huius formulae integrafe partim I0
garithmos , partim arcus circulares comple&i, et partes
logarithmicas, hanc progreffionem conftituere :
- £cof "FtY(1— 2 x cof. #-+xx)
—;cofi£tV (1 — 2 xcof. £.+xx)
—;-cof.*#*/V (1 — 2 x cof.-#-+xx)
— * cnf. 77' T - - f* z t .Y.
;cof. *#* l V (1 — 2 x cof;£ -+-xx)
- - - - - - - - - - -- -
— £ cof.T 1 V (1 — 2 x cof. £*-+-xx)
vbi i denotat numerum imparem non maiorem quam k.
Hinc fi k fuerit numerus par, erit i = £ — 1 ; ac fi k fuerit
numerus impar, hanc progreffionem continuari oportet
vsque ad i = k ; eius vero coefficiens duplo minor capi de
bet, feu loco — ; tantum fcribi debet — ; , cuius irregula
ritatis ratio in Calculo Integrali eft, expofita.
- - §. 2.
•333 ) 43 ( 333
• §. 2. Cain hae partcs fponte iam euanefcant pofi
to x = o , ftatuamus ftatim x = oo, et cum in genere fit
V (1 — 2 x cof. @ + x x)= x — cof. a) , erit;
1 Y(1 — 2 xcofa -+xx)=/(x- cof. a)=/x-£*=/x, ob °*= o;ac ' T
omnes ergo illi logarithmi reducuntur ad eandem formam
1x , quae multiplicanda eft per hanc feriem :
— * 'm m _ 2 3m £._ _2 111. - - - -'— * f m rr . .-; cof.*£-; cof*#* ;co£t#f. £ cofi£,
vbi, vt diximus, i denotat maximum numerum imparem ipfo
1: non maiorem , hac tamen reftri&tione , vt, fi k fuerit im
par , ideoque i — k , vltimum membrum * ad dimidium re
duci debeat. Quamobrem , fi huius progreffionis fummam
inueftigare velimus, duo cafus erunt conftituendi: alter quo
£ eft numerus par et i = k — 1 , alter vero quo & eft im
par et i = k.
Euolutio cafus prioris, quo k eft numerus par et
- i = k — 1.
§. 3. Hoc ergo cafu, pofito x= oo, formula - ;;;
multiplicatur per hanc Cofinuum feriem :
cof. £+cof.i£*+co£*£* +cof.?£*+ ---- +cof*=£r,
cuius fummam ftatuamus = S. Ducamus hanc feriem in
fin. -;:, et cum in genere fit
m•r i m τ — 1 (i-- i)m* _ 1 (i— 1) m rrfin. Έ- co{. -;— - · fin. i-*;r: • fin.—;—
fa&a hac redu&tione habebimus
- m qnr * _1_ i 6 i. k- -
s fin.=;=; fin. ;*+; fin. ***+: fin.*;*----+;fin.**
t a m^ar rnnr 1 6 m mr (k-?
— : fin.** — ; fim. •; —; fin. *#*----—;fin.'*=£T£;
»
. - F 2 -- - vbi.
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vbi omnes termini praeter vltimum manifefto fe deftruunt,
ita vt fit
sfim. *;:=: fin. m r. - !
Iam vero quia noflri coefficientes m et £ fuppommtür in
tegri, vtique erit fin. m r = Ò , ideoque etiam S = o, nifi
forte etiam fuerit fin. A* = o , qui autem cafus locum ha
bere nequit, quoniam in integratione formulae propofitae
-&mi- i
-;-££ fèmper affami folet effe m < £ Hoc igitür mo
do eui&um eft, cafù quo poft integrationem ftatuitur x=co,
omnes partes logarithmicas integralis fe deftruere.
Euolutio cafus alterius, quQ eft £ numerus impar
et i E k. -
§. 4. Hoc ergo cafu , fumto x = co, formula -lx
multiplicatur per hanc feriem : *- -
—;co£*:-: co£-:=-;co£;*------ co£!£,
vbi termintis penultimus eft — ; cö£*=;r*, pro vltimo
vero termino erit *cof. m 7r= + 1 , figno fùperiore vafente
fi m fit numerus: par, inferiore 'fi : imipar.; quare .: remoto
'termino vltimo, pro réliquis ponamus., • • • • - -t •* - * _-. - - • . - • •
cof.T£ -+cof.-;t + co£*#*+-----+ co£t=;r*=sE
ita vt multiplicator ipfius logarithmi-xi fit ' i
—*— ; cof. m r. *




—* a tn T._ 1 4 " T_ 1 ° " * --- -- — ' (&- s}m mr.:fin.## - fin.*#* - ;fin.£#* §fin. k 1
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vbi iterum omnes termini praeter vltimum {è mutùo tollunt,
ita vt himc prodeat - -
!n T — 1 (k— r) m*r._ _ fnmtN . ^
at vero e(t -
fin. (m r —£)= fin. m r cof.** — cof. m r fin. *?,
vbi notetur effe fin. m 7r = o, ob m numerum integrum ;
habebimus ergo - - - -
Sfia. £ =— ; cof. m rfin.*£, fiue s= — ; cof.in qt,
*confèqUIemter multiplicator ipfias. ! x erit
= £ cof. m τ — ; cof. m T = o,
ficque mafiiféftum eft, fiie k fit , humertis par fiue itnpar ,
omnia membra logarithmica in noftro integrali fe mutuo
deftiüere , ifiquidem " poft integrationem ftatuamus x = co ,
~quemadmodum hic femper fupponimus.
§. 5. Confideremus nunc etiam partes a circulo I
pendentes, ex quibus integrale noftrae formulae componitur.
Hae autem partes 'fëquentem progreffionem coriftituere funt
<compettae: •_ . - - • -i
2._ mmr «x-fin. £. , 2.-3 m .tr x fin. #
- - £fin. -£ Aen&,-;;;*; fin. k A arg. 1-xcof.; -
. ' -, 3, x fim. # . 2 . 7 m τ x fin. £. 2, 3ym*. . — II.- - I\ 4-^ *^ an- - —-
+;fin. Â Aat&;>zj*i fin. T. Aen$, ,.j,
• • • . • • *2 *i m mr. . % fin.£
—— — — — — - — — — — — +7fin. k Aeng.;E
vbi in vltimo membro eft vel i = £— 1, vel i = k ; prius
£cilicet valet fi i e(t numerus par, pofterius fi impar. §
F 3 . 6.
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§. 6. Cum etiam omnia haec membra euanefcamt,
pofito x = o, faciamus pro inftituto noftro x = oo. In
genere igitur fiet • .'
A tam ** §.-—A. ( - .£)g. 1 — x cofH T^* ang. \- tang. 7 ).
Eft vero \.
— tang. £ = -+- tang. l-;!*,
ex quo hic arcus fit = (£=;i*. Hinc ergo loco i fcriben
do fucceffiue numeros I, 3, 5, 7 etc. iftae partes noftri in
tegralis quaefiti erunt
*;;? fim. •; + a£;£ fim. ;* + “H?f fin. s m vr.
*'*-*)* fin.* r *_ *-*fin • " ' _ _ - _ _ • *-i)rfin im*+**;;'"fin.*#*+*##*fin.*£*+ k k ffin.t;:
vbi cafu, quo k eft numerus par, progredi oportet vsque ad
i = £ — 1 : ac fi k fit numerus impar, vsque ad i= £.
§. 7. Statuamus breuitatis gratia ' ' *
(k- 1) fin. *+($-3) fin. :;*-+ (4-5) fin. 4*+ ::.::
+ (4-i) fin. i#* = -
- - • - S. -
ita vt' integrale quaefitum fit $ , quandoquidem partes
logarithmicae fe mutuo deftruxerunt. * Multiplicemus nunc
vtrinque per 2 fin. £ , et cum in genere fit
2 fin. *£ fin. £ = cof.T-;'*— cof. (t=£1*TRT _ ' _ k p.
fa&a fubftitutione erit
- •





—(4-1)cof.*#*—(k-3)cof.t£— (k-5) cof*# ----- k
--- - + (k-i) cof.'i>#r*
: — s - — (k-i) cof. G==;rit:
quae feries manifefto contrahitur in fèquentem :
asfin.£=(k-1)-2co£*#-2cof*#*-2cof.*# ---- 2cof.'*;*k:
- — iY (1 —%- ■) m mt:
(k— i) cof. (t-;uºr
vbi, primo et vltimo membro fublatis , regularem termini
intermedii conftituunt feriem, pro cuius valore inueftigan
do ponamus -
- m rr `m afr ,. a i —
T=cofa#*+cof-£*+cof*#*+-----+ cof(i-;rr:,
ita vt fit.
2 S fin.£=k — I — 2T—(k- i) cofti*;'*.
Hic autem iterum conuenit duos cafus perpendere , prout
k fuerit par vel impar- .
Euolutio cafüs prioris, quo k eft numerus par et
i= k— I.
— §. 8. Hoc ergo cafus habebimus -
T= cof. *#*+ cof. *# + co£*#* + ----- cof. a=yn*.
Multiplicemus denuo per 2 fin. *', et per redu&iones fùpra
indicatas habebimus - -
2 Tfin.-£= fin.-#*+ fin.£-+fin.##-+----- fin.'-}-*
— fin.£-jr._ fin. " 7. — {in. * "*'— fim.3!"— ----- _fin. #. fin.*;*- fin.*#* k I 3;
deletis igitur terminis fe mutuo tollentibus erit:
I - - a T'
•
-•
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» T fin. # =— fin.£ + fin. (!-#*f.
E(k vero - · · ·
fin.*-;*= fin.(m r—*5=fin.nm cóff;- cofarfin.*,
- *
vbi fin. m 7r = o, quamobrem fict a T=— 1 — cof. m T.
§. 9. Inuento valore pro T colligitur fore
m 7r. - _ _.* -
2 S fim. TET—£, ideoque S=ATHEI.
Denique vero ipfe valor formulae noftrae integralis, quem
quaerimus, erit ::;i, et nunc manifeftum eft, integrale noftra
formulae, cafu que S eft numerus par, foi* £iï==> fiqui
• -A
dem poft integrationem ftatuatmr x = oo.
Euolutio alterius cafus, quo k eft numerus imparet
i = -
§. 1 o. Hoc ergo cafu eft
T=cof.*£*+co£: #*+cof.!#*-+- --- +cof.*=;**,
quae feries multiplicata per 2 fin. T# producet vt ante
2 Tfin.*£=fin.*;*+fin. £*+fin.*+*+- --- +fio.*#*
— fin.*£-fin.:;*-fin. &*— ----—fin.£°,
vnde deletis terminis fe mutuo tollentibus reperietur
2 T fin. *£=— fin. £ -+- fin. m r
ideoque - - • -
- fin. m r. - --
2 T — — 1 -+- Tîî s= 1, ob fin. m T = o ,
• T- - - -
hincque
•*&$3 ) 49 ( §&*•
:
hincque porro fiet
2 S fin. £ = £;
quare cum valor integralis quaefitus fit £*£*, erit etiam hoc
- - qr -cafu integrale noftrum = £ firiT* prorfus vti praecedentc
• -;
cafu. Hinc ergo deducimus fèquens
Theorema. …
m- ' d *- … »§. 1 1. Si haec formula differentialis: 1 —– x* , ita in
tegretur, vt, pofito x = o, integrale euanefcat, tum vero /fa
- - 7rtuatur x = oo, valor inde refultans fèmper erit ΣΤin
m nt »
- -
fiue k fit mumerus par, fiue impar. Huius Theorematis de
monftratio ex praecedentibus eft manifefta.
§. 1 2. In euolutione huius formulae affumfimus.
effe m < k , quia alioquin membra logarithmica fe non de
(truiffent ; at vero ne hac quidem limitatione nunc amplius
eft opus. Cafu enim quo foret m = k, integrale formulae
ac" — ' d x
TTx* effet ; ! ( 1 + x*), quod fa&o x = co fieret etiam
co; verum hoc idem indicat, noftrtim integrale effe g#, Eoo.
Dummodo ergo m non fuerit maius quam k, noftra formula
veritati femper eft confèntanea.
§. 1 3. Quin etiam ne quidem neceffe eft vt expo
nentes m et k fimt numeri integri, dummodo non fuerit
m > &; fi enim fuerit m = ; et k =£ , erit valor per no
Euleri 0p. Anal. Tom. II. G. ftram
*
»33 ) 5o ( §#3<•
nr λ. - • , • - .
ftram formulam jj E , cuius veritas ita o(tenditur. Ouia
•/ * Ty.
los ad formi, negani, et r-**-**. ■c cafu formula integranda eft / 1 -+- x ; x , ftatuattis
x = y*, erit 3: — *g* et formula fiet
* A d t. u - i g.
I -i- y* y I -+- y
- 1 . ;. . 4 * .
cuius valor vtique crit ;Ti, *£
Alia demonftratio Theorematis.
-* - 3r"* dy
§. 14. Denotet P valorem integralis f Ty¥ X
a termino x = o vsque ad x = 1 ; at Q valorem eiusdem
integralis a termino x = 1 vsque ad x = oo, ita vt P + Q.
praebeat eum ipfum valorem, qui in theoremate continetur.
Nunc pro valore Q_ inueniendo ftatuatur x = 3 , vnde fit
d x — d
Ä =—£ , fietque
/.!T.-!*— _/?i. £!Q =/, j. %. TJ*=-/jTJ j
a termino y = r vsque ad y = o. Hinc igitur commutatis
- - tm .
terminis erit Q= + f£; *;, a termino y = o vsque ad
— 1. Iam quia hoc integrafi expedito littera y ex calcu*
lo egreditur , loco y fcribere licebit x , ita vt fit
_ , x*T" dx
Q=/;T;E *,
quu
•*££3 ) 5 ( ( $3<•
quo fa&o habebimus
P — x" — j- x*-* d*
-+- Q = III3ERT* 3; - -
a termino x = o vsque ad terminum x = I. Verum non
ita pridem demonftraui , valorem huius formulae integralis
intra terminos x = o et x = 1 contentum effe —Fí=*
Hinc igitur mafcitur feqüens Theorema non minus nouiu
dignum. - • +
. ; ' 2 ' '.. ' ., - , - :
, ' , Theorema. ° ' .
. ' §. 1 5. 7'alor huius formulae integralis : . . .
* ..., . . ; 3."* -|- x*-" dac . . , J } ' . .
TATI3ET - T£T • „*
intra terminos x= o et x = 1 contentus, aequalis e/f valori
x"*. ) dx . · · · · · ·




§. 16. His expenfis formulam integralem in titulo
propofitam aggrediamur, et quo eam ad formam ha&enus
tra&atam reducamus , in fubfidium vocemus fequentem re
du&tionem: * / \
&*-' d x Aym &"• ' d x.
/άΊΕὐτ=úy-+P/άT;5.
vnde faâa differentiatione prodit fequens aequatio :
- &"-' d x. m A*"-' dx Ak A v"+*-' d x . B x"-' d x .
, • (IIRYFFŒEx) TT(TE) F *(FLExiy •
l. G 2 quae
•* .
-
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quae aequatio, per x"-' d x diuifà ac per (1 -+- x*)^ mul
tiplicata, terminum negatiuum a dextra ad finiftram trans
ponendo , erit
1 -}- λ & Ax* -
—;t;i-= m A+ B
quae aequatio manifefto fubfiftere nequit, nifi fit Â Â A = 1,
fiue A = £;-, vnde erit I = m. A -+- B = {;-+- B,. ficque
erit B= 1 — £.
§. 17. Inuentis his valoribus pro litteris A et B,
primum affumimus, integralia ita capi, vt euanefcant pofito
x = o ; tum vero pofito x = co , quia exponens m minor
fupponitur quam k, membrum abfolutum littera A affe&um;
fponte euanefcit, ita vt hoc cafu x = oo fiat
- ; v"'- ' d * : ( #) v"-* d *
T.£\X LIR I ( I -T } / 7TERXT/G>Exey^* λ k /<i -+- x*)
Quod fi iam primo capiamus Ä = 1 , quia ante inuenimus
pro eodem cafu x= oo effe
x"-' d x _ r _ . *
f 1 -+- x* T k fin. £*
habebimus valorem iftius integralis
y" - ' d x; M; 7r •
/«;Txy- (. —%);TÉ .
fi quidem integrale etiam a termino x = o vsque ad ter
minum x = co extendatur. -
§. 1 8. $i; fi iam fimili modo ponamus A = a,
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:
- /;T£- - %)(,- //? •nr
/íTí5=(*-*)(* —£);;;?-=;(1 +x*)' k 2 k/ & fin. £ •
eodem modo fi litterae λ continuo maiores valores tribu
antur, reperientur fequentes integralium formae omni atten
tione dignae : - v.
*
"i-' d * * • \ -
/âÄ5=(-;)(-;)(-;)„;* . . . .
am-da; - • r ' .
^ä;=(-;)(-£)(-;)(-£);is ,
m-* d - ;
/&#3;=(-;)(-;)(-;)(-;)(-;)„;;
etc. €tC.
' ' §. 1 9. Quare fi littera m denotet numerum quem
cunque integrum , pro formula in . titulo expreffa, fi eius
integrale a termino x= o vsque ad x = co extendatur, eius
valor fequenti modo £e habebit:
(-£)(-£)(-£)(-£ ---- (*&£5)E=
qui ergo conueniet huic formulae integrali :
3:m - ' d/3;
f(ΠΕγγ* -- --------- ---…
§. 2o. Hic quidem neceffàrio pro m alii numeri
praeter integros accipi non licet : at vero per methodum
interpolationum, quae fufius iam paffim eft explicata, hanc
integrationem etiam ad cafus, quibus exponens m eft nume
rus fra&us, extendere licet. Quod fi enim fequentes formu
- G 3 lae
•
… -
-££ ) s4 ( 33
1ae integrales a termino y= o vsque ad y= 1 extendantur, in






a?m-* 4 x * / y-*-*-* d y (1 - y*)/σEy*E£,II, d y ( 1 — y)ï — I *
Vnde fi fuerit m = 1 et k = 2 , fequitur fore *
r,-**-*/£-£ r *£s-/£!!&££y*£/$(Ej* /Y({i}5*/y(EjÎta fi m E : erit w.
d x y d y -
/I>;-/yö-i5
cuius veritas fponte elucet, quia integrale prius generatim eft
Ae - - - -;*;;, pofterius vero = 1 — V (x - y y), quae, fa&o x=oo
et y = 1, vtique fiunt aequalia. Caeterum pro hac integra
tione generali notaffe iuuabit , exponentem vnitate minorem
accipi non poffe , quia alioquin valorcs amborum integrali
um in infinitum excrefcerent. • *
- • - - - - - . * *
- f ••• - - - - -







/; - 2:8 cof. 6 --:'*
A TERMINO x = o vsQyE AD x = • EXTENSI.
§. I. -
(Qiignus primo integrale formulae propofitae indefini.
tum , atque adeo omnes operationes ex primis Analy
feos principiis repetamus. Ac primo quidem, quoniam de
nominator in fa&tores reales fimplices refolui nequit, fit in
genere eius fa&or duplicattis quicunque 1 — 2 x cof. a)-+-xx;
euidens enim eft, denominatorem fore produ&um ex k hu- •
iusmodi faétoribus duplicatis. Cum igitur, pofito hoc fa&ore
= o , fiat x = cof. ω -+- V — 1 fim. a) , etiam ipfe de
nominator duplici modo euanefcere debebit, fiue fi ponatur
x = cof. ω —— V — I fin. a) , fiüe
x = cof. w — V— 1 fin. ao.
Conftat autem omnes poteftates harum formularum ita com
mode exprimi poffe, vt fit
(cofao-i- V— 1 fin.)^=co£λω -+- V— 1 fin.Âw ;
hinc igitur erit -
x*=co£ka)-+Y—1 fim.kw et
***= co£2k ω -+- V— 1 fin. 2 ka/.
-£$? ) 56 ( ££
Subftituamus ergo hos valores et denominator nofter euadet
1 — 2 cof. 6 cof. k ω -+- cof. 2 k ω =
' -i- 2 V — 1 cof. 6 fin. k ω -f- V — 1 fin. 2 k ω
§. 2. Perfpicuum igitur eft huius aequationis tam
terminos reales quam imaginarios feorfim fe mutuo tollerc
debere , vnde nafcuntur hae duae aequationes :
I, 1 — 2 cof. 6 cof. k ω -+- cof. 2 k ω = o
II. — 2 cof. % fin. k ay -+- fin. 2 k ω = o.
Cum igitur fit
fin. 2 k ω = 2 fin. k ω co£ k ω ,
;pofterior aequatio induet hanc formam :
- — 2 cof. 6 fin. k ω + 2 fin. k ω cof. k ω ,
quae per 2 fin. k ω diuifa dat —— cof. k ω— cof. 6, ideoque
cof. 2 k ω = co£ 2 6 = cof. 6* — fin. 6* = 2 cof. 6* — 1,
ì
qui valores in aequatione priore fubftitui praebent aequa
tionem identicam, ita vt vtrique aequationi fàtisfiat fumendo
cof. k ω = cof. 6.
§. 3. Pro ω igitur eiusmodi angulum affiimi opor
tet, vt fiat cof. k ω = cof. 6, vnde quidem ftatim deducitur
k ω = 6, ideoque w = 4. Verum quia infiniti dantur an
guli eundem cofinum habentes, qui praeter ipfùm angulum
6 funt 2 tr + 6, 4 tr -+-6, 6 r -+- 6 etc. atque adeo in
genere 2 i tr + 6, denotante i omnes numeros integros,
quacfito noftro fatisfiet, faciendo k ω = 2 i tr + 0, vnde
colligitur angulus a) = #i*', ficque pro ω nancifceremus
innumerabiles angulos (àtisfacientes, quorum autcm fufficiet
- tOt
••&#3 ) s* ( $&%•
tot affumfiffe, quot exponens k continet vnitates; fuccefiue
igitur angulo a) fequentes tribuamus valores:
0 . a*r+!. : m + 0. 6 mr-£ • r -*-? .. 2 (k — 1) wr-+-0
-;, -t-.» —t— , —t—, —t—, - - - - —;-—
Quod fi ergo angulo α fucceffiue fingulos iftos valores, quo
rum numerus eft = k, tribuamus, formula I — 2 xco£a)-+-xx
omnes fuppeditabit fa&ores duplicatos noftri denominatoris
1 — 2 x*cof. 6 + x**, quorum numerus erit = k.
§. 4. Inuentis iam omnibus fa&oribus duplicatis
• T - - . vm-* -
noftri denominatoris, fra&io —–;-—–;, refolui de
- ' 1 — 2 x* cof. 6 -- x*
bet in tot fra&iones partiales , quarum denominatores fint
ipfi ifti fa&ores duplicati, quorum numerus eft k , ita vt in
genere talis fra&io partialis habitura fit talem formam :
A -+- Bz
J-^ accoJ. (J-* 2cae
quam infuper refoluamus in binas fimplices, etfi imagina
rias, et cum fit -
xx—2xcofay-\-1=(x-cof. w4-Y-1 fin. a)(x— cofaJ-Y-I fin. α),
ftatuantur ambae iftae fra&iones partiales
—+ & -3: — cof. w -- v-■ Jin. g) ?ac -===';— ■ Jfm.o
ita vt totum refolutionis negotium huc redeat, vt ambo
numeratores f et g determinentur; iis enim inuentis habe
bitur fumma ambarum fra&ionum
— f x-+-g x—(f+ *)co/.o-*- V— i (f= £)fin. a
- 2c 2% — 2 2C C0/. (x) -+- i »
vbi igitur erit -
B—f-+-g et A=(f—g)V— 1 fin. ω-(f-+- <)cof. w.
Æuleri Op. Anal. Tom. II. H §. 5.
-»3? ) s8 (' $$*
§. 5. Per methodum igitur fra&iones quascunque
in fra&iones fimplices refoluendi ftatuamus
»;^- * • f
{Ex cof.4-Ex* = ŠTETZTf7EFÈZ;*-*,
vbi R comple&atur omnes reliquas fra&iones partiales. Hinc
per x — cof. ω — Y — 1 fin. ω multiplicando habebitur
£*— x"-' cof. a)+V— 1 fin. a)£$? 4 L x**T=fR(x— cof. a) —V— 1 fin. w),
quae aequatio cum vera effe debeat, quicunque valor ipfi x
tribuatur, ftatuamus x = cof. a) -+- V — 1 fin. ω, vt mem
brum poftremum prorfus e calculo tollatur ; tum vero in
parte finiflra , quia formula x — cof. o. — V — 1 fin. a) fimul
eft fa&or denominatoris, fa&a hac fùbftitutione tam nume
rator quam denominator in nihilum abibunt, ita vt hinc ni
hil concludi poffe videatur.
§. 6. Hic igitur vtamur regu!a notiffima, et loco
tam numeratoris quam denominatoris eorum differentialia
{cribamus, vnde noftra aequatio accipiet fequentem formam:
m x"-'— (m — • Yx"-*^ c^f. ay-+- V— i fin. a)
— 2 £ x • T ' col. @ —■— 2 k x**-' -
m x"— (m — i) x"-'(co(. ao —— V— 1 fin. a)
— 2 k x* cof. 6-f- 2 k x* =f,
pofito fcilicet x = cof. w —— V — 1 fin. a. Tum autem erit
x"= cof. m dv —i— Y — 1 fin. m aw et
x"T'(cof ao--V—1 fin. w)=x"= cof. maJ-+Y— 1 fin. mao
et pro denominatore -
z*= cof. k ω —4- V — 1 fin. k ω et
*** = cof. 2 k av -+- V - i fin. 2 k ω ; -
vnde
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vnde fit numerator .\
- *" = cof. m w —- V — ■ fim. m a)
et denominator
— 2 k cof. 6 cof. k ω -+- 2 k cof. 2 k ω
— 2 k V — I cof. 6 fin. k ω —— 2 k V — 1 fin. 2 k ω.
§. 7. Pro denominatore reducendo recordemur, iam
fupra inuentum effe cofkw= cof.6 , vnde fit , fin. k ω = fin.6,
tum verO •
cof. 2 k ω= cof. 26= 2 cof. 6*— 1 et fin. 2 k ω= 2 fin.6 cof. 6,
quibus valoribus adhibitis denominator nofter erit
2k cof.6'—2k+2k V— 1 fin.6co£6=—zk fin.6'+^k V—1 fin.6 c^f.6
- - =— 2 k fin.6(fin.6—V— 1 cof. 6),
quamobrem hoc valore adhibito habebimus • •
_ _col. no» -*-v - ' fin. m © - /
- 2k Jun. 9 (v — 1 co, • 9- im. 9, *
Simul vero hinc fine nouo calculo deducemus valorem g ;
quippe qui ab f ratione figni V — 1 tantum difcrepat, fic
que erit
- _«•/. m ©— v— 1 fin. m©_
3. - -2 kJin.6 (Jin. 0+- v-T coJI0) *
§. 8. Inuentis autem his litteris f et g pro litteris
A. et C colligemus primo .
f —H 3 - ca-? fit. m a-fin.0 co^m te— fin. fm t»-0)
p- »b fin.0 - Tkfir.
tum V€rO CT1t
_ o — _ vH m cof.(m w-!)f 8 = FÍJTT * - *




••33 ) 6o <( £#3•
—fin.(^ ow-0)B- kfit;. 0 et
A_ Jin. ocof.( ma-!)—cof.ofin.tm w-0) — _ Jin.(( m ©-0)- •)
- kJìm. O - EJHT- »
vbi ergo imaginaria fponte fe mutuo deftruxerunt.
-|
§. 9. Inuentis his valoribus A et B inueftigari *
oportet integrale partiale /';-!£££z , vbi, cum deno
minatoris differentiale fit
2 x d x — 2 d x cof. a) = 2 d x (x — cof. w),
ftatuamus -
A-+-Bx=B(x-cof.a)-+-C, eritque C=A-+-Bcof.w,
hinc igitur erit -




— fin. oco/. (m υ- 0)
— —TJIT,
Hac ergo forma adhibita formula integranda £#*#£ di
- 3-TECJ.JTE
fcerpatur in has duas partes:
*B(x—cof. ω) d x- - Cd* _
T…73 coJIJ-P-33 § I-73 cof. JE-T33: *
Hic igitur prioris partis integrale manifefto eft
B 1V (1 — 2 x cof. ω -+- x x),
.^
alterius vero partis facile patet integrale per arcum cir
culi expreffum iri, cuius tangens fit ='#£*. Ad hoc inte
- v - x coJ. w
grale inueniendum ponamus.
f C d* _= D. A tang. 1. * fin. ω
1— 2 ascQJ.w-+- ae as =TCJ.T
Ct
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.
et fumtis differentialibus, quia d. A tang. t aequale eft -£!,,
- ITA ITT ?
-habebimus -
$!*—— — D d ac fin. w
I-33 CJ. WEEEE -* *** I —33G0J.QJ-}- z 3
wnde manifefto fit
• T) — _ c _ — eof.(*m%-6)P) JE--Jì * —-^ .
§. 1 o. Subftituamus igitur foco B et D valores
modo inuentos et ex fingulis fa&toribus denominatoris
1 — 2 x* cof. 6-4- x**,
quorum forma eft 1 — 2 x cof. w + x x, oritur pars integra
lis conftans ex membro logarithmico et arcu circulari, quae
erit
4#!iV(1-2xco£ω+xx)+*#*;!Atang-£##-k Jun.*% *Jun 0 Γ€gj.'j
quae euanefcit fumto x= o. In hac igitur forma tantum
opus eft vt loco a» fucceffiue fcribamus valores fupra indi.
catos , fcilicet :
— ? qr ® ^r-% 6 mt -+- 72 mr —— £/ 4 » etC.-
w= i; , -;— , -■— » —;
donec perueniatur ad !!*=£***; tum enim fumma omnium
harum formarum praebebit totum integrale indefinitum for
mulae propofitae.'
§. I I. Poftquam igitur integrale indefinitum elicui
mus, -nihil aliud fupereft, nifi vt in eo faciamus x = co,
quo fa&o pars logarithmica , ob
IV ('1 — 2 x cof. w+ x x) = x — cof. ω,
erit B l (x — cof. ω). E(t vero
/(x — cof. w)= 1 x —%== 1 x, ob ££*= o ;
H 3 v quam
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quamobrem fa&o x = oo quaelibet pars logarithmica habe
bit hanc formam: 'T*F' 1 x. Deinde pro partibus a cir
culo pendentibus , faéto x = oo fit -
-
- *
;*##;= — tang. ω = tang. (T — w),
ficque arcus, cuius haec eft tangens, erit = r — a) , hinc.
qué pars circularis quaecunque fiet *£*;!- (τ-w).
§. 1 2. Cum quilibet valor anguli α in genere hanc
habeat formam: iit', erit angulus




!i!;''— ? €t T-= cz , vt fit m tp — 6 = 2 i & — 3,
vbi loco i fcribi debent fucceffiue numeri o, 1, 2, 3, etc. vs.
que ad k — 1. Hinc igtiur fi omnes partes logarithmicas
in vnam fummam colligamus, ea ita repraefentari poterit:
j,(-fin.24 fin.(2 a — <) + fin.(4&-?)+fin.(6 α — 2)
+ fin.(8a. —<) -----+ fin.(* (k— 1)az—3);
vbi quidem ex iis, quae ha&enus funt tradita, facile fùfpicari
licet, totam hanc progreffionem ad nibilum redigi. Verum
hoc ipfum firma demonftratione muniri neceffe eft.
§. 1 3. Ad hoc oftendendum ponamus
S=-fin.<+fin.(2&-<)+fin.(4&—<)+------+ fin.(^(*— 1)&-3)
multiplicemus vtrinque per 2 fin. & , et cum fit ,
2 fin. cz fin. φ = cof. (a. — ®) — cof. (a -+- φ)
huius redu&tionis ope obtinebimus fequcntem expreffionem : …
- 2 S
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.
asfin.a=co£(a+<)- co£(a — 3) +cor(>a- <) :
+cof. &— 3) , — cof(5&- 3)
- +cof(5&-3) ---- — cof.((>k-1)&-3)
—co£(5a-3) ------
vnde deletis terminis fe mutuo deftruentibus habebitur
2 S fin. & = cof. (a + <) — cof. (2 £ — 1) c. — 3).
§. r 4. Ponamus hos duos angulos, qui funt reli&ti,
& -+- 3= p et (2 £ — 1) α — 3 = q, eritque eorum fumma
p + q= 2 & k. Quia porro eft & = -;*, erit p + q = 2 m τ,
hoc eft multipIo totius circuli peripheriae, ob m numerum
integrum. Quare cum fit q = 2 m τ — p, erit cof. q- cofp;
vnde patet fummam inuentam nihilo effe aequalem , ficque
manifeftum eft, omnes partes logarithmicas , quae in inte
grale formulae noftrae ingrediuntur, cafu x = oo fe mutuo
de(truere.
§. 1 5. Progrediamur igitur ad partes circulares,
:.• - - - cQf. ( mw—9)quarum forma generalis, vt vidimus, eft *;:;-. (T - ω),
quae pofito cz = 1:5 et <='---' fit
cof. t 2 i * — 3 ) . • r^ — %\ — sof. (2i2—3) _ * f tt _ 6
v. *-;##£ C m. ;=*)= £;£(τ £*-!).
Hic ponatur porro := 6 et r — £ = y, vt forma genera.
lis fit *££;£ (y—2i 3). Quare fi loco i fcribamus ordine
valores c, 1, 2, 3, 4, vsque ad k — 1, omies partes circula
res hanc progreffionem conftituent:
sit,(ycof. 3-* (y 2 6)cof.(2&-3)+(y-48) cof(4a-4)
- - - - - - , y-2(k- 1) ß)cof. (2(k — 1)cz — 6)).
Ponamus
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Ponamus igitur
S=ycof.3+(y-2 ß)cof.(2 &— 3)+(y—4,3)cof.(4&-?)
` - - - - (y— 2 (k- 1)ß)cof.(2(k— 1) a.— 3)
- - - - - S
vt fumma omnium partium circularium fit ti,, quae ergo
praebebit valorem quaefitum formulae integralis propofirae,
cafu quo poft integrationem ftatuitur x = co, ita vt totum
negotium in inueftigando valore ipfius S verfetur.
§. 16. Hunc in finem multiplicemus vtrinque per
2 fin. cz , et cum in genere fit
2 fin.& co£©= fim. (cz—+-φ)— fin.(@- cz)






vbi praeter primum et vltimum terminum omnes reliqui
contrahi poffunt, ita vt prodeat
2Sfin.&=yfin.(&+<)+2ßfin(&-3)+2ß fin.(3&-3)+2ßfin.(5a-3)
• • • • • • • • • - . fin.((a £— 1)&— 3)+




•* ) ss ( **
..
asfim,&-=yfin.(&+*)+(y—2(k-1)ß)fin.(24-1)&-€)+3T.
Iam -multiplicemus, vt ha&enus, per fin. &, et cum fit ,
- -
2 fin.&fin.®=co£(p-&)- co£(p-+-a), . .
faaa„hac redu&ione nancifcimur . . .
'Tfin.&=+cof<£cof (2&-£)+cof(4&-<)+---+cof.(a(4-2)&-?)
-cof(a&-£-co£4&-£-cof.(6&-£-----cof. (2(4-1)&-3)
vnde deletis terniinis, quae fe mutuo deftruunt, remanebit
tantum ifta expreffio :' * '- · · · · · ·
T fin. &= cof. ?— cof. (a (k — 1) a. — ?).
Cum igitur 'fit & = #£ erit * •• · · · · ·
w • • 2 (k — 1) a. — 2 m τ — *#*,
cuius loco fcribere licet- 3#*, vnde ob æ=!isF° erit
: , - ~ — -^f ■(*=*) — * • m t-- 6(k—m )\T fin. &= cof. !££*' — cof. (tri-*{t=■).
§. 1 8. „ Nunc vero notetur in genere effe :
cof. p — cof. q = a fin. = fin. t=r, eo : • '
_ 1 * -.
;rquare cum fit
p=!*;"' et q=*r**{t=*), erit . , _ 2
vnde fequitur fore : -* * * * ' * *
T fin. & = 2 fin. (Tr£!;*=*?) fin. *;, ideoque -
T= 2 fin. (**+%*=*), ob a = =;. *, …
* , , — * * -
- §. 19. Hoc igitur valore T inuento reperiemus porro
^S fin.cz= yfin.(^. —- <)-+-(y— 2 (k — 1) 3)fin.(2 k— 1) 2— 3)
- -+- 2 3 fin. (tf-+'*=-!) -
.^ : Éùleri Op. Anal. Tom. II. I quae
•&#£ ) 66 ( %•
^
quae ob ■*+**-*)= a -+- 3 reducitur ad hanc formam:
2 Sfim.az- (y+26) fin.(x + ?) +(y-2(k- 1) 3)fin.(2 k- 1)& ç),
quae ita repraefentari poteft :
aSfin.a=(y+28)fin.(&+<)+fin.(24-1)&-<)-2k3fin.(24-1)*<),
vbi pro parte priore, ob -
• fin. p+ fin. q= a fin. &#' cof*=*, erit
*+*= α ε et £=*=(4 — 1) &-£;
vnde pars ipfà prior fit - c _ •
2 (y -+- 2 ß) fin. & k cof. (k — 1)&- 3),
vbi cum fit & k = m τ, erit fin. & £= o, ita vt tantum fù
perfit -
2 S fin. a =- 2 ß k fin. (2 k — 1) a. — 3) bincque
S= — °*'*•'*,*-')*-8). Eft vero
Jin. α
- -_ • _• ._ • • _ £(*-^ J - '(2 k,— 1) a. : *= z m x — =; -T- »
omiffo termino 2 m r erit igitur ,




ideoque valor quaefitus erit
S. 7r fin.( m v-+£(k-my
_-_- k
HE3**TEZÉ
quae forma reducitur ad hanc:
qr fin. (-t*;?-!)
• - A fim, 4Ę--
-&#3 ) 67 ( %&
- §. ao Contemplemur hic ante omnia cafum quo
6 = £ , et formula integralis propofita abit in hanc :
• •
* »
s*"• - * d * - -
/;T;ii - .
cuius ergo valor, fi poft integrationem ponatur x=ae, euadet
_r fin. (*-+-#)_ r cof. £; , .
k fin. # & fin. £ * . -
Quia igitur eft \ ' e.
fm t _. fm nr n ■r
fin. # = 2 fin.# cof. £,






cum eo, quem non ita pridem pro formula /'
fignauimus, fi quidem loco # fcribatur 2 k.
§. 21. Euoluamus etiam cafum qu6 6 = r et for
-» - x"- * d x. . ' - / * .
mula noftra integralis /(TTAR)** cuius ergo, fa&o x = oo,
valor erit
^r fin. (*(*) + 6) r , fin. *'*;=!, 4-6k
FÌ3ÌET=£ÌTÌa
Huius autem pofterioris fra&ionis, cafu 6 = r, tam numera
tor quam denominator euanefcit; quare, vt eius verus valor
eruatur, loco vtriusque eius differentiale fcribamus, quo fa&o
_ ?m tm (t—9)
ifta fra&io abibit in hanc: d6(1-£)cof.(?t£ l--o) ,
d 6 cof. 6
valor fa&o 6= r nunc manifefto eft 1 — % ; ficque valor
I 2 : in
•
cuius
•*&$3 ) 68 ( §#3•
.-, -: • • - - … - Δ, 7r .* - - -
integralis, quaefitus, erit - 1-5) Efin. E* prorfus vti in
fuperiore differtatione inuenimus. -
. -
§. 22. Quo autem valorem generalem inuentum
commodiorem reddamus, ponamus tr-6=^y, fietque fin.6=fin. m
et cof. 6 = — cof. y ; tum vero erit angulus
* • • - i. -
(m — 9) ._ fm ^mr - -
fi£=!-- 6 =# -+- m — m,
cuius finus eft fin. ( I — #) 7, vnde valor quaefitus noftrae
τ fin. (1 — #) η ;
formulae erit …--:%! -k fin. m fin. £ * atque hinc tandem fequens
adepti fumus
Theorema.
§. 23. Si haec formula integralis :
- x"-: d x
/¥Esse cof;-E. -
a termino x = o vsque ad terminum x = co extendatur, eius
, • qr fin. ( 1 — #) 71




? • . -
ifte valor etiam hoc modo exprimi poteß:
t cof. *? m fin. ?
TERTT T TT,.„JTI/ETE.
* fin. £ T £ tang. yfin.E;
fin. (I - : ) m = fin. m cof. F; — cof m fin.*;,
•*&$3 ) 69 ( §#3•
- • • • • §. 24.: 'Confideremus nunc, alio modo hanc formu
II - x"-' d x::.: . , _ - - - ; . . . . . ,
lam integralem : - - cuius valor a tergralem /ETERETRi.
mino x= o vsque ad x = x ponatur = P, eiusdem vero
valor ab x= 1 vsque , ad 3* = oo, ponatur = Q, ita vt
. P-+- Q exhibere debeat ipfum valorem ante inuentum.
-*• Nunc vero pro valore O; inueniendo ponamus , x = : et
formula noftra ita repraefèntata: • • .
-' '.' •* * * * * dx • • o *-* * * *
3 - - ETEAR GOT7-Exi* '** , ,. ,. ... -, ; , ;.,- '- . _ - -. . · - - * *. • * • • , , - • · · · · w *
- ob #=—# induet hanc formam: , , , ^ -• • •
: y-^ dy; - - * 9* k— m- ' d y -
-/ TEFÉEEFRjf*-/yjfft
cuius valor a termino y= 1 vsque ad y = o extendi debet.
Commutatis igitur his terminis habebimus .. *,
- - k-m- , ^af : … ” .T:. . -
*. , - _ - gy* γ
Q= -+-/;AE ΠΥΠ '.*- * ' '£/ + 2 y* cof. m -+- 1 • • • . • -
a termino y = o vsque ad y = 1. ' ' ' ' • *
-*-* *-* ..i I. ,: :.';. ' * ' '.. : ,:i ; : * _ .. *■' ^ • .'. -. , *
§. 25. Quia in vtraque forma: pro i P et Q eadem
conditio integrationis praefcribitur, a termino, o vsque ad 1,
nihil impedit quo minus in pofteriore loco y fcribamus x,
vnde, pro P + Q habebimus hanc formam integralem :
f z*-** — — „*k-m — ;
- 1 -+- 2 x* cof. m -+- x . . - - - -
cuius valor, a termino x=o vsque ad x = 1 extenfus, aequa
. . . . . * fin. (1 — #) , , - ° * '* .* . .
bitur hic exprcffioni: : Fin. jTiiiT*. Comparati§ igitur
- _ - • .… 3 -
'I's -* his
• •**, • .,'! . ii ,.^ • •
e : : - (2. ' 1 _ • ■ i ';* , ,
_
•. * -
5. d x ; '
*
* i
•£3 ) 7o ( $•
his binis formulis integralibus nancifcemnr' fequens Theore
ma notatu maxime dignum.
-^- « • * '. Theorema. . . . .
- §. 26. Haec formula integralis: • -,
%m-* _g_ &**-m-*
- - /7ΤΕΕΓΕ
a termino x= o vsque ad terminum x = 1 extenfa, aequalis
x"-' d x
- - -ETa x* cóf. 7-£x
x = o vsque ad terminum x= co extenfae : vtriusque enim




of huic formulae integrali : /;- ;i , a termino
- - fin. /
§. 27. Quod fi hanc fra&ionem: £F£?*cOf#Eyt
in feriem infinitam euoluamus, quae fit, -
fin. m + A x* + B x* + C x*-+- Dx* +E *** etc. ,
per denominatorem multiplicando perueniemus ad hanc ex
preffionem infinitam: - -
fin. m—fin. 74- A x* + B x* + C x* + D x* + E x* + F x* + &
+2fin. qcofri-*-2Acofm-+2Bcof74-2Ccofn-4-2Dcofif--2Ecoff* &
. + fin. m -+- A + B + C -+- D- etc.
vnde fingulis terminis ad nihilum redu&is reperiemus
** A -+- a fin. m cof. m = o, hincque A=— fin. a 1
2° B-+ 2 A cof. m -+-fin. m = o, vnde fit. B= fin. 3 m.
3° C+ 2 B cof. m -+- A = o, vnde fit C= — fin. 4 M.
4* D + 2 C cof 7--B= o, vnde fit D= fin. 57
CtC. €tC,
- ita
•£3 ) *fi ( $$%•
- fin.^ ^
ita vt noftra fra&io 1 -+- 2 x* £?; TEE refoluatur in
hanc feriem : :
fin. m-x*fin. 2 m-+x*fin. 3 m-x*fin.4n +x*fin. s m etc.
§. 28. . Multiplicemus nunc hanc feriem per
sc"-' d * -4- ***-*- ' d x.
et , poft integrationem faciamus x = *, vt obtineamus valo
rem huius formulae : - -.. *' ' - - -
aem- * —#- »** —m-* - - -
fin- m/, jEijî JE*4* -
pro cafu x = 1, hocque modo perueniemus ââ geminas fe
quentes feries : .- -
fin. m _ fin. • * fin. s w _ fin. • m Jin. s M _
tum, ##-+- iTTT& £#-+-#£# CtC.
fin. m _ _fin. • n. fin- s m _ fin. •* fin. s *^*_5É- iii #=;-+ A k-ni ##-+-£; etC.
Aggregatum igitur harum duarum fèrierum iun&im fümtarum
. . . . . * fin. G* — $) m _.,., . . . . . .
aequabitur huicvalori:—p;=#+, vnde fiibiungamus ad
- • -F- - - -
huc iftud Theorema:
• - Theorema.
§. 29. Si y denotet angulum quemcunqne, littera•
vero m et k pro lubitu accipiantur, ex iisque binae /equentes
Aeries formentur: \ -
- '— fin. 'in. ar Jin. s *— Jin. • m- fin. s -P= £? _ fin £-+-£? !-+-!: : : — etc.
1m-+-k ¢ m-*- 3 k. *m+-+k
QE fin. n._f. *y). -H- fin. s M. _'£n. • n.—H fin. s *_ €tC,' 6 k — m. ••
>T ark-m a R-mi. +k- m sk- m - • --
neutrius quidem fùmma exhiberi poteft, vtriusque autem iunâis





-&: ) s ( §*
- - ^r fin. ( 1 —%) m






§. 3o. Quod fi ergo angulum 7 infinite paruum
capiamus, vt fiat • * • ' ' ' . -, . *. .. - »
-r ' ; : fin. m = m ; fin. 2 η =2 j; fin. 37= 3 m ; etc.
quia in formula fummae fiet : • . • • - - * • • - i
•m - - - *m - -
fin. (1 — =) q = (1 — *) m;' ° _ • ,
fi vtrinque per m diuidamus, obtinebimus fequentem feriem
geminatam: ; • • • ■ • i • r • :, . .! , :- - - •' . -*• * • • I - -
* — — * *— — —* -<m =-- m-4- zk m-+- s k —H m-.R CtC.
- - . f- - - -




- - - m 7r -
cuius ergo fumma erit (1 — #)£#==; vbi notetur, am
' • - TE* … 1
bas iftas fèries non incongrue in hanc fimplicem contrahi poffe:
* * * — • k ' ' "*——— —***
7T(£ÌIT) Eíás-E) * (EíjúTE ίΓΓίάE; + etc.
vbi numeratores funt numeri quadrati duplicati. -
r - • • • . -
,.. • \ §. 31. Formulae autem , quarum, valores, ha&enus
Jnuenimus, multo concinnius et elegantius exprimi poffunt, fi
loco exponentis m fcribamus k — m , tum enim in valore
- - - — T. — n * • -intcgrali inuento fiet, (1 ;) T =*; ; at vero pro deno
minatore fiet £= t— #, cuius finus erit fin. :;:; ficque
- … t , • , ^ _ t . . _ • \ -
oft è 1 •. ' a hanc ind - fori • I • • τ fin.'
pifra, formula inuenta Ananc induet, formam : pHj iii sinO; ---- •• •• .• ••• •• • • •*. • • , • • • f. * I. --: . fin. 7 fin. :;?
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f ac*-^ - * d *
1 -+- 2 x* cof. 7E-**
ab x = o vsque ad x = co , vt et huius formulae:/** -+ 3c* -+- m — 'dx
1 + x* cof. y -+- x***
a termino x = o vsque ad terminum x = 1; et quia vtrius
7r fim. ! ?
ue valor eft *- -— - -que v # fin. m fin. #* perfpicuum eft eum manere
eundem, etfi loco m fcribatur — m, ex quo prior formula ita
repraefentari poterit :
&**+ n - *
/; T¥EGETAE ; -
at pofterior formula ob hanc ambiguitatem nullam plane
mutationem patitur.
-
§. 32. Ponendo m = £ — m etiam feries noftra ge
minata pulchriorem accipiet faciem; habebitur enim
Jin. m ._Jin. 2 ). u Jin. s M _ Jin. • m
k — m. #3#-+#i# ##-+ CtC,
fin. m _ Jin. 2 m.ul fin. s M _ fin. **)A. —- ■ ###-+## ## + €tC
ar fim. !!! -
cuius ergo fumma erit ííí. Tum vero fi hae geminae
© T *.
feries in vnam contrahantur et vtrinque per 2 k diuidatur ,
obtinebitur fequens fummatio memoratu digna:
^r fin.*£ fin. m 2 fim. 2 m . 3 fin. 3 m 4fin. 4 m -+- etc.£££finì*HEiiTARE*SFET 16 kk-m m •
Euleri Op. Anal. Tom. II. K §. 33
•*$3 ) 74 ( $&•
§. 33. Quod fi haec poftrema feries differentietur,
fumendo folum anguilum η variabilem , ob
d. fin. %* = ;* cof. *? habebimus
-+-;-;————— ——;-;— -+- etc.
Vnde fi fumatur y = o, orietur ifta fummatio:
_ r n _ I 4. -+ 9 - I 6 - -
2 k'fin."£ T ££- n n 4kk-mn 9 k k- n n J3££IĘ, * “
fin autem fumatur y = 90°=';, erit cof. m = o, cof. 2 n=-1,
cof. 3 j = o , cof. 4 m = + I ctc. vnde nafcitur féquens
feries : \ . - -
n tr cof.';:.. 4 I 6 36 ' 64.
AETIĘ*AETiTTGENi* 3GETöÄÈÉÊ**
Quia autem fin. £ = a fin. ;; cof. ;;, erit eiusdem ferici fùm
n mr . . . . , •
Im2 A£ΤΕ*' , '* ; : . * ' •-'. f ., c.
i •
§. 34. At fi feries illa §. 32 exhibita in d m duca
tur et integretur , ob
- fd j fin. ;=— : cof. £, erit .
ºr cof. ; • . • cof. 71 cof. : 1 cef. 3 17 cof. 4*1
————— — — ;-;——— -{- -T-T — -, , -j —H—,-;--'--1- etC.
2 m k fin.",T ÉE in* AE. 9 kk -mn " 16 £k-nn
Vt autem hic conftantem addendam C. definiamus, fumamus
7 = o , fictque • -
C 7 . _ I τ ITEnE;*T££-■■* AEET£R£T5* CtC.
. quart
-** ) 75 ( ***
qnare fi huius feriei fümma aliunde pateat, conftans C de
finiri poterit. Scries autem haec in fequentem geminatam
refolui poteft: -
- - !
2 m C qr 1 Y —H I I —H et
— T;;-;————-- -_- CtC.
` &fin.%*T#-+- n T 2 #-+- m " 3 #-+n 4k+m
I. H I I
§. 35. Cum igitur in Introduâione in Analyßn Im
finitorum pag. 142. ad hanc perueniffem feriem :
I 1 I I
--- -- _. -. - - - LL—-- - _. --- 1




— £n iii.T; T 2 M /;
(hic fcilicet loco litterarum ibi adhibitarum m et m fcripfi
m et k ) hoc valore adhibito noftra aequatio erit
._ — -—-- - - - - -—— - •
2 n k fin. H. T 2 m m 2 n k fin. *#*
vnde fit C = -;;. Hinc ergo habebimus iftam fummationem:
m
m cof. *. — — *— — co£ m _ co£ 2 m
zn k fin.; 2 n n T k k - m n 4. k k — n n
cof. 3 7 cof. 4 37 €tC
- 9 k k — n n 1 6 kk — m n. -
quae feries vtique omni attentione digna videtur.
-_•
jX. 2 THEO






In Analyfi diophantea, quae circa proprietates numerorum
verfatur, notiffimum eft , plurima occurrere theoremata,
de quorum veritate dubitare non licet, etiamfi ea demonftratio
ne rigida confirmare non valeamus. In Geometria autem
nemo adhuc eiusmodi theoremata in medium produxit, qu0~
rum vel veritatem vel falfitatem demonftrare non liceat.
At vero in Analyfi fublimiori iam dudum etiam eiusmodi
theoremata fe mihi obtulerunt, quorum demonftrationem nul
fo modo etiamnunc inuenire potui, etiamfi eorum veritas ne
quaquam in dubium vocari videatur. Talia igitur theore
mata vtique fummam attentionem merenrur , cum nullum
plane fit dubium , quin fi eorum demonftrationem adhuc
fruftra anquifitam detexeremus, inde maximi momenti in
crementa in Analyfin fint redundatura.
§. 2. Inter huiusmodi autem veritates analyticas
merito primum locum tribuo infigni illi proprietati quanti
tatum imaginariarum, quod, vbicumque tales quantitates na
tura fua impoffibiles occurrant, eae femper in formula hac
- (J -+
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a+bV-t comprehendi queant. Huic quidem veritati innititur
refolutio omnium aequationum algebraicarum, quippe quarum
radices nifi fuerint reales, omnes in tali formula a + b V — 1
contineri perhibentur, id quod etiam illuftris d'Alembert
demonftratione perquam ingeniofà confirmauit , quae autem
quoniam ex confideratione infinite paruorum eft petita ,
haud immerito adhuc demonftratio planior ex ipfa natura
imaginariorum petenda defideratur. Praeterea vero ifta de
monftratio tantum ad expreffiones algebraicas patet, cum
tamen aeque certum fit, eam etiam in omnis generis quan
titatibus tranfcendentibus locum habere , vbi ratiocinium ,
quo vir celeberr. eft vfus, non femper adhiberi poteft , id
quod operae pretium erit clarius oftendiffe.
§. 3 Confideretur curua algebraica ex quotcunque ra- t,, m.
mis fuerit compofita, cuiusmodi fit ramus FNLMH,qui ad axem Fig. 3.
AK relatus, poftquam ab F dextrorfum vsque ad L procefferit,
hinc iterum finiftrorfum per L MH porrigatur ; ita vt, fi
applicata K L hanc curuam in extremitate L tangat, abfciffae
cuilibet A P, minori quam AK, duplex refpondeat applicata
P M et P N. Vnde fi ponatur abfciffa A P = x, applicata y
duplicem habebit valorem , ex tali aequatione quadratica:
£/ y = 2 p y — q determinandum , ita vt hinc fit altera ap
plicata PM=p— V (pp— q), altera vero PN=p+ V(pp— q),
vbi pro indole curuae litterae p et q fun&iones quascunque
abfciffae x denotare poffunt. Quamdiu igitur fuerit p p > q,
reuera gemina orietur applicata P M et P N. Dum autem
abfciffa x vsque in K augetur, vbi fiat p p = q , ibi ambae
applicatae in vnam KL coalefcent, ita vt hic applicata KL
euadat curuae tangens. Quod fi ergo, abfciffam x vlterius
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Vnde inteIIigitur, fi capiatur abfciffa A X > A K, in hoc lo
co nullam prorfus dari applicatam, feu re&tam in hoc loco
perpendicularem XY, vtrinque etiam in infinitum produ&am,
nusquam curuae F LH effe occurfuram, id quod more
loquendi in Analyfi recepto idem fignificat ac applicatam in
hoc loco X effe imaginariam ; vnde fimul notio imaginario
rum, vti in Analyfi adpellantur, clarius intelligitur. Cum enim
haec applicata XY curuae nusquam occurrat , etiamfi a
pun&to X, vbi eft = o, tam furfum vsque in infinitum pofi
tiuum , quam deorfùm vsque in infinitum negatiuum conti
nuetur: euidens eft eius valorem inuentum neque effe = o,
neque maiorem quam o, neque minorem quam o, qua condi
tione definitio ipfa quantitatum imaginariarum continetur. Quod
fi ergo pro hoc loco fumamus fieri q = p p -\- r r, gemina
expreffio applicatae euadet y = p -- r V — 1,
§. 4. Hic igitur quaeritur, num hinc certo in ge
nere concludi poffit, quotiescunque imaginaria occurrant ,
ea fèmper huiusmodi formula : p + r V — 1 exprimi poffe.
Primo enim haec demonftratio tantum ex ramo F L H eft
petita, dum tota curua aequatione inter x et y contenta for
taffe plures infuper alios ramos inuoluat, quos in hoc
negotio penitus negligere fortaffè non licet. Hanc autem
obie&tionem Vir excell. vtique ipfè praeuidit, dum hoc ra
tiocinium tantum ad portiunculam curuae infinite paruam
N L M extendit, vbi vlteriorem ramorum extenfionem tuto
negligere liceat, quod autem non adeo in aprico fitum vide.
tur, vt non planiorem demonftrationem a tali conceptu im
munem merito defiderare queamus. Tum vero etiam hinc
plus non fequeretur , quam applicatas X Y, extremae K L
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ac non immerito dubitare liceret, an pro interuallis maiori
bus K X etiam applicatae tali formula comprehendi queant,
et annom reliquae curuae partes ha&tenus negle&ae indolem
imaginarii in his locis penitus immutare valeant.
§. 5. Praeterea vero ifta confideratio tantum ad
aequationes et curuas algebraicas eft accommodata, in quibus
vtique alii rami non dantur , nifi qui vel in fe redeant, vel
vtrinque in infinitum excurrant, ita vt circa terminum L portio
curuae hic- femper binas portiones I. M et I. N exhibeat ,
vnde' aequatio illa quadratica y y = 2 p y — q eft nata , cui
tota demonftratio innititur. At vero inter curuas tranf en
dentes eiusmodi rami occurrunt, qui neque vtrinque in im
finitum protenduntur, neque in fe redeunt, fed fubito in quo
piam pun&o terminantur. Talem cafum praebet curua trans
cendens hac aequatione contenta: y = a + ;£*.,, ex qua fe
quitur, fingulis abfciffis vnicam tantum applicatam refpon
dere. Pofito enim x = o, fit y = a; ac fi abfciffa x con
tinuo augeatur vsque ad valorem x = c , perpetuo vnica
dabitur applicata ; fumta vero abfciffa x= c, ob l(c — x)—-co,
fiet applicata in hoc loco y = a. . Statim autem atque ab
fciffa x vltra c augetur, applicata fubito fiet imaginaria,
propterea quod logarithmi quantitatum negatiuarum certo
funt imaginarii; quare fhmta abfciffa x > c , applicata y,
etiamfi vtrinque in infinitum producatur, curuae tamen no
fhrae nusquam occurret. Hoc autem cafu ratio fìipra aile
gata et naturae aequationis quadraticae innixa, penitus ceffat,
ita vt hic merito dubitare poffimus, an ifta applicata ima
ginaria etiam in formula p —— q V — 1 comprehcndi queat.
Saltem hic agnofcere debemus , iftud theorema alia demon
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Tab. I.
Fig. 4•
aequatio immediate ex ipfa natura imaginariorum deri
vetur.
§. 6. Ante autem quam hoc argumentum deferam,
oftendiffe iuuabit , quomodo omnia plane imaginaria fingu
lari prorfus ratione per circulum repraefentari poffint.. Ex
pun&o A, pro principio axis A B affumto, erigatur perpen
diculum A C = a ; centro C radio C M= c defcribatur
circulus, ac pofita abfciffa quacunque AP = x eique refpon
dente applicata P M = y erit ,
=AC-+-QM=AC-+-V(CM*—CQ')= a+-V(cc— xx),
ita vt eius valor femper fit realis quamdiu abfciffa x minor
capitur quam radius c , fimulac vero abfciffa x radium c
fuperat, veluti fi fumatur x= AX, tum applicata XY certe
erit imaginaria. At vero, quanquam ob hanc ipfàm cauffam ap
plicata exhiberi nequit, tamen determinatum habet valorem ima!
ginarium (iam enim eui&um eft, notionem determinati notioni
imaginarii non aduerfàri). Quoniam enim ponitur x>c, fta
tuatur x x = c c —H b b, vt fiat V c c — x x = b V — 1, ideo
que applicata ifta imaginaria XY=a -+- b V — 1. Quare
cum formula a -+- b V — 1 omnes plane quantitates imagi
narias contineat, eas per huiusmodi applicatam determinatam
XY ad circulum quemdam pertinentem repraefentare licebit.
Pofito fcilicet perpendiculo AC=a, centro C, radio pro ar
bitrio affumto c, defcribatur circulus, ac fumatur abfciffa
A X= V (b b -+- c c), tum enim applicata imaginaria XY
iftam formulam a + b V — 1 ; exhibebit ficque mirabili quo
dam modo omnes adeo formulas imaginarias quafi geome
trice conftruere licebit, -
§. 7.




..... _^ §. 7. ' Operae' pretium: * étit hoc èxemplo, quodam,
declarafîè. Quaerámus fkilicet arcum circuli, &uiüs finus du
plo maior fit finu toto, qui ergo certe erit imaginarius. Po
fito: ergo finu toto = 1 integrari debet forihula &#z, ita
vt integrale euanefcdt ; pofito * — 8, tùm vero fùril debebit
x = 2, * et valor integralis dabit ipfum árctimi. Hunc iti fifiém
formulae differentiali;£, tribuamus hanc formam: ££=#;
conftat autem effe, /;::*-*;= e*;::=», whde pofito
& = 2 arcus quaefittis erit * ! · · · · · · · · · * - .
=V — • t*£#= V— 1 1( 4 V 3) — V— i 1 V — i.
Nouimus autem huius poftremi membri valorem effe *, vnde
arcus circuli, cuius finus. ='2, erit ': -f- V — 1 1(3 + V 3),
üamobrem vt huic arcui imaginariö aeqüalem applicatam
XY exhibeamus, im noftra figura capiatur interiiaHum AG a'i;
ac defcriptö circülo : radii C Mf = c = 1, quia c arbitrio fro*
£ro. relinquitur, pofito breuiratis gratia ! (2-+- V3)=b capia
tur : abfciffa A X= V ( I + b b), atque applicata iriiagimariâ
X Y aequalis erit ipfi arctii quaefito , pâritèr imaginario , id




. ' , . §. 8. Primum igitur Theorema analyticum cuius
demonftratio planior, vel fàltem magis dire&a, defideratur,
fiquidem eius veritas quibüsdam iam fàtis eui&a videatur,
hoc modo proponatur: - • .
.. , , . . . Theorema I.
; . ' . . Omnes planie , quantitates imaginariae , quaecttnque in
ea/calo analytico occurrere poffunt, ad hanc formam fimplicir
fimam a.-+- b V — 1. ita reuocari poffünt , vt litterae a et b
. . Aeuleri Op. Anal. Tom. II. L. quan
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quantitates reales denotent. Eius igitur demonftrationem fagacis
Ãmis Analyfis imprimis commendare non dubito. }
* - v . - * * • - 'i . . a ;
. §. 9. Sequentia duo theoremata re&ificationem lime
arum curuarum re(piciunt, ideoque ad Geometriam. fubli
miorem funt referenda. Cum enim iam pridem ea celeb.
Hermanno methodus geometrica fit reperta , . innumerabiles
curuas algebraicas inueniendi , quae vel , fint re&ificabi
les , vel quarum re&ificatio a data quacunque quadratura
pendeat (quam methodum deinceps ad Analyfin puram trans
tuli et plurimum locupletaui, ita vt peculiarem fpeciem Ana
1yfeos infinitorum conftituere videatur); inde: vtique infinitae
curuae: algebraicae exhiberi poffunt, quarum . re&ificatio a
quadratura circuli pendeat. Omnes autem, excepto circulo,
ita comparatae deprehenduntur , vt earum arcus aggregato
cuipiam ex quantitate algebraica. et arcu s circulari aequentur;
quantitatem autem illam algebraicam nullo modo ad nihi
lum redigere liceat; vnde fequens theorema tanquam verum
proponere non dubito, etiamfi eius demonftrationem exhibe
re nondum potuerim.
Theorema II.
Praeter circulum nulla datur curua algebraica , cuius
Aenguli arcus per arcus circulares fimpliciter exprimi queant.'
§. 1 c. Hoc theorema igitur eo redit, vt demon
ftretur, nullam aequationem algebraicam inter binas coordi
natas ortbogonales x et y exhiberi poffe , vt formula inte
gralis f V (d x*-\- d y*) aequerur arcui cuipiam circulari,
cuius finus vel cofinus fit fun&io quaepiam ipfarum x et #,
folo cafu excepto quo aequatio inter x et y circulum in
- dicat.
-&£ ) ss ( ***
dicat. . Quod quo ' clarius intelligatur dcnotct q, angulum
:feu arcum quemcunque indefinitum: in circulo cuius radius
=r, ac ponatur fV(dx*+dy*)=a φ, ideoque dx'+dy*= aad@*,
fiatque d x = a p d φ et d y = a q d ®, atque neceffe eft vt
fit p p + q q = 1. Praetereà vero ambas formulas -a p d φ
et a q d φ ita integrabiles effe oportet , vt earum integralia
per folos finus vel cofinus anguli ® exprimi queant, quod
«dico nullo modo fieri poffe , nifi curua fuerit ipfe circulus.
: §. 1 1. His autem conditionibus manifefto , fàtisfiet -
fi capiatur p = fin. (n @. + &) et q= cof. (n q, + cz), deno- *
tante & angulum quemcunque conftantem, m vero numerum
rationalem quemcunque; tum enim vtique erit p p + q q = 1,
et cum fit dx= ad®fin.(n®+&). et dy=ad@cof.(n®+&) ,
finc integrando , elicitur . x = b — £ cof. ( n φ -+- a) , et
g = c -+- £ fin. (n φ -+- a), quae formulae, ob litteras cz et n.
arbitrarias, innumeras curuas inuoluere videntur. Verum cum
inde fiat b — x = £ cof. (m @ + α) et y — c = £ fin. (n®+&),
femper erit (b — x)'+ (y — c)*=£, quae aequatio manifefto
femper eft pro circulo. Demonftrandum igitur eft, pro con
ditionibus ante praefcriptis loco litterarum p et q alios vá
lores accipi non poffe, qui iis fàtisfaciant, * . -
§. 1 2. ' Cum autem nullum veftigitim appareat ad
talem demonftrationem perueniendi, videamus an per de
monftrationem ad abfurdùm quicquam lucrari poffit. Affu
mamus igitur praeter circulum aliam dari curuam algebrai
cam , cuius omnes arcus per arcus circulares metiri liceat.
Sit igitur A Y y m talis curua algebraica, cuius quilibet arcus t, i.
A Y ab initio A. captus aequetur arcui cuipiam circulari, Fig. 5.
cuius finus fit fun&io quaecunque algebraica abfciffae A X ;
- . L 2 - 2C
- -
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Tab. II.
Fig. 6.
ac fimili modo alius arcus quicunque A y etiam aequabi
tur arcui circulari, cuius finus erit fimilis fun&io abfciffaq
A x ; hincque manifeftum eft, etiam. differentiae horum ar
cuum, Y y, aequalem arcum circularem a(fignari: pofle, ita
vt huius curuae omnes plane portiones Y y per fimplices
arcus circulares exprimi queant , ficque dempnftrari operte,
bit, talem curuam algebraicam nullo prorfus modo exhis
beri poffe. . . - * . . ----: ' -'.:i - - - '
§. 1 3. Primo hic autem obferuo, fi daretur talis
curua, ea certe non in infinitum, extendi poße, id quod ita
oftendo : Sit A b c de etc. talis curua cum axe ABCDE.
in infinitum, excurrens, in eaque accipiantur pertiones aequat
les A b , b c, c d, d e etc. quarum menfura fit quadrans
circuli, atque in applicatis B b, C c, D d etc, abfcindantur
portiones B 8, C. y , D 8, etc. quae fiat finibus arcuum
A b ,. A. c, A d, etc. aequales, id quod etiam in fingulis ap
plicatis intermediis fieri intelligatur; ac manifeftum eft, fin
gula, haec pun&ta ß, y , 8 etc. geometrice feu algebraice
affignari pofTe , ita vt curua, per omnia haec pun&a du&ta
A ß y & £ etc. futura effet , algebraica. Quoniam vero ea
habebit infinitas portiones alternatim fupraT et infra axem
exiftentes, ea ab axe ipfo in infinitis pun&tis interfeearetur, id
quod, in nulla curua algebraica locum habere poteft. Vnde
luculenter fequitur, talem curuam A b c d in infinitum exten
fàm certe non dari poffe ; atque hinc iam eft eui&tum , fi
darentur praeter circulum eiusmodi curuae algebraicae, qua
rum, fingulae portiones per arcus circulares menfurari que
, ant, neceffàrio eas in fé redeuntes effe debere, tum enim abfur
ditas modo oftenfà ceffare poffet, ita, vt fimili modo nihil
abfurdi, inde inferri poffit. -
§. 14
.t. . \ §. 14.; Sit igitur A B PQR S talis curua algebraica: Tab. II,
ia fé rediens, Guius , Qnaes Plane portiones per arcus circu- Fig. 7.
lares, metiri, liceat, quae taraent non fit circulus; tum fumta
quacunque portione . A, B, a quouis alio pun&o P abfcindi
poterit porpio PQ illi aequalis, quae tamen illi maxime erit
diffimilis, quandoquidem curuamen, feu radius ofculi, maxime
differré poteftin his portionibus, quales funt AB, PQ, RS etc.
Quanquam autem in hoc equidem nullam contradiétionem.
ofEendere poffüm, tamen demonftrari poteft, fi ynica talis.
curua daretur; ex ea infinitas alias inter fe diuerfäs geome
tfice conftrui poffe. * Tum vero ex qiialibet earum - porro
fimili modo infinitas alias, ex earumque denuo qualibet infi
nitas alias ; ficque in infinitum ; ita vt multitudo talium cur- ,
varüm fàtisfacientium föret non fòlum numerus infinitus, ,
fèd adeo poteftas infinitefima infiniti. Qgare cum adhuc ,
nullo modo talis curua reperiri potuerit,`iionne hinc, iure'
concludere licebit , nullas plane dari huiusrnodi curuas al




' §. 1 5. Ad hoc autem demonftrandum, infignes Tab. II.
illae pröprietates, quas Vir celeberr. Ioannes Bernoulli deFig. 8 et 9.
motu reptorio et curuis aequae amplis* in lucem produxit ,
fùmmo cum fucceffu in vfum vocari poterunt, Fundamen-,
- - - - - -, • 1 • ' • . . - * : - •. -
tùm autem huius eximiae methodi in hoc confiftit. Si ha- .
beantur duae curuae vtcunque diuerfàe ay in et a' y' m(,
j _, *^
in iisque capiantur arcus a j et a' y* aequè ampli, itá vt
du&is ad pun&a y et y' normalibus y r et y/ r', quae, axi
bus a b et a' b' in' r' et r^ occurrant, qui ipfi ad curuas,
normales füpponuntur in a et a^, anguli a r y et a^ r^y^'
fiant inter fé aequales, ex quo hi arctis a y et a* y*, aeqüe'
ampli funt' apellati; quibus pofitis, fi hinc noua curüä'A.YM.
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ita conftruatur, vt fumta abfciffà AX= m. a x + n a'x', con
ßituatur applicata X Y= m. x y + n. x/y', tum etiam huius
nouae curüäe A M arcus AY erit = m. a y + m. a' y'. Quod
fi enim pro curuis datis ponamus abfciffas 4 x= x et
a/ v/ — x', applicatas vero x, y = y et x' y' = 9', erit fub
normalis x r …2#g. et x' r'=?£?', hincque tang. ar#-#;
et tang. a/ r/y/= É. Quare cum hi anguli fint aequales, po
fito £= p, feu d y = p d x, erit etiam j£= p, fiue dy'= pdx'.
Hinc igitur colligitur arcus a y =/d x V (1 -+- p p) et ar
cus a' y' =fd x/ V (1 + p p). Iam in curua inde conftru&a
A Y erit abfciffa A X = X = m x —— m x', applicata
vero XY = Y= m y -+- m y', hincque d X = m dx + n d x'
et dY = m d y -+- n d y/ = p (m d x + n d x'), ideoque erit
dY = p dX et arcus A Y aeque amplus erit ac duo prae
cedentes a y et a/ y' ; hinc ergo huius nouae curuae arcus erit
AY=fdXV(i-\-pp)= m fdx V(1+pp) + mfdx/V(1 +pp',
vnde manifeftum eft fore arcum A Y = m. a y -+- m. a' y'.
§. 1 6. Hoc iam fundamento ftabilito, fi ambae cur
uae a y ot a' y' ita fuerint comparatae, vt arcus a y et a'y'
per arcus circulares menfurari queant, tum etiam curuae in
de defcriptae arcus A Y etiam per arcum circularem men
furabitur, fi modo litterae m et m denotent numeros rationa
les quoscunque. Ex quo iam intelligitur, ex illis curuis datis
a y et a' y' innumerabiles curuas A Y eiusdem proprietatis
conftrui poffe. Hic autem obferuandum eft, fi ambae cur
uae datae a y et a' y' fuerint circuli , curuam illam de
fcriptam AY fore quoque circulum, cuius radius RA=RY
erit = m. r a —— m. r' a', ita vt hoc folo cafu nulla noua cur
va refultet, id quod per fe eft perfpicuum. Statim autem acl
vel altera earum curuarum a y et a'g', vel etiam ambae'
„ - • InOra
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non fuerint circuli ,,tum quoque curua defcripta A Y certe
non erit circulus, ätque adeo in infinitum variari poterit,
prouti numeris m et m alii atque alii valores tribuantur.
§. 17. Hinc ergo fi pro curua a y accipiatur cur
va illa fupra memorata , cuius fcilicet fingulos arcus per
circulares menfurare poffe affumimus, eamque a pun&o quo
cunque A incipientem ; pro altera autem a' y' circulum quem
cunque, conftru&tio modo tradita nobis fuppeditabit innume
rabiles curuas A Y eadem indole praeditas, vt arcui A Y
aequalis arcus circularis affignari queat. Tum vero etiam , Tab. Tr.
fumta curua a y. aequali , ramo figurae illius a pun&o A Fig. 11,
extenfo, pro curua vero a' y alius quicunque eiusdem cur
vae ramus ab alio pun&o P protenfus, hinc etiam innume
rabiles aliae nouae curuae. A Y defèribi poterunt, quae vti
que omnes quoque erunt algebraicae; vnde manifeftum eft,
fi harum nouarum curuarum rami in locum alterius curuae
datae a y vel etiam vtriusque fubftituantur; tum hoc modo
infinita alia curuarum genera conftrui poffe , quam multipli
cationem adeo in infinitum augere licebit. Quare cum nuf
la adhuc eiusmodi curua a circulo diuerfa erui potuerit, ma
xime verifimile eft , ac fortaffe tanquam rigide demonftra
tum fpe&ari poteft : nullam prorfus in rerum natura dari
huiusmodi curuam algebraicam a circulo diuerfàm. ' .
§. 18. Quod ha&enus de circulo eft allatum etiam
ad logarithmos extendi poteft , quippe quos cum arcubus
circularibus imaginariis comparare licet, vnde fequens theo
rema Geometris tanquam aeque certum et memoratu dignum
ac praecedens commendare fuftineo.
Theo
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' ' . ' Theorema III. – – – – – ;
Nulla prorfùs datür curua algebraica, cuius ' finguli
arcus fimpliciter per logarithmos exprimi queant. Ita vt hoe
theorema nullam prorfus exceptionem, quemadmodum prae
cedens, poftulet. - ç - - - •'' : •,
- * - * •
- §. 1 9. Notum eft re&ificationem parabolae a 10
garithmis pendere ,, verum finguli eitis arcus non per • fim
glices Iogarithmos, fed per aggregatum ex logarithmo et qua
piam quantitate algebraica exprimuntur, ita vt hinc nulla
exceptio theoremati inferatur. Hic autem primo obfèruan
dum eft, vt ante, fi talis daretur curua algebraica AYy, cuius
omnes arcus in pun&o A terminati per logarithmos affi
gnari poffent, vt verbigratia effet A Y = a 1 P et A y = a 1 p,
ita vt P et p effent certae fun&tiones algebraicae ambarum
coordinatarum A X, X Y et A'x, x y, tum etiam differen
tiam horum arcuum logarithmo exprimi poffe, quandoquidem
foret Y y = a 1;. Hinc ergo pofita abfciffa A X= x et
applicata X Y = y demonftrandam eft, nullam dari aequatio
nem algebraicam inter x et y, vt inde fiat fV(dx*+ dy*)= alv,
denotante v fun&ionem quampiam , algebraicam ipfarum x
et y; vnde fi ponamus d x = * *** et d y = *4#*, neceffe
eft vt fiat p p —- q 4 = 1. , Praeterea vero requiritur vt
ambae formulae f?;* et ft# fiant algebraice integrabiles,
cuius ergo impoffibilitatem demonftrari oportet. *
§. 2o. Quemadmodum mihi pro praecedente theo
remate licuit oftendere, nullam dari curuam in- infinitum
extenfàm illi fatisfacientem, ita hic fimili modo, oftendi poteft,
nullam dari curuam in fe redeuntem algebraicam, quae huic
theoremati conueniat. Sit enim curua A Y B D A curua in
fe
-&: ) so ( **
?
fè rediens, cuius omnes arcus AY per logarithmbs exhiberi
queant, ita vt in applicata XY, fi opus eft produ&a, alge
braice affignari po(fit pun&um Z, vt arcus AY fiat = log.XZ;
tum ergo, quia curua in fe eft rediens et arcui AYB DAY
eaedem coordinatae A X et X Y conueniunt , aliud quo
que dabitur pun&um Z, cuius logarithmus huic arcui ae
querur. Ac fi circumferentia totius curuae ponatur = c, in
finita talia fpatia XZ,XZ,XZ',XZ", etc. affignari poterunt,
quorum logarithmi aequentur arcubus AY, AY-+ c, AY+- 2 c,
A Y + 3 c, et in genere A Y —H n c, denotante m numerum
integrum quemcunque tam negatiuum quam pofitiuum ; at
que quia omnia haec pun&a fimili formula algebraica con
tinebuntur, omnia quoque in eadem curua algebraica exifte
rent, quae ergo a fingulis applicatis X Y produ&is in infi
tis pun&tis fecaretur, id quod naturae curuarum algebrai
carum aduerfatur. -*
'§- 2 r. Quod fi ergo daretur talis curua, cuius fin
gulos arcus logarithmis metiri liceret , ea certe in infinitum
excurreret. Iam vero ex vnica tali curua, ope propofitionis
fundamentalis, circa curuas aeque amplas fupra allatae, pari
modo, quo ibi proceffimus, infinities-infinita noua genera ta
lium curuarum exhiberi poffent; vnde cum nulla adhuc talis
curua erui potuerit, fi non prorfus certum, fàltem maxime
verifimile eft , nullas plane dari eiusmodi curuas algebraicas.
a
§. 22. Ceterum fi modo theorema fecundum fir
1miter fuerit demonftratum, etiam huius demonftratio pro
confe&ta effet habenda. Cum enim elementum arcus circuli,
cuius radius = d et fimus = x, fit ;#äa; , fi radium ita
imaginarium concipiamus, vt fit a = c V — 1, elementum ar
- Aeuleri Op. Anal. Tom. II. M. CUlS
\
' •*%$3 ) 9o ( 334
•us fiet ,££££=, =-;£:,, quod ergo erit reale, etiamt
radius circuli fit imaginarius , eiusque adeo integrale erit
e 1 ' (***#*)=*', vbi maxime mirum videri poteft, quod
arcus circuli imaginarii nihilo minus fint reales et qui
dem per logarithmos affignabiles. Atque hinc iam tuto con
cludere poterimus , quemadmodum praeter circulum nullae
aliae dantur lineae curuae, cuius fingulos arcus per circula
res metiri liceat, ita etiam praeter circulum imaginarium nul
las dari curuas algebraicas, quarum fingulos arcus per loga
rithmos metiri liceat. Quoniam autem circulus imaginarius
plane exiftere nequit, prorfus nullae curuae algebraicae ex
hiberi poffe funt : cenfendae, quarum fingulos arcus per lo
garithmos exprimere liceat.
ΒΕ
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D E R E LATIONE
- iNTE R T E RNA s P lv RE sve
Q V A N T I T A T E S
I N S T I T V EN D A.
i §. r. -
Propofiis duabus quantitatibus A et B, earum relatio, feu
* ratio definitur, dum quaeruntur duo numeri integri a
et A, iique minimi, vt fiat cz A = ß B; vnde fi quantitates
A et B fuerint inter fe commenfurabiles , iftos numeros ac
et /3 femper accurate affignare licebit ; fin autem fint incom
menfurabiles, numeros cz et 8 ita dare licebit, vt difcrimen
inter formulas a A et 8 B fit minimum, vel ita paruum,
vt propius ad aequalitatem inter has formulas & A et A B
accedi nequeat , nifi pro cz et ß maiores numeri adhibean
tur. Hocque modi folui folet problema olim a Wallifio
propofitum , quo , propofitis duobus numeris quantumuis
magnis A et B, rationes in minoribus numeris requirun
tur , qui tam exa&te eorum rationem exprimant, quam fieri
poteft numeris non maioribus adhibendis.
§. 2. Simili modo fi tres proponantur quantitates
A ,B et C, reperiri poterunt tres numeri integri &, A et y,
,
M 2 Vt
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vt fiat az A = -- 3 B =P- y C; et quidem omnes poffibiles
valores pro his numeris cz, ß, y affignare licebit, quibus
inuentis haud difficile erit, minimos numeros pro az, 3 et y
exhibere, atque hoc modo relatio inter ternas quantitates
propofitas A, B et C planiffime indicari videtur. Methodus
autem hos tres numeros &, 5, y inueftigandi fimilis erit illi,
qua relatio inter duas tantum quantitates 'definiri folet ,- et
quae eiu$modi operationibus abfoluitur, quibus maximus
communis diuifor duorum numerorum indagari folet, id quod
fequenti exemplo illuftremus. -
§. 3. Propofitae igitur fint tres fequentes quantita
tes: A = 49, B = 59 et C = 75 , et quaerantur numeri
a, b, c, vt fiat 49 a -+- 59 b + 75 c= o, vbi quidem a, b, c
numeros integros, fiue pofitiuos, fiue negatitios fignificent.
Iam diuidatur aequatio ilIa per minimam propofitarum quan
titatum , fcilicet per 49 , et quoti ex po(terioribus terminis
oriundi refòluantur in partes integras : et fra&as, ac feorfim
exhibeantur, quae quoniam iun&im fumtae nihilo debent
aequari , partes integras ftatuamus aequales numero integro
-- d, fra&ae autem eidem numero negatiuo — d; hocque
modo duae hinc nafcentur aequationes
a-\- b -+- c = d et i-*#***=— d.
Iam ex poftrema aequatione fit Io b -+- 26 c -+- 49 d= o ,
quae prorfus vt prima tra&tetur, fcilicet per 1 o diuifà dabit
b -+- 2 c -+- 4 d =-- 3 e et £*#** =— 3 e. 'Mo
Hic fcilicet, quia numeri 6 et 9 communem diuifórem ha
bent 3 , loco fimplicis litterae e ftatim fcripfiinus 3 e , fic
que noua aequatio erit 2 c -+- 3 d-+- 1 o e = o , quae , per
- . 2 di
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a diuiâ, fimilique modo diftributa , füppeditat has aequa
ciones: * * * . . - - *
- e + d +- s e=+f et % = — f,
quae vltima ftatim dat d = — 2 f, atque hic operationes
terminantur, quoniam nullae ,amplius infunt fra&iones.
*, ** - - · · · ~ ' - • .
' ' ' §. 4. Cum'igitur effe debeat d=— 2 f, littera
autem e non fit determinata, per has duas litteras e et f
praecedentes fequenti modo regrediendo definientur:
c= 3 f- 5 e, b = 13 e -+- 2 f et a = — 8 e — 7 f.
Solutio ergo generalis noftrae quaeftionis, fiue relatio inter
ternos numeros propofitos 49, 59, 75 fequenti aequatione
continebitur: - -
—(8 e + 7 f)49 + (1 3 e + 2 f) 59 + (3 f— 5 e) 75 = o
vbi pro e et f numeros quoscunque accipere licet.
.
f accipi conueniat, vt haec aequatio fiat fimpliciffima. Su
matur primo f- 1 et e = — 1, et relatio inuenta erit
- 1. 49 — 1 1. 59 —- 8. 75 = o ;
at fi fumamtis e = o et f=— 1 , relatio erit
*7. 49 — 2. 59 — 3. 75 — o ,. - -
quae fine dubio eft fimpliciffima forma relationis. Atque
ex hoc exemplo iam fàtis perfpicuum eft , quanttimuis ma
gnae fuerint quantitates A, B et C, quoniam continuo ad
diuifores minores deuenimus, tandem omnes plane fra&io
nes tolli, ac pro numeris a, b, c femper numeros integros
obtineri. -• •
M 3 §. 6.
§. 5. Videamus igitur, quales numeros pro e et
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§. 6. Cum igitur res fit manifefta, quando quan
titates propofitae A, B, C, D funt rationales, fiue commenfù
rabiles inter fe , etiam euidens eft, fi iftae quantitates fue
rint irrationales, vel adeo tranfcendentes, tum operationes
hic vfitatas nunquam terminari , neque idcirco talem rela
tionem exa&am vllo modo exhiberi poffe ; veruntamen,
quod his cafibus imprimis eft notandum, fi memoratae ope
rationes alicubi abrumpantur, tum eiusmodi relationes effe
prodituras , quae quidem rem non exa&e , attamen vcro
proxime exhibeant, id quod faepenumero vfui effe poterit,
quando inter huiusmodi quantitates relatio tantum proxime
vera, et quidem in minimis defideratur. Quomodo autem
huiusmodi cafibus calculum tra&tare conueniat nonnullis
exemplis oftendcmus,
§. 7. Sint igitur ternae quantitates A— r, B= V 2
et C- V 3, ac primo, vt operationes ante adhibitae locum
inuenire poffint, has quantitates irrationales in fra&iones
decimales conuertamus , quas quidem non vltra fextam no
tam continuemus. Eft vero
V 2 = 1, 4 1 42 1 4 et V 3 = 1, 73 2o5 I.
Iam per 1 ooooco multiplicando tota inueftigatio ad nume
ros integros reuocetur , quandoquidem tota relatio in ratio
nibus , quas hae quantitates inter fe tenent fubfiftit, hocque
modo aequatio principalis a -+- b V 2 -+- c Y3 = o trans
formabitur in hanc:
Ioocooo. a -+- r4142 1 4. b-+- 1732o5 r. c = o
quae diuifa per ioooooo et vt fupra in binas partes di
ftributa dabit -
- * * * * * *. b -+- 7*os i. c — _ d •a -+- b -+- c = -+- d Ct iiii-;;;*; - 4;
poftrema




poftrema igitur ad integros redu&a praebet
41 42 14. b + 732o5 1. e + 1 oooooo d= o ,
haecque aequatio per 41 42 14. diuifa eodemque modo tra&a
ta deducit ad has aequationes : -
b -+- c -+- 2 d =-+- e et ir-£#- *=— e
quarum poftrema reducitur ad hanc:
I. ar-;;;;'i-'-- 4.I42 I 4, 6 - O·
Tra&etur ifta aequatio eodem modo, vt prodeant hae aequationes : • .
d -+- c -+- 2 e = —#-f et *}#*-*=—f.
quarum poftrema ad integros redu&a ita fe habet :
146265. c —— 7 1 o7o. e +- 17 1 572f= o,
quae per 71 o7o diuifà praebet
e -+- 2 c -+- 2 f= -+- g et -%;;;***4=— g;pofterior redu&a fit ` . * •
412 s. c -+- 29432. f-- 7io7o g = o,
vnde per 4125 diuidendo fè produnt hae duae aequationes:
c -+- 7 f -+- 17 g = -+- h et */-/;;;*- £ =— h,
at haec pofterior ad integros redu&ta praebet iftam ;
I , 375. f-- 945. g +41 25. h = o.
Diuidatur nunc per .575 prodibitque
- f-H g -+- 7 h =+ i et *-£#*-*=- i
fiue ££#*-*=— i, quae redu&a fit
' 74. g -+- 2o. h -+- 1 15 i = o, *
*
*
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vnde per 2o diuidendo hae oriuntur aequationes: *
h -|- 3 g —— 5 i= -+- k et i£;*'=- k. *
2Q
-
§. 8. Hoc modo has operationes contintiari liceret,
quousque libuerit; verum quia fra&iones decimales non
Vltra fextam figuram funt produ&ae , per has operationes
vltimae numerorum noftrorum figurae continuo magis fiunt
incertae, vnde in vltima aequatione binos numeros 14 et
1 5 tanquam aequales inter fe fpe&are licebit, vnde capi
poterit g = 1 et i = — 1, fietque k = o, atque hinc regre
diendo fequentes valores reperientur:
1—2, f=-16, c=97, e=—161, d=+2o9, b=-676, a=-788,
ficque relatio quaefita ita fe habebit : - -
788 — 676. V 2 —— 97 V 3 = o, fiue
676 V 2 — 97. V 3 = 788 ,
- *, •. TT. - - - - - - v - - -
cuius error vix vltrà fextam figuram decimalem exfurget.
-
§. 9. Quantumuis autem haec relatio ad veritatem
accedat: tamen inde neutiquam concludere licet, eam pe
nitus veritati effe confentaneam. Si enim, denotantibus a,
b, c numeros rationales, effet exa&e a = b V 2 + c V 3 * ,
tum fumtis quadratis foret a a = 2 b δ + 3 c c -+- 2 b c V 6,
hincque V 6==f=#=i° °, ideoque V6 foret numerus ra
tionalis, quod vtique maxime effet abfurdum; atquehoc idem
etiam de omnibus aliis numeris radicalibus cuiusqunque or
dinis eft tenendum , ita vt quaelibet quantitas irrationalis
natura fua tantopere discrepet ab omnibus aliis irrationali
bus tam eiusdem quam diuerforum graduum, vt nulla pla
ne relatio rationalis inter plures huiusmodi quantitates fur
δas diuerfàs locum habere poffit.
§. ro.
!i
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§. 1 o. ' Vtrum autem quantitates tranfèendentés, ve
luti qui peripheriam circuli inuoluunt, fiue logarithmi, etiam
cum nullis quantitatibus radicálibus comparari queant, adhuc
maxime incertum videtur, fiquidem a nemine adhuc talis
impoffibilitas eft oftenfâ. Tantum quidem fàtis eui&um vi
detur , peripheriam τ , circuli cuius diameter = 1 , nullam
comparationem cum formulis rädicalibus quadraticis fimpli
cibus admittere, quoniam aliter fra&io continua ipfi r ae
quilis indices periodicos habere deberet, quod tamen neu
tiquam euenire videtur. Num autem quantitas tr cum talibus for
mulis compofitis nullo prorfus modo comparari queat, in dubio
relinquere cogimur ; quamobrem talem inueftigationem pro
relatione quantitatum τ, V2 et V3 methodo modo expofita
fufcipiamus. *.
§. 1 1. Euoluamus igitur modo explicato hanc ae
quationem : - •
a V 2 -+- b V 3 —— c. tr = o ,
quae in numeris integris proxime veris ita fe habet:
1 4 142 1 4. a -+- 1 73:o5 1. b -+- 3 1 4 1 593. c = o ,
quae per minimum numerum diuifà praebet has aequationes :
a + b + 2 c = d et i/iii-j;'*1* = — d.
Poftrema aequatio ergo in integris fit
3 1 7837. b + 3 1 3 1 65. c -+- 1 4 , 42 1 4. d = o,
quae iterum per minimum numerum diuidatur, quo fa&o
produnt hae duae aequationes: -
c -+- b -+- 4 d = e et “ri: *;!,';*'- * = — e,
quae pofterior redu&a fit -
4672. b -+- 1 6 1 5 54. d + 3 1 3 1 65. e = o.
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Diuidendo per 4672 hae colliguntur aequationes: *
b -+- 34 d -+- 67 e = f et ti* *#!!!: t = — f.4672
- §. 1 2. Operationes has vlterius non profequor, qu0- '
niam, fi exa&a daretur relatio , ea fine dubio non ade0
complicata effet futura, Prope veras autem tales relationes
exhibuiffe parum iuuaret. Vnde fententia fatis certa videtur,
quod peripheria circuli tam peculiare genus quantitatum
tranfcendentium conftituat, vt cum nullis aliis quantitatibus,
fiue furdis, fiue alius generis tranfcendentibus, nullo m0d0
fe comparari patiatur. -
§. 1 3. Infinita autem alia dantur tranfcendentium
genera , quae neque ad circulum neque ad logarithmos re
duci poffunt, etiamfi quampiam affinitatem cum his quan
titatibus tenere videantur ; ac fi forte tales quantitates cum
ha&tenus cognitis exa&tam quandum relationem temerent,
quam dire&e ex principiis analyticis definire non licet, haec
mcthodus vnicam viam fuppeditare videtur, cuius beneficio
huiusmodi relationes quafi diuinando explorare licebit.
§. 14. Huiusmodi igitur cafum fingularem, qui ta
lem relationem non refpuere videtur, hic accuratius euoluam,
fcilicet fummam feriei reciprocae cuborum
1 + + + + + + + + + ;, + etc.,
quam nullo adhuc modo fiue ad circulum fiue ad . loga
rithmos reducere potui, cum tamen fummae pote(tatum pa
rium omnes per poteftatcs pares ipfius τ exhiberi queant,
fumma autem primarum poteftatum
1 — ; -+- ; — ; —— : — etc.
• loga
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logarithmum binarii exprimat. - .
- -
-
§. 15. Cum igitur haec feries reciproca cuborum
1 — ;--;. — 5. —-;-;, -+- etc. •^ -
cubum huius feriei *
1 —:--:-:-:-:-*-+- etc. , , () »
in fe comple&atur, probabile videtur, in eius fumma (log. 2)*
occurrere debere, neque tamen cuipiam multiplo huius
quantitatis aequari certum eft. Deinde vero , cum eadem
feries in fe comple&tatur produ&um ex binis praecedenti
bus , fcilicet : -
1 — ; —— : — : —— : — etc. — 12 et
1 --;--; -f- £ -+- #-+- etc. = £*:
fufpicari licet, ibidem quoque produ&um *; t 2 occurrere;
quamobrem operae pretium erit inquirere , num forte fum
ma fèriei reciprocae cuborum tali formulae compofitae :
tr;ir
& (1 2)'-+- 3. £. 1 2
aequetur, ita vt & et 8 fint numeri rationales.
.. *
§. 16. Per approximationes autem olim fummam
feriei reciprocae cuborum ita affignaui:
1 -+- 5 -- §, —- 3-- etc. = I, 2o2o569o3 ,
vnde fi eius pars quarta fubtrahatur, prodit fumma huius
feriei : - -
1 — § -+-; — , —- §, — etc. = o, 9o 1542 677 - -
quam breuitatis gratia ponamus = A, et quaeramus. nume
ros a, b, c, vt fiat , - -
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vbi cum fit - - - -
;= 1, 644934o66 et 1 2 = o, 693 147 1 8o.
colligimus fore proxime -
(12)' = o, 333o25 et f 2. *= 1, 14o. 82
vnde relatio euoluenda erit -
9o 1543. a -+- 333ο23. b -+- 1 1 4o 1 82. c = o.
§. 17. Pro hac igitur aequatione operationes infti
tuantur vt fupra, eritque diuidendo per 333o 25
' b -+- 2 a -+- 3 c = d et illa- t;ii- £ — — d;33 s 21s
at pofterior ad integros redu&a praebet.
2 35493. a -+- 1 4 1 1 o7. c -+- 333o25. d= o ,
vnde diuidendo per 141 1 o7 deducimus has aequationes:
a -+- c -+- 2 d= e et *** £#l- * = — e, fiue• • • • o*
94386. a -+- 5o8 1 1. d -+- 141 1 c 7. e = o
qua aequatione diuifì per 5c8 1 1 colligitur
a -+- d -+- 2 e = f et 11* *T#11: £= — f;
at haec pofterior redu&ta ad integros fit
43575. a -+- 39485. e -+- 5o8 1 1.f= o,
vnde porro diuidendo per minimum numerum oriuntur hat
aequationes : -
a -+- e -+-f= -+- g et *** **;*r**: != — g, fiue3948 3
4o9o. a -+- 1 1 326. f-+- 39485. g = o,
vnde formentur hae aequationes :
a -+- 2 f-+ 9 g = —— h et su*. f***** 8 — — fi
CtC. €tC. 4o9>
- §. 18.
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§. 18. Superfluum foret , has operationes vlterius
continuare , quoniam hinc iam fatis intelligere licet, nullam
dari relationem tam concinnam inter ternas quantitates as
fumtas, vt veritati confentanea cenferi poffet. Cum igitur
inueftigationem huius fummae reciprocae cuborum tot variis
modis fruftra explorare tentaffem, atque haec methodus
etiam inutiliter fit in vfum vocata, merito de tali inuentione
defperandum videtur.
!
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DE RELATiONE
F R A C T I O N V M ;
T R A N S C E N D E NTIV M
I N I N F I N I T A S F R A C T I O N E S
S I M P L I C E S,
§. r.
ropofita fra&ione quacunque algebraica £, cuius tam nu
merator P quam denominator Q fint fun&iones rationa
les integrae quantitatis z , iam pridem oftendi quomodo ea
in fra&iones fimplices refolui poffit, quarum denominatores
aequentur fa&toribus fimplicibus denominatoris Q, numera
tores vero fint conftantes, fiquidem variabilis z in denomina
tore Q plures habeat dimenfiones quam in numeratore P. Quin
etiam oftendi , quemadmodum pro quolibet fa&ore fimplici
denominatoris fra&io fimplex refpondens reperiri queat, fine
vllo refpe&u ad reliquos fa&tores habito. Jta fi conftet,
denominatorem Q fa&orem comple&i fimplicem z — a,
fra&io fimplex inde nata , quae erit huius formae : *,
facillime hoc modo definitur. Statuatur £ = — *, —- R,
vbi R comple&tatur omnes fra&ioncs fimplices ex reliquis
oriendas. Multiplicctur vtrinque per z — a , vt fiat
1*5° = a -+- R (3 — a),
€t
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et quia & eft quantitas conftans, ea femper eundem retine
bit valorem , quicunque valor variabili z tribuatur ; quam
obrem fiat vbique z == a , vt reliquarum fra&ionum fimpli- .
cium ratio ex calculo excedat, et habebitur & = tf*;i, fi
quidem in hac formula fiat z = a, tum autem numerator
P (2 — a) in nihilum abit ; verum , quia z — a e(t fa&or
denominatoris Q, etiam denominator Q in nihilum abibit.
Hinc igitur per regulam confuetam loco numeratoris ac de
nominatoris fua differentialia fubftituantur, quandoquidem
etiamnunc erit tt*==#=*'* r = &, fiquidem hic vbique
· loco z fcribatur a. Ponamus : igitur hoc cafu z = a fieri
P= A et %$ = C, quae ergo quantitates A et C facilime
inueniuntur, tum igitur prodibit numerator quaefitus c. = £ ,
ita vt fra&io fimplex ex denominatoris fa&tore z — a oriun
da fit =: (z — a), ita vt non opus fit reliquos fa&torcs
denominatoris noffe. Simili autem modo pro fingulis reliquis
fa&oribus fra&iones fimplices refpondentes determinabuntur,
quarum omnium fumma aequabitur fra&tioni propofitae %,
dummodo variabilis z pauciores habeat dimenfiones in nu
meratore P quam in denominatore Q.
§. 2. Haec igitur principia fcquentes pro denomi
natore Q eiusmodi affumamus fun&iones tranfcendentes,
quas in infinitos fa&ores fimplices refoluere liceat, id quod
euenit, fi eae infinitis cafibus nihilo aequales euadant. Prae
terea vero neceffe eft vt omnes ifti fa&tores inter fè fint in
aequales , quandoquidem fa&ores aequales peculiarem refo
lutionem poftulant. .Imprimis autem requiritur, vt pro
du&um omnium talium fa&orum ipfàm fun&ionem. Q_ pe
nitus exhauriat, quoniam quandoque fa&tores imaginarii; {e
1IntCT
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intermifcere poffcnt. Veluti fi fumatur Q = tang. φ, ea vti
que omnibus iisdem cafibus euanefcit, quibus haec fun&io:
fin. φ, hincque ambae iftae fun&iones eosdcm fa&orcs fim.
plices inuoluunt, etiamfi inter fe neutiquam fint aequales.
Deinde vero numeratorem P ita comparatum effe oportet
vt cum denominatore Q nullos habeat fa&tores communes.
Imprimis autem cauendum eft , ne quantitas variabilis in
numeratore ad totidem vel plures dimenfiones affurgat quam
in denominatore. Cum autem ea in denominatore ad in
finitas dimenfiones affurgere fit cenfenda , iftud incommo
dum non erit pertimefcendum , quamdiu variabilis in nume
ratore tantum finito dimenfionum numero continetur. Sin
autem eius poteftates etiam in infinitum afcendant, fàepe
numero difficile erit iudicare , num dimenfionum numerus
maior fitj vel minor quam in denominatore. Interim tamen
etiam his cafibus fra&io propofita § omnes continebit fra
&iones fimplices, ad quas methodus noftra perducit. Verum
euenire poteft vt praeter eas etiam quasdam partes quafi
integras inuoluat. His igitur praenotatis fequentes cafus euol
VaInllS. -
I. Sumatur Q = fin. ®, vt fra&io refoluenda
P.fit Jun. 4)*
'§. 3. Quoniam formula fin. φ, denotante r femi
peripheriam circuli cuius radius = 1, feu angulum duobus
re&tis aequalem , omnibus his cafibus euanefcit:
=o, @= -+ T, φ — -+- 2 mr, @= —H 3 mr , etc.
£t. in genere @= -+- i mr, eius fa&ores numero. infiniti erunt
Φ, (4)-+-7r , (φ-+- 2 7), (4)-+- 3 τ) et in genere. (p+ i r).
Aliunde autem certum eft, hanc formulam fin.φ practer iftos
fa&ores nullos alios fiue reales fiue imaginarios inuolucre;
CuIIl
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cum enim : fit - - • • ,
fin. @= φ -;£; + —%= — etc.I. 2. 3 • 4 • 5
conftat hanc feriem aequari huic produ&o infinito:
φ(1 —£)(1 -+-£)(1 —%)(1 -+-$)( -$)(* +$) etc. .
- §. 4. Confideremus igitur noftri denominatoris
Q = fin. ® fa&torem quemcunque φ -+- i τ , vbi i denotet
omnes plane numeros integros, tam pofitiuos quam negati
vos, ciphra non excepta; fitque fra&io partialis hinc oriunda
s-£t;. Ad eius numeratorem & inueniendum ftatua
tur primo in numeratore P vbique φ = i τ , fitque quanti
tas inde refùltans = A ; deinde cum fit Q= fin. φ, erit
d Q = d ® cof. p, fiue %$= cof. φ, vbi loco φ itidem fcribi
oportet i 7r, vt obtineamus C, vnde patet fore C= cof. i 7r,
ita vt fit C — -+- 1 , vbi fignum —— valebit pro numeris.
paribus , fignum vero — pro imparibus numeris loco i as
fumtis. Hoc igitur modo numerator fra&ionis noftrae erit
c = -|- A ipfàque fra&io quaefita -+- ,-,-,. Hinc autem
vlterius progredi non licet, quamdiu numeratorem in genere
fpe&amus , vnde eius loco plures valores determinatos ac
cipiamus , fingulosque in fequentibus exemplis euoluamus.
1°. Sit P= 1 et fra&io propofita „#:Jin.
§. 5. Hic igitur femper erit A= r et fra&io fim
plex quaecunque — **# • vbi fignum fùperius valet
fi i numerus par, inferius vero fi impar. Subftituamus igi
tur fucceffiue pro i omnes eius valores ordine -
, , o, —— 1, — I, —H 2, — 2, —- 3, — 3, —– 4, — 4. etc.
Euleri Op. Anal. Tom. II. O et
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et refòlutio noftrae fra&ionis ;, in fra&iones fimplices ita
fe habebit:
" — i. - 1 - - !--'— mJESE+δ-τ*, 3*.**=;.,*…* 4J- ** * ®-57 -{- etc,
quae in hanc formam reducatur :
li — , - m. m - m. - τ -£=δ+ Ho-#ïo-;==o* ; ++++ +=ó s τ--- Q) CtC.
Contrahantur poft primum terminum bini fequentium, vt nan
cifcamur hanc fèriem :
' -— ^ ® z φ a ® - • φTÉÉ-$t£φρ- A£t;##*£) A#ïçy* CtC.
vnde deducitur fequens feries memoratu digna
;»j#.*-;$-##=53-:===***;**-*»-;r£ *
§. 6. Has quidem feries iam olim fufius fum pro
fecutus : interim tamen pro fequentibus cafibus haud inutile
erit fequentes transformationes hic repetere. Ponamus igi
tur primo ® = λ τ, vt littera τ ex feriebus elidatur, atque
hinc nancifcemur
<rr — ' _ i - m. —— • - - ——---
„;;-;=;-;-;-;=;-+s=;-+;i-;-;=;-;-;:;-+ etc. et
*————-=——-——-—--——-—i—ATXJT.TXT; a λ λT ■ - XX ; EXXtj ixv ;*Ex + €tC.
atque hinc per differentiationem, fpe&tando Â tanquam quam.
titatem variabilem , infinitas alias feries notatu, digniffimas
elicere poterimus. Ex priore fcilicet nancifcemur
ττεσβλ*— • _ _ ' - '-—---—-—--—--— —— -TTH.X7τT— XXT {XCT}3 IX ; IB* XEy*W-;;j. (X- 375 CtC,
Hinc igitur fequitur, fi Ä = : fore
o= 1 — 1 — 3 —1— ; —H ', — „ — etc.
quod quidem eft manifeftum. At fi Ä = ; erit
155 = 1 — ; — & + * + ', — „ — ,:. -- ,;, + ,:, - etc.
Si
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, oritur fèries praecedens.- - -
«
SiA= ;
Si Ä = £ , prodit haec fummatio:
"T TT _ - - - -
s y z - I — ; — £;-+- 5 -+- W,- i;, - ;:s —H etc.
Quod fi denuo differentiemus obtinebitur fequens fummatio :
"* .— ^* — ' — '-— — r. r. t -
JÎEXT* TAJIE. XT— X5TÜX-j}s. (X-i7* XE.j +{X£;j. CtC.
* ficque continuo vlterius progredi licet.
-
§. 7. Simili modo etiam alteram formam differentie
mus, quae redu&a praebet
t «r _ gt 1. co/. A t— i - i t - m -
;;;-;;j;5=-;;jîî;:={=;;;-;-;;.-+;-;;;;-tt;-;;;. etc.
Quod fi nunc fumamus Ä = ;, prodibit ifta fummatio:
■ * _ i ** 1— — —■— -1- — — — -
i — ; — ;— ; -*- -* — ;;; -f- i;r — etc. ,
quae feries prorfus noua omnem attentionem meretur; neque
autem opus eft hinc nouam differentiationem inftituere.
§. 8. Pofteriorem autem fummationem
•mrAXJIEXT - ;;x= ΣΣ - =5 -+ Σίχ - ;:=;; + €tC.
accuratius perpendamus, ac primo quidem cum ea fem
per debeat effè vera , quicquid pro λ affumatur , fumamus
À — o. Quia autem hoc cafu membrùm finiftrum abit in
co — co, Tra&etur à vt quantitas quam minima, et cum fit
λ τ = λ τ — ; À' ar* , iftud membrum euadet
nr : I
37 (A7E7E7) T 2 Á Â *
quae fra&iones ad communem denominatorem perdu&ae dant
1 — I —— ; λ λ τ 7r 7r tr
a ZZICIIEAA77) FTE — 27777"
O 2 Nunc
•&#3 ) xo8 C $&
Nunc igitur fa&o λ=o, eius fa&or erit = tf, feries autem
ipfa hoc cafu euadet
1 —1— ; — ; —H ■, - „, -+- etc.
cuius fummam conftat effe {f.
§. 9. Manifeftum porro eft, quoties pro λ accipia
tur numerus integer, vnum terminum feriei, ideoque etiam
ipfàm feriem fieri infinitam , quod egregie conuenit cum
fumma inuenta, quandoquidem hoc cafu fit fin. λ τ = o.
Atque hinc nata eft ifta quaeftio: fi ille terminus feriei in
infinitum abiens ad finiftram partem transferatur, quanta
futura fit reliquorum terminorum fumma. Ponamus fcilicet effe
λ= 1, et primus feriei terminus euadet infinitus, qui ergo ad
finiftram partem translatus dabit
ΣΚx*- ;;',-;-;; = — : + ; — î. + ; — j; + ', — , etc.
Nunc ad valorem huius feriei inueftigandum ftatuatur Ã vmi
tati tantum proxime acquale, ponendo Ä = 1 — ® , eritque
fin. λ τ = fin. (t — τ α) = fin. τ ω ; eft vero
fin. τ ω = τ ω — ; r* w*,
quo valore fubftituto prodibit
I i. 1 I.
2 (I — a) α (ΓE77)T EGETJ)FT?TJEa, a.'
Primum autem membrum
1 bO
2 (1 — a) a) (1 — ; tr* w*)'
t
—= 1 -- w -i- w* et
1 - ω
I -
1 5,7 = 1 + ε τ' α',~ ;
negli
•&#3 ) xo9 ( 3#*•
negligendo poteftates ipfius a) quadrato altiores', transmutaE
tur in hanc formam: - -.
;, (1 + α + α'+ ; τ τ ω a);
tertium autem membrum
I I I
2 a) (1 — ; ω)' I — § 4) + : (v + : α) a)
abit in
— ;;( 1 + : ω + : ω ω) ,
vnde primum et tertium membrum fimul faciunt
;;, (; ω + ; ω ω + ; τ τ ω ω) = ; + ; ω + i, tr mr a)
qui valor pofito w = o fit =;, vnde fecundum mcmbrum,
quod erit -: , iun&tum dabit totam fummam quaefitam— ;,
ita vt fit mutatis fignis
: = : — i -+- # - ;; -+- £, — „, -+- :, etc.
cuius ratio eft manifefta, cum fit - -
… ;=:(1-3); iEG-3); ', -;(3-3); &=:(;-;); etc.
his enim valoribus fubftitutis et fublatis terminis fe deftru
m i
entibus fiet ; — ; — ;-; = §.
-
§. 1o. Circa eandem autem feriem quaeftio magis
-aráüa occurrit, qua quaeritur fumma feriei , fi Â Â fuerit
numerus, negatiuus, ideoque À quantitas imaginaria. Ponatur
igitur Â Â = — μ μ , fiue A = μ V — 1 , ac feries nihilo
.minus erit realis , fcilicet
:— — —— -+- — '— -+- —— — etci
T- M μ. • --ETi 9 -+- μ. M, 16 -+- Pl. M, ' 25 -+- M. M.
cuius ergo fumma erit
<rr 1
àTIV-TTTTPIV-T ÂTITI ? - -O 3 ClllUlS
•*#3 ) 1 16 ( ££•
|
.
çuius ergo valor realis quaeritur, fiquidem nullum eft di
bium quin feriei valor fiat realis.
§. 1 1. In do&rina angulorum o(tendi folet efîè
,® v- * _ -4 v- *
fin. p =—=——.
Fiat igitur @ = μ τ V— I, eritque





fin. μ τ V— r = 2 Y-- 1




r m. t. r -
;-;jT. — ;-;T;-+-;T; — ΠΕΕ -*- ET CtC,
I nr -
= EA - ZEIFFy- ^ \
2°. Sit P = φ et fra&io propofita £;:
§. 1 2. Hic 'ergo ob numeratorem P= 4) fa&or
denominatoris primus φ tollitur, quemadmodum etiam m0
ftra refolutio numeratorem ipfi refpondentem nihilo praebet
aequalem. Hic igitur pro denominatore φ — i r fit num*
rator a£H, = -+ i τ , vbi fignum fuperius valet fi i nu
merus par, inferius fi impar. Quod fi ergo fuerit i = 2 *,
fra&tio inde nata erit 31;i, ; atTfi i = — 2 m , fra&io erit
— 2
••£$3 ) 1 1 1 ( $#*
(1 n- 1)1r— ¥;, at fi fuerit i = 2 n — r, fra&io , erit — 6)CRETi — i)t *
- - - - - • ■ — , ,
denique ex i=-2m-* oritur ,£l£;, quocircà fèries in
venta erit • I
9 -- * •mr * * — .* 7. — 3 T 3 t _ _ 4 mr *
F*;=-;*#**#**#-&#-##+##;-&#+ etc.
fiue
¢ — τ ". — * T- — - * T. 3 rr 3 τ_ _ _4 v.
Jîç =#*ó+#£ 37-φ ;## +;#5+ ;#£ - - 7IjT etc.
vnde fi bini termini in vnum contrahantur, erit
._ 2 Τ ττ e tr mr ra qnt r gz mr tr + etc3)
JIET - TTTjj T 7nlj ΣΤΕΦΕT 137rt-Jj
quae per 2 τ τ diuifà producit hanc fummationem :
2.q) - 4 9. i
\ aTt tJin.Q0 - w tr-35q; - 7*=φφ + 5TTE©® -;:;:;;-+ CtC,
Ac fi ponatur ® = Â ºr, prodibit
Ά τ — * 4* m.¤îa- ΓΣΣΤ 4— λλ. -H ;=*,- Ęx —H etc.
vnde fi fuerit Â Â =— μ μ , feu Â = μ V— 1 , ob
ar-g* . g+ μτ .
fin. μ τ V — x =— 7-j—, erit
— **;-=————-—-—————* etc
e**— e-**T 1 +μμ 4+μμ ' 9+μ μ 16+μμ ' ***
atque hinc per differentiationem infinitas alias fummationes
deducere licebit.
3°. Sit numerator P= φ' et fraétio £$.
§. 1 3. Pro denominatore igitur φ — i qr numerator
erit i -+- i i τ τ , vbi fignum füperius valet pro i numero
pari , inferius vero pro impari. ' Hinc fi loco i fùcceffiue
fcribantur numeri
-}-. i — i -+- 2 - 2 -+- 3 — 3 —H etc. -
feries
•»£$£ ) I I 2 ( $#3<•
fèries refultans erit . .
q. 3) — _ t tr . _ T 7 4 r rr • τ τ . _ _ 9 τ τ _ _9 mr * -
Jin. φ - Tq)- τ φ +tr +- §*,', * óïí* Q)— s tr ££,* etc.
fiue -
¢ φ .._. r tr * r rr 4 mr ^rr , * * ", -+- c ºmr g Tr r
- -- -
jÉ - # tj T FIj T ;*=φ Τ ; ifj * TE j 7 5*-£5
Contra&is igitur binis terminis fiet
® ® — a τ τ φ . _ _• τ τ φ • • τ τ φ . _ _ *• tt t Q) fidJjIj FF-Jj T πτ — ΦΦ T 57 FIJj 73T7 — p φ* 1UI€
9 -— — * ".-, — — * " " -, _9 T t_ _ _ ' * * * -:JI.j- TT-J$ 4 τ τ — ® ® 5TTI® ® 7a#- £ -+- CtC.
Quod fi nunc quilibet terminus huius feriei in duas partes
difcerpatur, quarum prior femper eft I, binae fequentes fé
ries nafcentur :
**}, •_• I -+ I — I -+- I — €tC.
Jin.® 4) ® . . ® ® . L £0 q) @ q) φ
++#-33-7#*5y-+;##ï5 5-;;;ìïéò-+;;£, £$- cic.
Notum autem eft, feriei
-+- I — I -|- I - I -H I — I etc.
fùmmam effe . — ' , qua ad alteram partem `translata et per
φ φ diuifà prodibit
s'-'- — — — — —'-- — --——--—-—---—. φιι.ς ΣφT - T T-qq) ;*#=37 + +#Ej €tC.
quae prorfus conuenit cum ferie in §. 5 inuenta.
4°. Sit P = φ*, denotante y numerum imparem quem
cunque pofitiuum, vt fia&tio propofita fit
- ^y
fin. φ'
' §. 14. Cum igitur pro- denominatore φ — i τ fiat
A = i° t? et C = -|- 1 , erit numerator + i? T? , vndc
cum y ft numerus: impar, figna noftrorum terminorum ca
- - - - dem
•*3$3 ) 1 13 ( 333*•.
'dem lege procedent atque in cafu P= φ, vbi y = 1; vnde
feries hinc nata erit
q* ^r? “r”. o* mrv 2? mrY 3**
ÍÓ°7-3T7-FφT 37— 3T £7T£ * Sa- @
- 3* m y
—H ---- etC.
- - 3 τ -+-.φ
quae per qr* diuifà praebet
φ* - I I •? »? ^y
qr?fim φ*#- j* 7 Eq; 2 7r — @ , 2 qr + φ 3 qr — Φ
3*
- — .etC-H 3 T+®
et binis terminis contra&is erit
ΦΥ I 2? . 3* -
27YFin.® — 77-φφ T 477I33 +- 9 qr qr — φ φ
—H etc.
TÌ377EG;
Statuamus nunc φ= à π eritque
Ã? mr . r . . »* ' 3? ^y -
- —' - + *' — — —* -+ etc.
2 fin.4)7rT 1—λλ 4.—AA. 3E77i -1 6-; A -
§. 15. Hinc fi fuerit A =μ V— 1 , erit vt ante
- e- μ π _ ,- M t
fin. μ τ V— 1 = TAT7T; **
Pro valore autem poteftatis Å? duos cafus euolui oportet,
prouti fuerit y = 4 m + 1 vel y= 4 n — 1. Priore cafu
erit - -
À*- (μ V— 1)****= (μ V— 1)** x μ V— 1.
Σuleri Op. Anal. Tom. II. jP E(t
•»££3 ) 1 14 ( $•
Ea vero (g. V— 1)* = μ**, vnde erit Ã? = μ**** V— 1 ;
hincque prodit fequens fummatio realis:
μ'**-' r , • n -+- . „ • n -+- . 3* *-*-* 4**-*-*
?*= e-**= : Egº, T 4+gg * yEZT Í3EZE
Altero autem cafu, quo y — 4 n - 1 , prius membrum capi
debet negatiue, eritque - " -
-+- ctc.
μ'**-' mr I - » • • - * 4**-*
- T FiEFÉ TEZT AEZ* ó EZT
Has autem fummationes facile patet veras effe non poffe, nifi
^y fit numerus integer impar et quidem pofitiuus.
CtC.
5. Sit numerator P= φ*, denotante 8 numerum pa
- δ
rem poftiuum quemcunque, et fra&io cô
§. 1 5. Pro denominatore ergo φ — i r numerator
erit -+- ί' τ*, ambiguitate fignorum eandem legem tenente.
Hoc igitur cafu ratio fignorum perinde fe habebit ac cafu
P = φ φ, eritque idcirco.
a^* —5 .-5 •* -* . * •* „* 3* mi*
IV T TJ T 7T7 T TTJ; ar+®* jr -9
- - - ' 3* ^*
- €tC.
37TFφ*
Quare fi ponamus φ = A r erit haec feries
A° 7r I I a5 a5 3° 3°
fin.a#* TAT JTiTATi* ATEA * 3E7T3T7 T*
hinc binis terminis in vnum contrahendis fiet
à'T' r __** •5 3° -** etc.
2 fin. λτ Τ I-AA. - 4-XX-* 3-ÂÂ - C.
λλ
§. 16.
••33 ) • 1 x 5 ( $#3<•
•! §. x6. ' Statuamus nunc etiam a = g. V— 1, vt fi.
e-u* _ g-+- V r - -
fin. λ tr = -
2 V— 1
Pro valore autem ipfius À*-' duos iterum cafus euolui
oportet , prout fuerit vel 8= 4 m, vel 8= 4 n + a. Priore
- 4 - - - ■
cafü, quo 8= 4 n, erit À**= μ**, ideoque A**-* — £-;;
atque hinc orietur ifta fummatio :
— μ**-' T -- r* • a** + 3** 4** st
ύτETF** HEZ - AEZ, * jEZ- 3jJ + etc.
Pro altero autem cafu 8= 4 n + 2 fummatio ita fè habebit.
—H μ**** 7r i • n -+- • »« m -+- • 3• •--• •
- ΣΕΣ ΤΑ ΕΤSEEJ, T *gITIAEHTF =
-
- §. 17. Hae autem fummationes eatenus tantum ve
ritati erunt confentaneae, quatenus pro exponentibus y et
ô numeri integri, prouti funt definiti, accipiantur , nihilque
impedit quo minus quantumuis magni affumantur. Cum
enim denominator
fin, @ = φ — % ®* -+-,;. Φ* — etc. ;
ad dimenfiones infinitas ipfius φ affurgat, dummodo maxi
ma poteftas in numeratore non fiat infinita, refolutio in fra&io
nes femper ad veritatem perducit. Sin autem exponentes
illi non effent integri pofitiui, fed fra&i, vel adeo negatiui,
refolutio in fra&iones partiales locum plane habere nequit.
uamobrem fi loco numeratoris P eiusmodi fun&iones ip
fius q) ftatuamus, quae etiam ad infinitum dimenfionum mu
merum adfurgant, tum de fumma inuenta non amplius eri
P 2 - ITnUlS
-&3 ) r 16 ( 333«•
mus certi. Verum fieri poteft, vt ad fra&iones partiales
inuentas infuper quaedam partes integrae adiici debeant.
Huiusmodi igitur cafus aliqnos euoluamus.
6°. Sit numerator P = cof. ® et fra&tio =j;3.
§. 18. Cum fit -
cof. φ = 1 — ; φ φ -+- ', ©' — ,;. 4* —H etc.
poteftates ipfius φ in numeratore aeque in infinitum. exfurgunt
atque in denominatore; vnde fieri poffet, vt haec fra&io partem
integram inuolueret, quae cum reperiatur fi fumatur @= oo,
forct ifta pars integra =#3= cot. co, quae autem in fé
prorfus eft indeterminata. Interim tamen, quia totidem ca
fibus euadere poteft negatiua atque pofitiua, medium fumen
do valor rc&te videri poteft = o; ceterum dubium per
fequentem euolutionem tolletur. Cum pro denominato
re φ — i tr fiat A = cof. i r et C = cof. i 7r, erit numera
•tor huius fra&tionis = 1; hinc ergo nafcetur £equens feries:
cof. φ — • r ■ . • -rj? = ά-+- qTH. -+- q)-+-7r —H p- 2 m. + q £#-+ etc. fiue.
m. r. i. r. ^ r
cotag. @ = 6— „£ -+-;=5- ;;=5-+- ;;£s— etc.
Pofito igitur ® = λ τ , haec feries induet hanc formam :
* cot. λ τ = % — ;-; -+- t£x-;—;-+-;-;;-;-i;-+- etc.
quae fummatio an vera fit per cafüs inueftigemas. Ac primo
quidem fi λ denotet numerum integrum , veritas confirma
tur ; femper enim aliquis feriei terminus fit infinitus;
fumma vero quoque fit infinita. Sumamus autem λ=;, erit
7 cot. £ = o , ipfâ autem feries prodit
3 — 7 -- 3 — ; —t— ; — ; —— etc. *
vbi
•&#3 ) 1 17 ( $•
'vbi omnes termini fé manifefto deftruunt. Sumamus autem
infuper λ — ;, prodibitque -
• • • r =:-;-+-;-; + ; — ;, -{- etc.
* quae eft fèries notiffima Leibniziana. Sicque omne dubium
circa veritatem huius fummationis euanefcit.
§. 19. Contrahamus binos terminos, primo excepto,
•!im fingulos, et obtinebimus , -
** ' : ~. r — : — _*^- * *— — — * ^— — — * A -
quae feries reducitur ad hanc formam:
- - !_ _ *cof.^* —., . 7TXX 1 A =;-5; + ;=;; + ;=*£ + ;;5; + CtC,
Quoá fi hic iterum ftatuamus Ä = μ V— 1 , ob
e- ■ ■ — ■— e**
2.
g-μτ . . e-*-# *
* cof. μ τ V— 1 = ' Ct
f ,
p.fin. μ π V— 1 = —;-y-;haec obtinebitur fùmmatio: • • ;
- * ; * - ^r(e***+ e-**) . 1 ; 1: - 1 I
a μμ -+- G*--•-**)•Â°3-FZ*£££&* 9+μμ4
I;
- *
Nunc autem per fe eft manifeftum, per différentiationem fi
mili modo vt fupra infinitas alias fümmationes obtineri poße
P a II.
••:33 ) I I 8 ( $#£<•
II. Sumatur Q= cof. 2 — cof. φ, vt fra&io refoluenda
fit sta-*:;-*.
2c. Cum fit denominator Q= cof. 3— cof. 9,
vbi angulus ? vt datus et conftans fpe&tatur, is fequentibus
cafibus euanefcit,
Φ = + <; φ = + 2 m -+- 3, © = -+- 4 r -+- ?;
Φ = -+- 6 tr -+- 3, @ = -+- 8 tr -+- ?; etc.
ideoque in genere φ= + i r -+- 3, vbi i denotat.omnes nt
meros pares tam negatiuos quam pofitiuos; vnde denomina*
tores fra&ionum fimplicium quas quaerimus erunt
. g)-£, 4-+<, φ—27—2, 4—2r+<. 4)+2r-<, Q+2T-H?, etc.
hocque modo omnes fra&iónes fimplices reperiemus , qua
rum omnium fumma aequalis effe debet fra&ioni propofitae
çof. £ - co). Q* , ., * * * *
§. 2 1. Confideremus nunc primo denominatorem
fimplicem in genere : φ — i 7r — ?, ac pofito φ = i r + 3 ab
sat numerator P in A. Deinde cum ex denominatore fiat
4$= fin. φ, erit C = fin. (i tr + <)= fin. ?, vnde numerat0r
huius fra&ionis erit A. = ;*;, ideoque fra&io hinc nata
C–
- A - - -
JEgTJE *= ?j- At vero pro denominatore φ — i 7r —- 3,
• fi in numeratore P ponatur ® = i τ — ?, prodit quantitas
B 5 ex denominatore autem fiet
C = fin.(i r — 3) = — fin. ?,
vnde orie ifta fra&io : — n-,*.-*.-—». Nunc igiietur ifta fractio : — τι;-atas-*, &-ca, Nunc ig,
tur tantum opus eft vt loco i fucceffiue omnes numeri pa
res tam pofitiui qnam negatiui fub(tituantur.
;
- -~ ` f . •_ •
- ••33$ ) I 19 ( §£•
1*. Sit numerator P= 1 et fra&io propofita
'§. 22. Pro binis igitur formulis generalibus, erit
tam A = 1 quam B = I , vnde iftae fra&iones generales
€llIlt ' ' -
r — — —----! ——-—-** —
JTZTTETTE£) TJiT£(φEFTgj —JÍÍ£Τφ-i tfYE<£j»
confequenter hinc deducemus fequentem fummationem :
. - z 3 _ 2'£ » «
30, 3 — coJ. ® -/-sis;</ —+- JE«{$-; * *E<<; -+- TzTTHy-z;
- - 2 - - * $ . . .
- -+- £zòîâj*=z:j -f-JEÜÊ,y=zz) -+- °*°
fiue habebimus -
- ,U/i. * TE,= φEz? —+ (φ=;#7Ez -+- Ty-zz
` -- o-,£}*=za -+-…-+- etc. *
§. 23. „ Quod fi ergo fuerit ?= o, erit
;EXp- ái + as=;, + Í4- a tt)* +άE -H (ΦΙΣΤΕ -+ etc,
Sit nunc porro φ = *, erit haec fummatio :
*# = 1 -+- ; -+- „, -+- & +- E. -- i;i -+- etc.
vti quidem fàtis conftat. Ponamus porro q) = r, prodibi
que haec fummatio : -
3* = 1 + 1 —+- £ -+-; —— „ —ì- „, -H £, -H, —— etc.'
quae feries cum praecedente congruit. Sin autem ponátur
q) = A qr, erit -
•r •rr — * *• ■ * * … - •
:t;-:;x£j=¥¥-+- x=:y-+-tx-;:;-*-*==;--&#y-+- etc.
ar aer
quae fùmma etiam eft —--—. { a(lin. .^7)*
§. 24- * *
-33 ) 1 2o ( $•
*y
§. 24. Ponamus autem in genere ?=&r et φ=λτ,
vt obtineatur ifta fummatio:
tr fin. & tr i τ
ΣΣΤΕJ.Tat - coj.XT)- XXIaTz -{- (X-^ j*- zo. -+- XT7E.
- 1 i
—+- tx*;j *Azt- TYLE: Ea*- CtC.
uod fi iam a fuerit quantitas imaginaria, fiue &=ßV-1,
fùmmatio haec erit , " .





• §. 25. Hinc fi proponatur haec fra&io in fèriem
- m. - i -refoluenda: ;=:j-:s, fiue …;;;, duos cafus confiderari opor
tet, prouti a fuerit vel vnitate minor vel maior. Sit a < t,
vt fieri queat a = cof. & t, vnde fit & = *-%-*, atque in
vento & reperietur -
i — ' 2 a. i .t r t
a -cof.XT - Trv(i-ag) (xxizztzE*E*REjEzz* XE =zz) + etc]
Sin autem fuerit a > 1, quaeri debet ß, vt fiat




Hinc ergo fiet e**°* + 1 = 2. ae**, vnde radice extra&a re
peritur e*"= a + Y (a a- 1) hincque er°*= a — V(aa — 1)vnde porro fiet •
- A tr = 1 (a -+- V (a a — 1)), ergo
' ' ' 8 = 3, 1 (a -+- V (a a — 1)).
Inuento igitur hoc numero 3 poftrema formula praebet
hanc feriem : -




——-—-*--' -i--- * m • ri -
a'- coJ.Xrmr Ttrv (a a- 1)%x*33*x= 2)ΒρβτΣΤ. Atí-5Hgat etc.}
cafu autem medio, quo a = 1 , fit & = o ; tum vero po
natur a = 1 — co, eritque - - -
A cof. (1 — α) = A fin. V(2 ω - ω α)= V(2 a — a) a).
IE(t vero etiam.
V (1 — a a) = V(2 w — a) a)),
vnde pro hoc cafu feriei fummatio erit
===5==#,($*tx *;;;--;x£;;--ts…;--;…;+etc.)
Cum igitur fit -
I — cof. λ τ — 2 fin. ; λ τ* , - - -
habebimus hanc fummationem : -
qr tr I. I r τ -
Afin.;X7°XX —H (λ— 2)* —H ÖXEy* (AFAY -+- ete.
quae fèries iam fupra § 23 eft inuenta. ' '
a*. Sit nunc P=fin.® et fractio propofita &££,:
§. 26. Cum igitur fit P = fin. Φ fumto, Φ=itr +?
*erit A= fin.(? tr+<)= fin. ?; at pofito ®= i tr — ? prodit
B =— fin. 3; hinc binae fra&iones inde refultantes erunt
-. - I I — a φ- 2 i m- -
-. q)E37-3T @Ej7-F2° @Eizy- 33*
Quare fi loco i fuccefliue omnes eius valores fcribamus, nam
„cifcemur fequentem feriem : - "
* • fin : q» *. _T 3. ® • (30 — * rr) • (4) rr)' - * {% — 4 *t)
ä£#*=s=::*t***;;;:::*££££*+*#?** ctc.
- Euleri Op. Anal. Tom.II.' . ., . … Q. J ,- fiue
- -
•*&$3 ) x 22 ( $• |
* •
fiue -
fin. ® ._ . ® do- • r g) -*-** - Θ— 4 *r *
;:£j=;=&#£zz+têï;5:2+tôÉÉz*-+œ*;;;-::* etc.
- *
• §. 27. Hinc fi fuerit ? = o , erit
fin. φ — ; m. m. t. ` . :
•( . . ATE SEJ) - +s= 2 1r +s=;=-t-o- ==-+- tit.-t- etc.
cuius igitur feriei fumma eft : cot. ; @. Hinc fi ponamus
φ= A tr , erit - * -* -
— ! t r.
; Tr cot. ; λ τ = § -H *=;-+- si;--s=;-+- s £;-+ CtC.
et contrahendis binis terminis -
\ • t. m — 1 ^ X * \ 2 A
• ; tr cot. : Â 7r = X -+-;;-;--;;;*;; -*- ;-£a -+- etc.
hincque
I tr cot. ; A 1 _ ' r 1 " I
375- —AAT= AEAA -+ REAZ -*- 33 EXA-+- etc.
Quod fi hic loco 'λ fcribamus 2 λ , habebimus
i. * cof.\ tr _ i t .
5X X. I» £T =;=;;; -+- ;;=;;; -t- ;;=;; -+- CtC.
fiue
' ._ * col. X? — . ' τ -• λ λ z X =;=*; -+- — ;; -+-;-;; --:-:;;-- CtC.
quae feries eft plane eadem, quam fupra § 19 inuemimus.
- §. 28. Ponamus nunc vt fupra <=&r et φ=Ar,
vt obtineatur fequens feries :
n fin. A t ——^ λ- 1. X -+- * A- -
£J.aTTCj.XT)-(XX-z :;-+- (λ-2)*-z;-+- tx£;£;-+-x£j£;;-+ CtC
Sin autem hic ponatur &= 3 V- 1, ifta feries fequentem in.
duet formam:
qr fim. λ rr *- λ λ— 2
&7TFFBTEGOTZE* AAEFE3 -+- (XEyTEB
- ' ' ' A -+- 2 - Ά — 4. •
. *(XEyTE3* (XEJIAE* *
§. 29.
-** ) vas ( 33
- ^ ' ' §. 29. Quod fi igitur propofita fuerit haec fra&io:i•. ®- fin. X TT ; - - i
:£## fiue ,££, iterum duos cafus euolui conuenit, al
terum quo a < 1 , alterum quo a > 1. Priore quidem cafu,
A rc.co/.a
quo a < 1, ftatuatur cof. & T = a, vnde fit & = Ar£*, quo
inuento erit
. ^ .... Jtt: ^ T—* X. λ — * A-+-: .- -
- (;x£;:--;*#3;;-+-s-5£:;z-- etc.) • •..' ' ' f: & Cc0JIXt—7
Sin autem a > I, quaeri debet ß, ita vt fit vt ante
, ß =# /(a -+- V (a a — 1 ))
quo valore inuento erit
Jin ^ ° . — * ^ . ^_ __ . _ ^ - *_. _» -+- ?_
- a — co/. λτ Τ τ (xx. 33 + x*j5££ * o £j£ía + etc.)
Sin autem fuerit a = 1, tum fit tam α = o quam 8 = o,
eademque feries refultat , quam fupra ex cafu ?= o eli
cuimus. Hinc ergo fi fumatur λ = ; prodibit feries
•nr - • - 6 i o. - 1 4
- £J.aTt — FAZZ :;EAA * A*AA ==== + €tC.
vel etiam haec : ! * -
- - - - 1
7r 2 6 I O I4. +
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Qeterum per fe intelligitur , per differentiationem plurimas
alias feries formari poffe.
- III. Sit fra&io refoluenda as-ara,
r • §. 3o. Ante omnia igitur hic quaeri debet, quibus
nam eafibus ifte denominator euanefcat. Cum igitur in gene
're' fit cof. @ = cof. (i m -+- φ), denotante i numerum parem,
: fimiilique modo cof. 2 ® = cof. (i/ tr +- 2 φ), habebimus
i 7r —H ® = i/ tr + 2 φ , vnde ob ambiguitatem fignorum
fequentes cafus eruuntur: @ = i τ , φ = £. Hic autem pro- •
Q_2 - be
•*3$3 ) 1 24. ( £$£•
be eß obferuandum, cafus priores bis occurrere, feu fa&o
res hinc natos ® — i t bis effe collocandos , ita vt fa&or
denominatoris fit (φ — i τ)'. Quod cum minus clare ap
pareat, ita oftendamus: quoniam in genere eft
cof. a — cof. b = 2 fin. *=*, fin.**
erit noßer denominator 2 fin. ; φ fin. : Φ, qui igitur euanefcit
tam quando fin. ; 4) = o quam quando fin.: ® = o. Fit
autem fin. ? = o quoties ?= i τ, denotante i omnes nume:
ros integros , ideoque φ = 2 i T. Similique modo. fin. ?
euanefit, fi ? = i τ ideoque ® =*;*, quae pofterior for
mula, quoties i, eft numerus integer, priores cafus fuppe
ditat ; ficque manifeftum eft, in fa&oribus occurrere omnia
quadrata (φ — i 7)*. Reliqui vero fa&ores φ — **, quan
do i per 3 non eft diuifibile , erunt fimplices.
§. 3 1. Cum igitur formula (φ — 2 i τ)' fit fa&or
noflri denominatoris cof. @ — cof. 2 φ, fecundum regulam
pro huiusmodi cafibus ftatuamus
at se-a= ts-*;:;-* • * ■* -* R ,
vbi R comple&itur omnes reliquas fra&iones. Nunc vtrin
que multiplicemus per (φ — 2 i 7r)* et habebimus
££&= a + B (?- a i 7)-+ R (? — • i *)*
faciamus φ= 2 i qr fietque a = &£;-:;3, cuius fra&ionis
numerator et denominator euanefcent, hinc differentialibus fub
ftitutis fiet a-_;'°£**, vbi cum numerator et denomin*
çor iterum euafiefèant, denuo eorum loco differentialia fcri
bantur eritque &===5>j:;aÑ. Nunc igitur pofite
g) = 2 i qr reperietur & = î.
§. 32.
, ••&#3 ) 1 3 5 ( §#3•
§. 32. Jam , in aequatione. • • •
&#=:#,= & + B (q) — 2 i τ)-+ R (9 — 2 i *)* *
terminus & = ; ad alteram partem transferatur. et ad ean
' dem denominationem reducatur et refultabit haec aequatio:
(φ— 2 i 7r)' —;(cofq)— cof. 2 φ) ' • • - . 'cof. @ — cof. 2 Φ T - :=ß(φ— 2 i 7)+R(φ—2 ir)'
vnde, per φ — 2 i t diuidendo fiet *; '
'* (?-* it)*-: co£?- cofa ?) ,, „„ ., ,(φ— 2 it)(co£φ-c0I.2 @) =ß-FR(φ—2i ms) _j
Quod, fi iam ftatuatur φ=2ir, ß aequabitur fra&ioni, cuius
tam numerator quam denominator ter euanefcit , ita vt tri
* plici differentiatióne fit opus. r - . . . . * T .
Prima autem differentiatio dabit: .
2 (Φ— 2 j T)-+*(fin.®— 2 fin. 2 ®)^ ]
. . . 8- co£φ—ö£ a q>-i(TiEíT(fin. DEÄìnAT)*
Secunda differentiatio dabit : ' '
— 2 + 3 (cof. Φ— 4. cof. 2 ®) •
. 8==; Tn. DEFATnATEGEEEi7)(CoNTEAGOEAQ)*
Tertia denique differentiatio dat : '
- . ---— — 3 (fin. Φ— 8 fim. 2 q>) — „ • i
• -. £==; cor®+ i 2 cof. 2 φ+{φ-2 ir (fin.®-8 fin. 2 (5)*
Nunc autem fa&o φ= 2 i r numeiator quidem iterum
, enanefcit, denominator vero euadit 9, ita vt fit, ß= o.
§. 33. At vero ifte valor pro 3 fine differentia
tione facilius erui poteft ponendo 4) = 2 iπ +μω, exiftente
a) infinite paruo ; tum autem erit * * -
* - - Q 3 . -- • ' · · · * * co£
-&3 ). i 26'( '$£
cof. ® = cof. a) et *cof. 2 ® = cof. 2 aw; ^
aequatio: autem fiet ( : ; • •. • , • -
° °— = ; +.A a) + R σ ω.
- - coJ. ω- c0;•?. w -
Nunc ambos.cofinus proxime exhibeamus vsque ad- quar
tam poteftatem ipfius a) procedendo, et cum fit
- * - - -
v * * * * co(. a) - r - : w w + ', ω*Tet > . . … . ,
cof. 2 a) = 1 — 2 a) w + { a)', erit ,
cof. a) — cof. 2 @ =: ww-; a)*=;a) a)(x — à w 2) ,
quo valore fubftituto habebimus
2 r -,3IEZj-=30 1 -+-;, ωω)=:+ 8w +R α ω,
hincque fit ß = f, a); ficque fa&o. a) = o erit etiam ß= 0.
§. 34. Hanc obrem pro denominatoris fa&ore qua
dratq (φ — 2 i τ)* ob az = ; ' fra&io inde nata erit RET*
Pro reliquis autem fa&oribus fimplicibus Φ—;i T ftatuamus
1 CX,
— - R
cof. φ — cof. 2 φ ÖTETA -+- »
quae aequatio multiplicetur per φ — ; i tr = w, vt `prodeat
- - - - 1tuo - - -
coJ. J. — cqJ. a Q^ T & -- R âv. -
Vbi- notetur numerum i non effe ' per 3 diuifibilem,* vnde.
2 i ^nr * - - - -
*#* fequentes angulos exprimet:
- - • … - 4.
.37r, 37r, 37T , §fr , %^',
- - - - . ^r - e- - ^nt • 6 - - -
at anguli * * * *valores furit **, **, *; ' quorum angu
lorum- cofinus eft , idem -— ; Gnus autem horum angu
-,
, 7. »
lorum funt fin. *!* = + ',' , vbi fignum füperius “valet, fi:
- -• - - - *. - ' • -
i fit 3 m -+- 1 , inferius vero fi fuerit i = 3 m -+- 2. At ve
: ro fin. !!;* femper eft -F %*, vbi iterum fignum fuperius valet
fi
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6 i= 3 n -+- 1 , inferius vero fi i = 3 n -+- 2. Haecque rei
gula femper valet, fiue n fit numerus pofitiuus fiue negatiuus, . . ..., • . .• • -
*, §. 35. His praenotatis erit
•* .w ' -- • • -* -
cof. @ =— ; cof. ω … ',' fim. ω et
cof. 2 @ = — ' cof. 2 α) -+- ';' fin. 2 w ,
vnde vero proxime' habebimus
— . O ' / ; -- v s.
cof. ®= — ; (1 — ; w a) =P- * ® et
cof. 2 φ = — ; (1 — 2 w w) -+- *. 2 a) ,
vbi perpetuo figna fuperiora valent fi i = 3 m -+- 1 , in
feriora autem fi i = 3 m -+- 2. Hinc igitur erit nofter de
nominator
cof. ©— cof. z φ = — ; ω ω =Fi £!. w *a * - 1
I. . "
vnde- fit. ——-=-;;- = cz. Pofito igitur w = o erit: a) +-+' : - • .
a = AF +, ita vt ex fa&ore φ- £ nafcatur ifta fra&io:
v *. . … ; _- , 2. ( ; . I I \ _ -- 2 - -
* 375\jE)** (35EAjEJVS. . .
§. 36. Euoluamus igitur primo omnes terminos
feriei. ex fa&oribus geminatis (Φ — 2 i tt)* natos, et cum
numerator fuiffet ;, fi loco i fùcceffiue omnes fcribamus nu
meros integros tam pofitiuos quam negatiuos, feries orietur
fequens: -
CtC,
• • - • - • *• • - •
* ■ jp*;TJ*;*j**;σλ;7*;7T£;#5*;T3£;{y*; yi7*
- *. - - Pro
• • -,
• • • •
•##3 ) r 28 ( §£•
Prè altera ferie fit 1°) i = 3 m -+- 1 , hincque fra&io fiet.
• • . . . * - - i — — ^ * — - -
τΊΤΤΠΠΥRT7; » fin abHtem fit £ — — 3. n. I fignum
inferius valebit et fra&io erit +;*=7=E> qui
- - - - * ( 3 n -+- 1 J mt _ . Gduo termini contra&i praebent άττEöÄÈÉ;*) v, 5 fim
autem fuerit i — 3 m —— 2, tum vero etiam i = — 3 n — 2,
binae fra&iones in vnam contra&ae praebent
- s ( s m -+- m ) tr -
-+- σφ'f=\'.T,;7T7,- *
Quare cum valores negatiuos ipfius i iam fimus complexi,
loco m tantum omnes numeros pofitiuos o, 1, 2, 3, 4, 5 etc. :
poni oportet, vnde fequens refultabit feries:
s tr s. 4 ^mr •. * rr
T {TJE. 77) 7; T ÙTTTty.TR s T TTTTTATV.
1 6. rr s. 5 7r s. s tt
-+- (9 ®®- i6 TITVE -H (9 ®®-I73tftr,, V; -{- { s 5 J-.. S,T7)Vg*
-
- §. 37. Propofita igitur fra£tio, g-s='=;s refolui.
tur in has duas feries - -
. *2 ^ 1 . ... t r - t ' , -3(5-+- 3°Hi -+-a-+#5 —H ζΓ. 7:5 -+- ts-is;-- etc.).
s rr --- —-. * - - io'
T V; \ p φ φ'-,. 77*,5*;;****¥*;:;=*; EE. ;:=;* etc.)
s mt 3_ s s. 1 i " ' '
+,-; 9 φ φ - .. a £ *,JJEE t Jij-::*##*; ITA+ etc.)'
Hinc ergo fi faciamus, vt fupra @ = A r erit fra&io
tr rr - -
co/.-XTITCJLTXTtt -
• • `a f , , • • * ^ -j -, * * - i t. ."
* : 3(; £******************++*++ etc.)
._. * * m. ----- *—- i -
* * * */ 3 Wxxi. P -H £ X X- 4. ** —+ * λ λ-.. 72 —H 5XX £;-a —H etc.)
•
' ' -.__ * * [ *—— - *—— , & * ,
+ ; (;xxê:;-*;xx£i:a *; £:;-*-;;; £t;, —+ etc.)
.• • • -; §, 38. : Vt exemplum afferamus fit A = ;, vt fiat9λ λ = i ac prodibit* ifta' furhhatio : " *** • • • * •. •
^r mf
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f.
, fr r =: (#-+-#-+-;-+-;,-+-;,-+-;,-+- etc.)
-+-£(==;-+-;=;=;-+;=*=;-+++++++- etc.)i 4. 7° - v 4. 1o*
4. 1 1 * - 1
quae fummatio etiam hoc modo referri poteft : *
ττ=6(ä-+-#-+-;.-+-;ii--;;--;#-+-£,-+- etc.)7:5
4 tr • 4. I.+#, ;*-—---;; -+-;s 1—- +I° -+- 4. -;;;*- ;-+etc.)4* -* r - i no* — i ii4* — ■
4. s * - i
s mt i m. ■ -•- 37* 4 • ;i= 1 -+-; ;i=-; + • -H -+- ;;;-;-- etc.)
. . -
-
elegantior autem forma erit fequens : -
ττ= 6(-;--;--;--;,-+-;,-+-;,-+-;,-+- etc.)9
+£(1 -}--;-;,-+-;,-,,-+-i,— etc.)
§. 39. Quoniam hoc cafù occurrerunt fa&ores qua
drati, etiam eiusmodi fra&iones refoluere poterimus, qua
rum denominatores ipfi funt quadrati, ideoque meros fa
ttores fimplices quadratos inuoluunt. Atque adeo hanc
refolutionem extendere licebit ad denominatores cubicos al
tiorumque poteftatum , fi modo in fubfidium vocentur ea
praecepta, quae pro huiusmodi refolutionibus olim dedi.
IV. Sit fra&io refoluenda propofita ;&.
- - - -
§. 4o. Cum igitur hic omnes fa&ores quadrati
• - - - - ■ - -
denominatoris in hac forma contineantur: as-;;;, denotante i
omnes numeros integros tam pofitiuos quam negatiuos, po
namus pro refolutione generali
m. - de
ÌJi — ÛTTT} —H it.-H R.
vbi R comple&itur omnes fra&iones reliquas. Hinc per
(g) — i τ)' multiplicando erit
— i mr\? - . • .
%=#= & + 8(@— i 7)-+- R (φ — i τ)'.im. Φ
.Euleri Op. Anal. Tom. II. R Iam
•*&$3 ) 1 3o ( $•
Iam fiat φ = i qr, et quoniam hoc cáfu numerator ac deno
minator noftrae fra&ionis euanefcunt, ftatuamus ®-i7r= z,
eritque • . - -
fin.q)= fin.(jr +a)=fin.i rr cof. @ + fim. wcofir=-+ fin.a,
ob fin. i r = o et cof. i r = -+ 1 ; vbi fignum fuperius valet
fi i fit numerus par , inferius vero fi impar, quod tamen
difcrimen hic non in cenfum venit, cum fit fin. Φ* = fin. g.
Hinc igitur erit -
+#%, — cx -+- 3 ω -- R ay ω.Jin. ω
Cum igitur fit
fin. ω = a) — : a' = a) (1 — : a) w), erit
• ' . ?
p. -
z=j;=*-+-;ww=a--ßø+Rara
vnde fit ftatim az = 1. Tum vero aequatio erit ; ω = 3+Ra,
ficque fa&o a) = o fit ß = o, confèquenter ex denomina
toris fa&ore (φ— i T)' oritur haec fra&io ;-;:;.
§. 41. Tribuantur nunc ipfi i omnes valores de
biti ac reperietur haec feries: ' ;
πάτερ-+- öE#5 -*- ÜLÉHA -+-a-+-+- 35H5 -+-a-#*-+ etc.
quae quidem feries deduci potuiffet ex § 1 8, vbi inuenimus
cof. φ— • r r. * , r. r
jÉÉ=ό-+- 3=;-+- 5-£#-+- 5== -+-a-,';-,-+- etc. ,
vmde per differentiationem fignis, mutatis , ea ipfà oritur fé
ries quam hic inuenimus.
- • • •
-
- §. 42. Quod fi faâio fuiffct propofita ;£$: et
eodem modo refolutio inftituatur, ob
cof.
3.
-&£ ) 13* ( &&
cof. (i fr -+- a) = -- cof. a) ideoque
cof φ* — cof. a* = 1 — a) ω
quoniam fecundae poteftates ipfius a) non in computum ve
niunt, numerator foret vt in cafu praecedente = 1 , ideo
que, eadem plane feries prodiiffet , id quod vtique foret
abfurdum. Supra autem iam animaduertimus , huiusmodi
refolutiones veritati non effe confentaneas, nifi quantitas va
riabilis φ in numeratore pauciores habeat dimenfiones quam
in denominatore, quia alioquin praeter feriem fra&ionum
partes integrae effent acceffurae, id quod hoc cafu manifefto
euenit, cum fit j##= ;*; — 1, ita vt pars integra hoc
cafu fit = — I. -
'V. Sit fra&io refoluenda = …:;,.
'§. 43. Pro hoc ergo cafu poni oportebit
■ — • [3
. ■=*=*=*.,--a-#-+s=&=-- R.
Ponamus nunc iterum ®= i 7r —— av, et cum fit
;*==* : (* -+-; a) a)
(vbi ratio fignorum legem fupra datam feruet) haec refultat
aequatio, poftquam per ω' fuerit multiplicata :
α)* (1 —H; ay ω - - •
—H *9+-a-+pa-ye---Ra = +ae,
vnde manifefto fit a = —+- 1 , tum vero 3+-yω+Røø=;o
ficque erit 3 = o et y = -+- ;, Hoc igitur modo ex de
nominatoris fa&ore cubico (φ — i τ)' nafcentur hae duae
fra&iones: άEF =E ETE
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§. 44. Tribuamus igitur litterae i fùcceffiue omnes
valores tam pofitiuos quam negatiuos atque obtinebimus fè
quentem refolutionem :
r. - _ !_ _ i - i i i -
JTTT — Φ Π ΠΕΥ Τ ΦΕΤι —+- {®-57}; -+- (5; H; CtC.
- i t t i. t
+ ;5 -;;;=;; - ;;;;-;,-+- ;;=;-+-;5£;;,- etc.
Hic obferuaffe iuuabit, inferiorem feriem iam fupra in pri
mo exemplo effe inuentam; vnde intelligimus fore fummam
huius feriei = —#—,: quamobrem feries fuperior cuborumΣTAIΩ *
fola aequabitur huic formulae: ;;;. -;;;*
§. 45. Egregie hoc quoque conuenit cum princi
piis fupra ftabilitis, ex quibus per differentiationem continuo
alias nouas feries eruere docuimus. Cum enim fit
JE> ô - 3=; - &##-+- 6=A —H*E -+- etC.
hinc deducitur differentiando -
._ Cof. © —— — '- i. -—— *. - -JIIJ* — TJi +(E)toi=j. (TT7y ά£F + CtC.
atque hinc denuo differentiando ,
z cof.φ* _ zr • - • • 2 •
jT*j? * — Φ* T (ΦEji ;::;.--3==;t-+-a;i;;i +ets
- - • i - -
quae reducitur ad hanc formam: ;;i- ;iit, id quod egre
gie conuenit cum valore praecedente. -
VI. Sit fra&tio propofita refoluenda =,…;…,
§. 46. Denominator ifte tang. φ— fin. φ manifefto
euanefcit cafibus quibus Φ= i rr, denotante i omnes mu
meros integros tam pofitiuos quam negatiuos, vnde fra&iones
fimplices, quarum denominatores cohtinent iftum fa&orem
Q) — i τ , euadunt infiniti cafu ®= i τ , dum reliquae fra
- - &tiones
•&#3 ) * ss ( %&
&iones retinent valorem finitum. Haecque confideratio no
bis aperit nouam methodum, omnes , fra&iones fimplices
inueftigandi. Pro quouis enim tali fa&ore euanefcente quae
ratur valor ipfius fra&ionis propofitae, qui cum fiat infini
tus, ei aequales effe debebunt ii feriei termini , qui eodem
cafu euadunt infiniti. Hanc ob rem ftatui oportebit φ-ifr-a);
denotante a) angulum infinite paruum. ' Quo fa&to fra&io
propofita fiet certa quaedam fun&io ipfius Tav , quam fecun
dum eius dimenfiones euolui conueniet. : .
§. 47. Hanc igitur ideam fequentes, duos cafus di
ftinguere debemus, prouti i fuerit numerus vel par vel im
par, quoniami priore cafu fit: fin. ® = fin. w, pofteriore vero
cafu fit fin. Φ = — fin. ω , dum vtroque cafu manet.
tang. Φ= tang. a). - v * , • -
Sit igitur primo i numerus impar et erit cafu ® = i mr
noftra fra&io IEHE: Eft vero proxime tang. a)=a*;w*
et fin.w= w — ; w, vnde ifta fra&io fiet
• * -*— 1 I -- i I ———I. '— * •{•
.; aa)-+;g' T 2 a/(1 r* i, ww) T 2 a. (* — , w 2).
Haec iam expreffio* fponte praebet , has duas fra&iones
„-;, a) , vnde ob* a) =φ— i τ pro i(to fa&ore oritur
haec fra&io* fimplex;$t;;,'quia altera pars euanefcit. Qua*
re fi nunc loco.i ordine. fcribamus: numeros impares, fe
quentem fra&ionum feriem adipifcemur:
. * • '- --- v
r * * .• •- .r - - r. 1
πέ=#5-+-;J*#j-+- IJ*;5-+-;755-+-;ΤΕ5-+- €tC.
· · · · · · · ·. · ` · · - - -
. £? 4$. „Sit nunc etiam i numerus par, vnde fit
tang. ® = tang. a, et fim. Φ= fin. w , hinc fra&io noftra
erit, ;;;===ta , vbi fa&ta euolutione primi termini a)
- R 3 fe
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fe tollunt, ita , vt in hoc denominatore infima poteftas ip
fius a) futura fit a)'. Atque ob hanc caufam approxima
tionem vlterius continuari oportet quam cafu praecedente,
Hunc in finem loco tang. ω fcribamus £É , vt fra&io n0
£tra fit °;$tat. Cum iam fit ,
¤T-jiT&J.T;
fin. ω cof. ω = : fin. 2 w , erit per feries
fin, w = a) — : ω' -+- i;s a/* et *. • • •
- -* * . .
fim. 2 a) = 2 w - : &* -+- i£ w* • . . . , : :
vnde totus denominator erit 1
-+- ; tv' — ; a'= : ω' (1 — ; a) w) . . . .
numerator vero eft cof. w = 1 — ■ w w , vnde tota fra&io
noftra crit i ..* ■ ■! . . . . - *• . •:
* - : w @ _ m — : a) a) . .
;a/' (1 —; ω ω)* T* ; a' ? * * *
hincque partes refultantes erunt :, — ;'. , quae ambae cafu
a) = o fiunt infinitae. Facile autem patet, fi approximätio
nem, ylterius extendiffemus, in fequenti termino litteram w
iam `in numeratorem tranfituram fuiffe. Scribatür igitur
G) — i r loco w, et partes ex hoc , fa&ore denominatoris
oriundae erunt ;s=;„-;;i;;, vnde loco i fucce(fiue om
nes numeros pares fcribendo ifta prodibit! feries geminata:
• z •-. •. • ' • l*o--i--*— --.**=;=*=■**+++++*==; -+* etc. 1
——'. — i - - i - t -T53TATETRETjTATETEEE €tC, .
§. 49. Iungamus igitur has feries ex vtroque cäfü
- m - -deduaas et fragio propofita iTg TQTQTJIJTG refolui reperitur
in ternas feries fequentes :
> I 4
'•*£3 ) f35. ( $&•
a;'
~ * - ^ _--_s- ~~ • • • ~ ' 1 +\ • * -• 1- • • -1 • • ■-- . * ' ,.. ....…. '
- - £QUETjTa (Φ-5-7) I *;=;+£##j*;(5#,+ etí- .
* ' ——————————————— etc. "* **
-, , , , ,T AGT£@ETjTaT® EF)T 7T-TTj A(TE)T. ***), ^oncns
•+ ά-+ά-#Ji+GEF —+-άEF —HEi+ j££&. Iis {{, * *
*
• - - . - - - * ' • . ' ' -•
§. so. Qnilibet hic facile fentiet, iftam methodum,
non parum anteseflere illi, „qua ante vfi , fumus , quando
quidem hoc modo ftatim fra&iones ex quolibet denomina
foris fa&ore driündas na&i fumus, néqüe opus fuerat ea
rum numeratores per litteras indefinitas defignare. Praeterea
etiam hac ratione iion opus erat follicite inquirere , quoties
finguli fa&ores ;fimplices in: denominatore contineantur , fi
quidem noftra methodus hoc fponte, declarat., . ,. .
- . . ~ r -'-^. . * * * ••***i
§. 5 1. In huiusmodi autem feriebus generafiöus ;
vbi quorundam terminorum denominatores certo. cafu eua
nefcunt ideoque hi termini in infinitum excrefcunt, quaeri
folet, his terminis fublatis, quanta futura fit .fumma reliquo
rum, terminorum. Ita pro cafu quo i eft. numerus., im
par, terminus ait, fit infinitus cafü φ= i t. Hoc igitur
termino deleto quaeritur, quanta futura fit fumma reliquo
rum terminorum cafu ® = i qr. Ad hanc quaeftionem fol
vendam ponatur φ — i r = w, atque ex § 47 patet fore
• .- *-— * or-—— -• - • • -> * * • • * - - - -
äÄ (0 – IĘ;-t- R. *-- - * • • • ;
2 00
* , •
vbi R comple&itur omnes reliquos terminos, quorum füm
ma defideratur cafu ® = i qr. Transferatur igitur terminus
,aFH =;?, in alteram partem ac ftatim elucet fore
- R =— ', ao — o ob av = o , ' —
ita vt omiffo termino illo infinito fùmma , omnium reliquorum cafu ®= i τ femper fit o. , • §.
• - • 53•
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§. 52. §¤? autem i eft numerus par, eadem
conclufio locum habebit, ad quod oftendendum neceffe eft
approximationem adhibitam vlterius continüare. Tum au
tem erit numerator
cof. a) — 1 — : w w -+- j, w* ;
pro denominatore vero -* -
fim. a) = a) — ; αυ' -+-;'.; a)*- *&* α' et *** **.
fin. 2 w = 2 w — : ω'+ i. a)*— £. a', - , .
vnde fit ipfe denominator : í , . ' * -
: a)' — ; ω*-+-.. ω'= : ω' (r -: a) a) + ;; ω');
hinc fa&or pofterior in numeratorem translatus praebet
1 + ; ω ω + j. v* :. < ', *' ^ .
hincque tota fra&io iam erit •
1 — ; ω ω — '', ω*
£ w* - . ' !
quae aequari debet toti feriei pofito ® = i *r, hoc eft ter
minis inuentis is-ii;i — ;*=, cum omnibus reliquis R, vnde
elicitur R=— ', ω = o; vnde patet etiam his cafibusfummam omnium reliquorum effe = o. • .
§. 53. . Quod fi ergo fumamus φ == o et termi




' ' ■ m . ' — — * ' - —
— ;&+ ;.-; ; + ;.-;-; + ; — etc.
m m 1 m. - › m. -
+ ; — ;#-+-,— ; + ; - ;;; + etc.ua tt ia mr
<a • • • 2. ` •
s Tr 3 a Tr3 6, mi 8 -+- ζΤ3 ΣΤΕ3 -+- ai6 ^r3 €tC.
vbi omnes termini manifefto fe tollunt, id quod etiam om
nibus reliquis cafibus, quibus ponitur Φ= i qr, contingit.
- §. 54.
- •&#3 ) 19* ( §£%s
§. 54. Sin autem binos terminos contiguos con
traxiffemus, hae feries prodiiffent: - - • *
: t Q . � q) ^ -_.._ * .
-;5+ 35*#-55*##-+*;*;;;-35*#-+*5*;;;- etc. /
• . , • ©(14)-+- *. • r T). u. 40(®®-+- s. 16 ***).u.* ®®®-+- . s6t r)
|++*##**##+*£##-+*##*#####-+ etc.
quarum ferierum fumma eft ITA jETEY Quod fi nunc hic .
ponamus ®= o, fiue φ = ω, quoniam omnes termini fünt ' . . . .
diuifibiles per ® = o, eorumque autem fumma inuenta eft *.
— §. ω, fi vtrinque per ω diuidamus , fumma erit =— &;
ipfae autem feries euadent
m. r - r r - t— ;';--;-; ;## -+- A# ;;-;-;-- etC.
3. 4. - 3. *: *— — e. 4. -t)* - - - €tC.- 4.{√T (T3TTJs T {Et (64 τ τ)*
-
?
et { §. ss.t Mutatis igitur fignis et redu&is terminis ad
formam fimpliciffimam impetrabimus hanc fummationem :
£=## 1 — ; —H; — i, -+- „, - £ -+- etc.)
-+-;i. (1 -+-;--;--;ä-+-;.-+-;,-+- etc.)
INotum autem eft effe - - * -
' '.' * ' 1 — ; —H ; — & -+- §; etc.=* et . .1 --;--;--;--;--;;=; ' • - - - - - -
vnde haec aequalitas manifefto in oculos incurrit.
AZuleri Op. Anal. Tom. II. S ' IDE
•&#3 ) 138 (^ $*£•
DE TRANSFORMATIONE •
, S E R I E R V M
i N F R A c T 1 o N E s c o N T 1 Nv A s ;
r •
vBI SIMVL HAEc THEORIA NON MEDIOCRITER AMPLIFI
CATVR. :
- • • - * . , ' - 1
§. z 1
( onfideremus fra&ionem continuam quamcunque, quae
fit -
s=a-+ 1 *. -b-+- 1 e.
f .
c-+ I -
d-+- etc. p. f •
ac primo quaeramus fra&iones fimplices, quae continuo pro
pius ad valorem ipfius s accedant, quas ità formemus vt fit
^ — - B — r • -








Harum igitur fra&ionum vltima verum valorem fraaionis
; . .' - COI1
, -* - •
•&#3 ) 139 ( §*&•
continuae propofitae exprimet. Hinc igitur flatim patet fore
A_ — a B _ a b-+- 1 - C. —– a b c -+- a -+- e - -
τ — * • $ — -E- • J — -E-, — ,
Quemadmodum autem hae fra&iones vlterius progrediantur
fequenti modo inquiramus. • *
§. 2. Euidens hic eft , ex fra&ione prima fecun
dam oriri, fi loco a fcribatur a + 1 ; fimilique modo ex
* ô
fecunda oriri tertiam, fi loco b fcribatur b + 1 ; ex tertia
C
vero quartam, fi loco c fcribatur c + r, et ita porro. Hinc
ZT
ergo, fi indefinite fra&io í- formata fit ex indicibus a,b,c,d.. p
binaeque fequentes ponantur $ et £, quae refpondeant indi
cibus a, b, c, d,.... q et a, b, c, d, e, ....r, manifeftum eft,
- p. - - QL -ex fra&ione g- reperiri fequentem $ , fi loco p fcribatur
D,p+ 1 ; ex hac vero $ oriri fequentem § , fi loco q fcri
batur q -+- 1. Nunc vero facile patet, in fra&ione $ tam
^
numeratorem P quam denominatorem % omnes litteras
a b, c, d, .. .. p ita inuoluere, vt nulla earum vltra primam
dimenfionem exfurgat. Si enim omnes indices a, b, c, d, e,
vt inaequales fpe&entur, nullius quadratum vel altior po
te(tas vsquam occurrere poterit. -
§. 3. Quamobrem tam in P quam in % duplicis
generis occurrent termini, dum , alii indicem p plane non
continent , alii vero eum tanquam fa&orem inuoluunt; vnde
*^ S 2 num€•
]
•»&$3 ) 1 4o ( $•
numerator P huiusmodi habebit formam: M+-N p, fimi
lique modo denominator % hanc: $) -+-% p , ita vt fit
P. — M-+-N P. - - a loco p fcribamus I$ T % +% P In hac igitur form A/ *• p -+- 1
-^
vt obtineamus fra&ionem $ , quae ergo, poftquam fupra£\
et infra per q multiplicauerimus , erit * -
q. — M Q. -+- N p q --- N —N -*- (M -+- N. P) 4.
• * íí - ÉÍTLL % p TL- % T % --- (5); —- χ p) q
Nunc vt hinc fequentem fra&ionem § obtineamus, loco q




R. — N r —— IM -*- N p ) q r -+- M -+- N p.$ T SY r 4- (5) — — $. p) q r -+- Y ®ÎTp 3 fiue -• -
R _ M -}- N p -+- ( N -+- M 4 -+- N P. q) r. .
5. — ® +T$ pI(% -+- $i q-*- £ PT r *
Cum 'igitur fit P = M —- N p , Q=N-+-(M -+-N p) q,
erit R = P + Q r. Simili modo cum tit ®= £ -+- 5 p.
ct . £) = SY = G) —— $. p) q erit $t = $ +- £) r. Sicque
patet, quomodo quaelibet noftrarum fimplicium fra&ionum
ex binis praeccdentibus facile formari poffit.
§. 4. Ecce igitur demonftrationem fatis planam et
dilucidam regulae notiffimae pro conuerfione fra&ionis con
tinuae in fractiones fimplices, vbi tam numeratores quam
denominatores fecundum eandem legem ex binis praeceden
tibus formantur. Cum igitur pro ambabus primis fra&io
nibus fit A 3 a, % = I, tum vero B:= a 6-4- 1 et 8= b,
ex his duabus fra&ionibus fèquentes omnes facili negotio
formari poterunt, Quod quo clarius appareat fingulis in
dicibus a, b, c, d, e ctc. fra&iones refpondentes ordine fub
fcribamus p.
©
•* ) 141 ( 3*&
a b c d e f g ' ' • . . , . •
.. . A * . c. D E F G. * . .
f. II* , % i:::%. * £ .-5 I. § I. $ . I5 . . .! ' . . • }
ac tam numeratores quam denominatores fecundum eandem
legem ex binis praecedentibus fequenti , modo determina
buntur . + -
» Pro; numeratoribus ] Pro denominatoribus
A — 6 2( -~ r . -
B — A b -+-r . . . . . . H % = b . . . , , … ,*
: C = B c -+- A, • g = £ c -+-% , .
D — cj i- B .^ . . | 5- § ii.§
- *'E D D e ^+- e - - … € — 3) e —+- Gt - • -*…
etC. €tC.
Vnde perfpicuum eft, in fèric numeratorum terminum pri
mo anteriorem ex lege progreffionis effe debere = 1, in fe
rie, autem denominatorum terminum primo anteriorem effe
debere == o , ita vt fraétio primam praecedens fit ;. . .
* • i . u ' - , • . . •.
§. 5. Quoniam per fe fàtis eft perfpicuum , has
fra&iones $ , $7 §, 5, etc. continuo propius ad veritatem
accedere, ac tandem verum valorem fra&ionis continuae ex
haurire , neceffe e(t vt differentiae inter harum fra&tionum
toinas proximas continuo fiant minores, quamobrem has dif
ferentias ordinè euoluamus, … Primo igitur habebimus
lI — I — 5*j-3$ .-§TSET - * , ' - » - ' ' i
Iam hic loco B et 3 valores ex tabula fubftituantur ac
prodibit numerator A 9 b + % — A b, quae forma ob %= 1
abit in I , ita vt fit ä — § !…. Porro erit- £5*
* S 3 III
* * *
•*&3 ) 142 ( $&%•
III — II = &##* , \ • \ • ' •
euius numerator, fi loco c et & valores affignati fcribam
tur, praebet » - *;
-. 8 (B c + A) — B (8 c + α) = A 8 — B%.
IModo autem yidimus effe B % — A 3= 1 , vnde ifte nu
merator erit =— : ideoque § -3;=-* Porro eft
_ D ® — C ®) -JV -* III- p£;? - — ^
vbi, fi loco D et ® valores affignati fcribantur, erit
€D—C£)=¢(cd +B)—c(&d} %)=B&-c*.
Modo autem vidimus effe C 8 — B G.=— 1 , vnde conclu
ditur ;— §=-+- a 5. Simili modo reperietur pro fequen
tibus • •
- ^ #- — á =-+- ga ; etc.
•_• - r. -
? #
-… §. 6. Hinc igitur fingulas noftras fra&iones ex fola
prima &-= a et fra&ionibus folas litteras germanicas in
voluentibus definire poterimus, quandoquidem habebimus
' ' ■ — ' m
' • • • • E — {2} —H ÉTÉÉ
C — L- — — '—
§- = a -+- 53 - §o;
D — - - - '— ——
3= a -+- is- sa -+- &s
E — m. w *. m.
ά τ 4 -+- £ — δέ -+- στέ — 5æ -
F — i . l— — —— m.
# = a -+- sis — sic -+- &5 — 5υ -f- *a
CtC. €tC. -
•£$£ ) 143 ( $&%•
§. 7. Cum igitur harum fra&ionum vltima, feu in
finitefima, verum valorem fra&ionis continuae propofitae,
quem defignamus littera s , exhibeat , erit
— a -------------------— • '
ficque fra&ionem continuam reduximus ad fèriem ;infinitam
fa&ionum, quarum omnes numeratores funt alternatim + 1,
et — I , denominatores vero per folas litteras germanicas
determinantur, ita vt non opus fit valores litterarum A, B,
C, euoluere, fed fufficiat fequentes formulas expediuiffe : *** - . •. - -
: %= 1; §8= b; €=8c-+%; ®= €d4-8; €=£)e+€ ; etc.
§. 8. Cum igitur vtraque expreffio incipiat a quan
titate a, ea prorfus ex calculo egredietur, qüoniam litterae
germanicae ab ea prorfus non pendent ; vnde quae ha&e
mus inuenimus huc redeunt, vt propofita fra&ione, continua
S - I s . . ; t . , - *•*
b —- 1 I - - -
c-- r _ ' . . . .
*** ** ******* * 7T etc. • fi ex eius indicibus , b, c;
d, e, etc. definiantur litterae germanicae, vbi quidem 'contihu6
eft- % = 1, femper futurum, fit ----- - ; . : : 3.
-r
s= gs- &* + *s- *• + etc. , . ' .
quae progreffio in infinitum progreditur , fi fra&io, continua
in infinitum extendatur , contra vero finito terminórum nu
mero conftabit. • • - • • | . . . . . '
§. 9. Cum igitur hoc modo fra&ionem somnu
in feriem ordinariam transformauerimus, haüd difficile erit,
feriem quamcunque propofitam in fra&ionem continuam con
vertere. Propofita igitur fit ifta feries infinita : . . .; ; ,
•*33 ) 144. ( $•
- •
s = 4 — §-+-3, — § +- etc. , : … .
cuius quidem numeratores omnes fint vnitates figno -+- et
— alternatim affe&ae , denominatores vero progre{fionem
quamcunque conftituant , quod tamen- non obftat, quo mi
nus omnes plane feries in hac forma contineantur, fiquidem
termini fèriei &, ß, y, 8 non foftim mumeri fra&i, fed etiam
negatiui euadere poffunt. • * . -
•..- * * , , • • • • * • •'* • • • • c, 1 _• • • • • • • *•• • • ■ , • i*), i •!) . u - • •
§. 16. Quo igitur fra&ionem comtinuam ifti feriti
aequalem eruamtS, primo faciamus %3=&; $€=B;€©=y,
et ita porro, vnde ob ®(= 1 fequentes nàncifcemur valores:
8=&; G=£ -
* , £=*,* ; €=£§; -
-
=#; &=£, ' -,
- - - -
* =*?;?”; 3=££££; - 1 III -
CtC. CtC.
Nunc igitur tantum fupereft, vt ex his valoribus litterarum
germanicarum ipfos indices b, c, d, e fra&ionis continuae
eliciamus. ; * . - - - *.* • •, ' -.-.-..* - 2 *• , ,
§. 1 r. Fx formulis autem, quibus ' fupra litterae
germanicae per indices fra&ionis continuae funt determinatae
viciffim ex his litteris ipfos indices b, c, d, e, f etc. defi- -
*niamus , ac reperiemus • • • . •
b=8, c=&;*, d=£;*, e=s ; &, f='# 8, etc.
Hos igitur valores ordine euoluamus, dum loco litterarum
8, €, 3), etc. formulas ante inuentas fubftituemus.
. ' §. 12, Primo autem erat ® = a, vnde fit b = a ;
deinde eft · · ·
. … -
© -
•&£ ) 145 ( §#%*•
¢ — %= £=*, vnde fit c = £*.Porro erit - Q. Cù
£o- % = efFe, vnde fit d= =;;?.
Deinde habebimus
( 8 — ^y)
Q.
_ @ — 3® — Y) hi — 38 (5 Y)
& — ©=£;? hincque e =°; ττ* , ,
Simili modo ob
- " 3 — ® = £;*) erit f===33;#*.
Eodem modo ob
CtC. • • • . * -
Hac igitur ratione indices fra&ionis continuae, quam quae
rimus, fequenti modo erunt expreffi:
- - — 3- a.
— aa(Y-3) — 83(5-7)d= **$% ô - Taa y ^y •
._ αα'γ γ (£-5) _ 338δ (3— g) - -*
f= ßT3T5T5 3 - aTaTyy£3T
— αε yy£*{*-£ i — ££$£$£!;=:!— -g'g'§ 8 z £T - & a ^y *y ε e mm
CtC. €tC,
§. 13. Tantum igitur opus eft vt ifti valores
1oco indicum b, c, d, e, f etc. in fraétione continua
S T. I -
b+ *
£ -+- *_
AITetc. fübftituamus ; quoniam vero
fœ; valores funt fra&i, quo facilius formam a fra£tionibus
Àrtialibus liberemus, primum ex valoribus inuentis deno
minatores tollamus eritqueEuleri Op. Anal. Tom. II. T. b=æ
*&$£ ) 146 ( §*• -
b = a; ` . & az c c ß- a* • T
[3,3 d = & & (y — ß), & & y y e = ß ß (8 — y);
[3,3 8 8 f= cz & y y (£ — 3°," & cz y y 8 8 g = ß ß 8 8(? — £ )
ßß883<h= & czyy ε ε(1-3), & & yy 8 8 7 ji= 8,33333(3-*)
CtC, * ' - etc.
§. 14. Nunc ipfàm fra&ionem continuam ita trans
formemus, vt loco indicum eaedem formulae occurrant, qua-,
rum valores hic affignauimus. Secundam fcilicet fra&ionem*
multiplicemus fupra et infra per : & & ,, tertiam per ß 8,
quartam per & cz y y , quintam per 8 8 8 8 , fèxtam per





ßßd+&αβßyy _ _ .
czczyye--a&ßßyy33 _ *.
ßß33f* etc.
§. 15. Quod fi iam loco horum nouorum indicum
aac, ßßd, azczyye etc. valores füpra inuentos fubftitua







-* ) *** t **
Quod fi hanc formam attentius confideremus, deprehend;.
mus, tertiam fra&ionem fùpra et infra deprimi pofíe per
czx , tum vero quartam per ßß, quintam per y y, fèxtam
per δ δ etc. quo fa&o * órietur haeé fra&io `continuâ;
S ~ I
α-ταα__
ß- & + 38 __
'y- ß+%y ._
8— y -+- 8 8
E-5Terc.
Hinc igitur ftabiliamus fèquens
Theorema I.
§. x6. Si propofita fuerit talis fèries infinita :
s = ; — §-+- 5 — § -+- £ — etc.
ex ea femper formari poterit talis fraäio continua :
-*
*
§. 1 7. Hanc igitur redu&ionem per plures amba
ges ex confideratione fra&ionis continuae elicuimus, quo
quidem propofito noftro fàtisfecimus , quandoquidem fe
riem quamcunque in fra&ionem continuam transformauimus.
Verum hic merito defideratur methodus dire&a, qua imme
diate ex ferie propofita fine illis ambagibus fraétio cóntinua
illi aequalis deriuari poffit. Talem igitur methodum, quip
T o - T - pe




pe qua Theoria fra&ionum continuarum non mediocriter
illuftrabitur , hic fum expofiturus.
Problema.
§. 1 8. Propofitam feriem infinitam
s =; — § -+- 5 — §-i- : — etc.
in fraâionem continuam transformare.
Solutio.
Cum fit
s = ; — §-4-5 — § -- : — etc., ftatuamus
t = —— § — 3, -i- § — ; +- etc. et
w = 3, — §-4- £ — : —- etc.
Hinc ergo erit s=;—t="=*!, vnde fit ;=..=.=az4.* • t.CA u - az t i _ & [•
Eft autem a & t__ _& æ_, vnde fit ;= &+&a. Simili ergo
i-crt - -g-EF —&-FI
?T FT
modo erit etiam ;= 3 -+ $ ß_ et i=*y-+ yy_ etc. quibus
—A+1 —y-+- 1 '
£; t/





quae eft ipfâ forma in theorema. exhibita.
•£$ ) *• $££*•
§. 19. Quod fi ergo feries propofita fit
s = r — ; —— i — ; -- : — : —— etc. = 1 2, ob
cx = I, 3 E 2 , Y = 3, 8 — 4 , etc. erit
;;= 1 -+- r. I
- • I-H 2. 2
1 —H 3. 3
- 1 -+- etC.
Sin autem affümamus hanc feriem: -
s= 1 — ; —— i — ; —H : - etc. = £ , ob
a= *, ß = 3, y = 5, 8 = 7, etc. erit
*
£ = 1 -+- I. * . . . -
2-F3T3.
* -+- 5. 5_
2 —H etC.
quae eft ipfà fra&io continua olim a Brounchero prolata.
§. 2o. Sumamus s=/*#*, •t poft integra
tionem ftatuamus x = 1 , quo fa&o vakor ipfius s per
fequentem feriem exprimetur :
s=: — ==;-+- =====-====-+- etc.
ita vt fit
& = m, 8=m -+- m, y =m -+- 2 m, 8=m -+- 3 s, etc.
- hinc ergo fequens fra&io contiaua emerget: -
#= [...]' t a




71 —H etc. -
quem valorem iam XI Tom. Comentar, Vet. noftrae Aca
demiae dedi. - -
§. 21. Sin autem propofita fit ifta fèries :
s = # -+- 3 -+- 5 -+- § -4- £ -+- etc. -
cuius omnes termini fint pofitiui, tantum opus eft vt in
fuperiore fraétione continua loco litterarum 8, 8, 3, 6, fcri
batur - 8, — 8, — ?, etc. tum igitur fiet




ε + δ+ etc.




' y-+8— etc. •
* §. 22. Pluribus autem modis ipfâ feries propofita
transformari poteft, vnde continuo aliae atque aliae fra&io
nes continuae eliciuntur. Nonnullas igitur huiusmodi for
mas hic perpendamus. Sit ergo -
w = a 6, 8 = b c, y= c d, 8= d e etc.
•*3. ) 16r ( $•
vt habeatur ifta feries: -
, s =;;-;:;-*-#-#.-+- etc.
hincque formabitur ifta fraâio continua:
;=ab-Haab b - - -
TACEIZ)E88E -
d(e—c) —H etc. .
quae facile reducitur ad formam fequentem : '
;= ab-+ aab
, , . . . . . c-4-+bo , • • . . •, *»
· · · · · · · · · • r- • äTTET




quae forma nobis fuppeditat féquens theorema : -,
. . ' Theorema II. '
§. ag. Si propofita fuerit feries huius formae:
s = #,- ;.-+-;'a- j.-+-+- etc. . .
ex ea fequens oritur fraâio continua: -
5;— b+ab - - -
e-a+bc_
* * 3-6-f-cd_ _
- *-*-+4* __
7 _ 7 - f—d-+- etc.
24•
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§. 24. Haec forma, etfi facile ex praecedente de
riuatur, ideo eft notatu digna, quod fra&ionem continuam
formae maxime diuerfae praebeat, vnde operae pretium
erit exempla fupra alfata etiam ad hanc formam accommo
dare. Cum igitur fuerit
t 2 = 1 — ; —— i — : —— i — ; —- etc., erit
1 2 — 1 = — ; -*- # - ; -*- #— ; —- etc.
et his ferfebus addendis oritur




s = 2 1 2 — 1 et a = 1, b = 2, t = 3, d= 4, etc. ;
hinc igitur formabitur ifta fra&io continua : ?
sri-;= a + i. a - -
2—H2. 3
2 -H 3. 4
_ a -+- etc.
§. 25. Simili modo, quia eft
£ = 1 — 4 —H — ; -+- £ — etc. erit
. £ — 1 = — j-- 3 -;-+-; — i, — etc.
quarum ferierum fumma dat
— * • *— — — *— 1 =-;,-;:;-*-…; -;:;-*- €tC. fiue.
: * - -— ;=;;-;:;-*-+-;:;-*- etc.
Hic igitur erit s = : — ;; tum vero
a= 1 , b = 3 , c = 5 , d= 7 etc.
quare fra&io continua hinc nata erit
Z-** ) sss ( **
* * * `==;= 3-+- i. 8 : · · · · · · · \
A-F3I5 * . * -. ' -- ' '
4-+- 5. 7__.
4-+-7. 9 . ' -
. . . . . . 4-+ etc. » • '
**- ' §. 26. Generalius, nunc etiam hanc tránsformationem
sTygur Denotet igitur A valorem formulae 'integralis
/ I-PI3TT? pofito poft Integrationem *= r , et cum fit vt
fupra § 2o. vidimus - - ----- . ' • •
— ' ' _ r •-. í •
A = # — ;;=;-+-;-;it, — "etc. erit
— ■ — — i 'r - r
A — 5 = —+- ==== -- etc.1m -+- m - fm —!-- 2 m .




*• * — *—— n. - m. -
-* • 2 A T#- #TTjTj {EjíTE*{EF; n)(m +s m) •_* etc.
hinc diuidendo per m erit
* "A- ' — — '-— — , I -
m n ~ m(m +- m) EάE*"{Ej €tC,
Hic igitur habemus s = **A = 1, 'tum vero
im nT ?
a= m, b=m-+n, c=m+2 n, d=m + 3 n €tC.
quocirca fra&io continua hinc formata erit " ' ..
;£=;= m+ m+m(m+n) -
a m-+-(m+ n)(m + 2 n)
2 n+(m+ 2 m)(m+ 3 m)
2 n + (m+ 3 m)(m-+4m)_
2 m -+- etc. ,
quae forma praecedenti fimplicitate nihil cedit.
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§. 27. Tribuamus nunc etiam feriei initio affumtae
;— §+- ,— §-{- etc.
numeratores quoscunque, fitque
s =: — §-+-; —%--i--etc.
atque in Theoremate primo loco litterarum α, 8, y, 3, etc.





• £-£+ c C • -
- - ;EFFERE.
iam ad fra&iones tóllendas prima fra&io fupra et infra
multiplicetur per ab, fecunda per b c, tertia perc â, et ita
porro ;-tum vero vtrinque 'per-a multiplicando-obtiaebitur
#=a:-+- & & b
aß-bcz-FIac 33 -
*?-*8-*-!dyy_,__
- - cô—dy -+- etc
Hinc igitur formetur fequens .
Theorema HI.
§. 28. Si propofita fuerit ßries infinita huius formae
s=3--j--+-; — # +— etc.
ex ea formabitur fequens fraâio continua:
•&£ ) *** ( %•
4:=&+&&b * - i.
aß— bæ-Facßß_ --.
ty-c6-+ bdyy_
•* , - - 73IdyTTGE
§. 29, Ad hoc illuftrandum propofita fit haec feries:
:-:-:-:-:--;— etc. =;, . , -





2= 1 +2_ _ ' ' - ' . * * * . . Iia
o-H3. 4. - - - - -
-—--- • I - Ύ
O+ 8. 9 -
.- - —————– -
O + I 5. I 6 - -
: ----- - - ö-Etere... <. . . .-.'> c I * : : :
quae forma reducitur ad iftud prqdu&um ipfinitum:
- H3: 2. . ;?. 4. 6. s*- 6. s. 7 *. efc.2 – I. 2 • I 3: 4 • * 4. -
1. s. 2*. s. s. •*. $. 7. 6*. 7• 9• ** etc.
cuius veritas non facile perfpicitur, quoniam numeri fa&o
rum in numeratore et denominatore non aequales ftatui
p ffunt, etiamfi ambo fint infiniti. Nullum vero dubium
effe poteft , quin valor iftius produ&i fit = 1.
§. 3o. Confideremus nunc iftam feriem :
s = H — £ -+-; — ; —H : - etc. -
cuius fumma eft s = l 2 — ;. Quia igitur e(t
a= 1 , b=2, c= 3, d=4 , etc.
az= 2 , 8=3 , y= 4, 8= 5 » etc..
fra&io continua hinc nata erit . . . •
V 2 1 a
•*&3 ) 1 56 C $•
TAE=a+3. a. 9*
•— 1 + 1. 3. 3*
I. . . . . . -*-+ a. 4- £ _
- . • + -** 3. 5. 3'
, * . . . . • - ` ' ' TTetcT
§. 3 1. Quod fi autem hanc accipiamus feriem:
s — ; — : —— ; — : —— ? — etc.
cuius valor eft ; +- 1 2 , habebimus
a= 2, b=3, c =4, d= 5 , etc.
a = 1, 8= 2, y= 3, 3=4 », etc.
hinc ergo orietur haec fra&io continua :
…
EITE= i -+- 1. 3. 1*
- ' ■ -+- 2. 4. 2*
- 1.-+- 3- 5. 3* -
* . 1 —H4. 6. 4* '
I —H etc.
*—— 3.;TjE=*-+-* • *—
x -+- 2*. 4
*-+-3'. 5 ,
1+- etc.
Problema II. . •
- Propofitam feriem infinitam
•*&$3 ) 157 ( §#3<•
-. #-*#-+-;:-;:-+- CtC. *




§. 32. Confiderentur fequentes feries ex propofita
ferie formatae: -
— * _ • •3 •
t =# -*-+-;*-*-+- etc., porro
v = # -*-+-*-*-+- etc.
v = -;— #-+-% — %+ etc., eritque
s — *. -
& — t x ==g;AD, vnde fit
•— • — az az t 4Z (X,
# = -;*;;= a -+- , EZE=&-+-IZT
?
Hinc ergo erit
2% _ α α 3
;st&t IZXT?
T; ]
fimiIi autem modo erit
x _ „ , ß ß*
T = — 3 x + x.
7,
p£; ergo valores fi omnes ordine fubftituantur, orietur ifta
fra&io continua:
. . ;= &+ & &x
A—&x-+ 3BE —
^y— 8*t')')* . .
8—*yx+ * etc.
V 3 §. 33
•&#3 ) 158 ( 3*%•
§. 33. Quod fi hic vbique loco * faribamns ;,
vt habeamus hanc feriem:
- - * •, .'
s = i= — ** + £, —É + etc,25 T 355 T γ5* -
tum fra&io continua hinc, nata erit
* .:_.- • - - •- - - -
-* - 3;=&+ αα*: * —— - - -
—% * -ß Jy +ßßí # . -
« : . 7=EE CtQ,







§. 34. Si propofita fuerit huiusmodi fèries infinita:
s = ā; — É; + ;;,-;.-+- erc.
ex ea formari poterit iffa fraâio continua :
j-= a. y-+& &x y -
39- & x-+ 8ßx g_
'y!/-£ x+yyxy_
69-Yx +38zy_
ægy- 8* -+- etc
§. 35. Cum fit
(1 +;) =; É;+ ; :;. + CtC,
pofit0
•£$£ ) 159 ( §*&•
pofito s = 1(1 +;) erit -
cz = 1 , 8 = 2 , y = 3 , 3= +, etc.
hincque nafcetur ifta fra&io continua :
JX; • • • - -
- IŒ5=! —H I X. £/ -
* , . , . • #-*++*# _ __
39-2*+ 9x4__
4y- 3 x+ etc.
.'
§. 36. Cum argus cuius tangens t hac ferie. expri
matur: .. - -
A. tang. t = t — % + 1; — £ +? — etc. erit
t A tang. t= #-!; + £-£ + etc.
Nunc ponatur tt =;, ita vt fit t = V§, fietque
TV, 3. A . V = = * _ * * + **, — *t.5. A tang V § =5 F ;;;-;;. + etc.
Hinc ergo *ft s.:= V;. A tang. V ; , tum vero
α =*, 8= 3 , y= 5 , 8= 7 , etc.,
quare frá&io continua 'hinc 'nata erit
V x y
A. tang. Y §=g+xg
.3£/- x +9x%___
*5?/- 3*-+25 x #__
7 y— 5 x+ etc.
Veluti fi fuerit x = 1 et g = 3 , ob A tang. ;;= #, 'habe
bitur i(ta fra&tio continua :
6 V 3
•*&#3 ) i6o ( $&%•
I 2 -+- 3. 25
1 6-H etc.
§. 37. Quod fi in cafu Theorematis loco littera
rum az, 8, y, 8, Tetc. fcribamus fra&iones
ô
-: , ?-, -, i-, etc.
vt habeamus hanc feriem :
— d* b x x _a_ e x* _ d z*
s =3— §-4-;;;-;;; + etc.
fra&io continua hinc formata ita fe habebit:
+=£ y-+- & &x y: aa
£y—á-x-+Aßx y: bb
3 y-£-x-+ yyxy: cc
£JEx-F €tC.
Hic iam primo vtrinque multiplicetur per a, deinde primae
fra&ionis numerator et denominator multiplicentur per a b,
fecundae per b c, tertiae per c d, etc. et fra&io continua
hanc induet formam :
*;*=&y-+- czczb x y
z 3y-zbx-FB8aEXT
b yy— c 3 x-+-yybdx y
- c 8y-dyx-+- etc.
vnde operae pretium erit féquens apponere
Theo
•&#3 ) röi ( $•
%
v Theorema V. , , _' -
§. 38. Si propofita fuerit feries infinita huius formae:
s — ° *— b x x. c 3:3 -„d^ ac4 •
=;;-;--;;;-;;-- etc.
inde formabitur fequens fraâio continua;. - : … ;
- * * . . v. • .
*#=&y+&c.bxy - - - *.
• ι
a ß y— &bx+A 8 acx V ., . ._
byy-cgx*yybdxy___
- -- - . ' * * c8y— dyx-+- €tC,
Problema III.
Propofitam hanc feriem infinitam:
, 3. s= k- § +;#;-;;;s -+- ets.. . . . ; '





Solutio." . ' •
§. 39. Ex ferie propofita formemus fequentes feries:
t = à- g5 + g;s — ■-;s, + etc.,
w =5 —;s + ;#;-;sit: + etc.
atque habebimus - •,
s ==!, t= #*, u =*5* €tC, . . • *•, _ - ••*
*y • ** . .
- • •
I. *—— a t. _ 62 .
;=;-;= α+ {=7= « — 1 + : -
t -
Simili àutem modo erit
aurior aut ra- I. x =
£4 - • y • - * ■/ .
quare pofterioribus valoribus in prioribus fübftitutis obtine.
bitur ifta fra&io continua : ' ` v • • • . . •
: E&-+ & - • — •,
ß- x -+-3 __ • • - -
$y- 1 -+-y
- - " 8- I —— etc.
vnde deducimus fequens Theorema. • '
Theorema VI.. * . . .
§. 4o. Si propofita fuerit huiusmodi feries inffuit,
*= : — £a--;-&; — „g;s +- etc. • * . .
exinde formari poterit haec fraâio. continua :
£= az-Haz —' * . • _
ß-*-+- 3 _ • - ' .
* * *y— 1 +-y .. -
· · · · · · ·, 8- 1 -+- etc. , .
- • •
• • • • • •
§ 4*. „Si e denotet numerum cuius Iogarithmus
hyperbolicus eft vnitas, notum eß effe- - . *-*
A - - ! — l — I. .- - r.
3 = * - ; -*-;:, — ;… -+-;…;— etc. fine
*r' — ' — '' ' — m. -
TeT — i ;-;--;--; ;-;=-;-- sic. -
Hic igitur fit s — *=', tum vero • -
2 = * » ß = 2 , y = 3 , 8= 4, etc. . . . , ,
quare fra&tio continua hific oriúnda e(t
- - *, , • e.
e - -
-*. ))sos, (, *
a e -_ • ***• -
.;i o. ;=;= I +. I` ..' ' ■ * . * * , .• „ *,
-_- * p.
" -
- ... r^ - _ • _ • . -
- - ; -H i»^^, * *** - . - - •& .. . . . * I; A :::: · · · · · · t, ¢ sy • -• • .'. If. fj'f*.” – J
**3 . :. • • , * , . •
- * 3 + etc. , " . . . "l* -}. è - - - - -,- . . . -- . * - - ?.
- \' . ." -. *- «, * , ---
* ._ • * * * * * * * * • , - - : - - •^
§. 42. Cum igitur fit*** * * * * • * * o ^-^
1 I . - *, : • • -- .
- r . - - - ---, - -I I —H 2 -* - =;=; -;- 1 — **
- •u
**it*; -• *** … •, - -; 4 +. CtC. - --: ■ • • - • • - *
haud difficulter autem demonftrari queat, fi fuerit ,
θ, … • . i • . ■ ' ' -
a + b - t •- • • • -
G -f- Ëtc. --- E s • ' - T -\
tum fore ----- .
g -+- 4 •- • - • -• * ..
b -+- b - - : - : • •
: : ,, , . • ' ' _ * d+ etc. = =; . •
pro noftro cafu : erit * * - , .• • ^
s =:=;, a = r , b= 2, c = 3 , etc. .. • > .
quibus valoribus fübftitutis. fiet • • . . . . . . .
1 I —+• 1 I • : - - - - * -
· · · X a §. 4s.
-* ) 164 ( ***
§. 43. Quodfi in ferie Theoremitis -VI toco fi
terarum a, ß, y, 8, etc. fcribantur fra&iones
-: , § , £, £ etc., vt fit * *
s =: — £#-+#;- $%% + etc.
fra&io continua hinc nata erit ' ' I . )
*=-; + &: a _ - • • .
TÉTÉÉ -— , * * *
3. — 1 + y: c _ •
3. — I -+• etc.
Quodfi iam primo multiplicetur 'vtrinque per a, tum vero
prima fra&io fupra et infra per b , fecumda per c, tertia
per d, etc., orietur ifta forma :
#-= &+ab -
ß-b-+ßc. , . * .'
fy- c-f- y d
- 8— d-+- etc.
quod fequenti Theoremati includatur
Theorema YII.
§. 44. Si propofita fuerit hniusmodi /ries infinita:
— d. ab s b c._ a 5 c d
s = £ -£$-+;#;- #;$+ etc.
inde deducitur haec fraâio continua :
#-= a+& b - . -
ß—b-+- 3c - - -
y-o-Eyd -
8—d+ etc.
-&#3 ), 16$. ( 3*
§. 45. Applicemus hoc ad fequentem feriem in
finitam: - • • . *• •
— * _ !• !. 1. v. 3 _ 1. s. $. z — •-* . .
S — 5 - . £• £ -+-; «. 6 * • 2. * 6. {+-, etc. — * ά
cuius fummam conftat effe. s = *£==; tum igitur erit
a= 1 , b =3 , c = s, d=7, etc. . '
az= 2 , 8=4, y= 6 , δ=8 , etc.
fra&io ergo continua hinc nata erit
- - ---
Y =-= 2 -+- 2. 3 I. .Ti- T.… .… - 'Va— u s.
¤'
3 –
J I —HA- $ 3T
r —H 6. Y
I —H €tC. $.
- - ** -
si vtrinque vnitas aufferatur erit ,;;=;= x -+-*- 3 •*
e -
vnde deducitur ,
, … ^ V%2=*-+-*- * _ , , ; . . . ' ' ': a -+- 3. 3._ • , ' -
1 -+- 4. 5__
1 —4-6. 7. -
. Problema IV. -
Propofitam feriem infinitam huius formae:
3 — :—#-+-;;;-:;£;s-+- €tC.
ja fraâionem continuam, conuertere
X 3 Solutio
-




Solutio. ' --' ' ' ;
§. 46. Statuamus vt ha&enus , , , , _ ' '
--;-- - ---
-*=;-;:;-*- ■*--*-+- ete et ,u ;-;i -# ,;;*-+ c. - - - … * •• -*
ia vt f . ==, vnde fit ;=;:;= a+ £, Et
VerO & t CZ , is ***& x ' : * *.*. . . . . . .
AT, FIAT, FIAT· · · · · · . .
7 ' ' ? . . . .
* . * , • •ficque erit
{X; -H CV % , •
g = α — x -+-x'. > . .:. ;- . / I. – –
t * - - , : · · ·
Simili igitur modo reperietur
* _ ß x *—. •yx
;=ß+-;-;-;• ;= y-+-;T;, etc.
7 . 7 . . ' , '
Quodfi ergo hi valores continuo in praecedentibus fübfti
tüantur, obtinebitur fequens fra&io continua:
# = a -+- &x _ . * -
ß -x -+- Bx ,
: y— x -+- yx -
δ - x -+- etc.
I . £ r . * * * .
- -
.
^Theorema VIII. _ - .
§. 47. Si propofita fuerit huiusmodi feries infinita :
hincque nafcitur
S …
••3$3 ) 167 ( %%•
— • — ** . r . . :_ — **
inde formabitur. fequens fraâio continua : c . . . …
#=a -+- &x * -- -
: , • • • .• ß—*-+- 3x
3ExTyy ' • - - •
8-x-+- etc.
$; ! - I
§. 48. Quod fi hic loco x fcribamus j , vt ha
beamus hanc feriem :, II; .
s=:;-.i5;+ ;i;;-:;;;;;;--- etc. '
hinc nafcetur fequens fra&tio continua:
#=ay + & x '/ * - 3
ßy-x+ 3* y -_
fyy— x+ y x y '
8 y— x+ etc. ' T
--- *• . e.
a
§. 49. Sumamus &= 1 , 8= 2, y=3, 8=4 etc.
-
-
vt fit … i .* * .
— *. cc oc *3 - <4 ?
ç— , ;;;;-- 1. 2. 3 y* i • 2. 3. -;'-+- etc.,
— 3. ., .*. , -- - ---- -
vbi igitur eft s = 1 — e ? , hincque formabitur ifta fra&io




r — e 2 2 y- x + 2 xy -
• 3g-x+ 3*9__
- * • . * 4y— x-+ etc.




Jº., 3 * '
, : ' %*.
A *• ■*,.*, , - - - .
$; £ i |
r ' i; I,


















—, vnde obtinebuntur {equentes formulae fpeciales:
e7— I a.
fumendo x = r et loco y fucceffiue numeros 1, 2, 3, 4, 5
CtC, - * *
—–; = 1 -+- 1
I —f- 2 -
* • 2 -+- 3 —- \
3 -+- etc. *** * *
</ --•- - * '- — ' • 7.
v e 5-;= a -+- 2 - - … …
3 -f- 4__ * * ' ' -
5 --- 6 *
7 -+- etc.
v , -
e = 3 -+- 3
Ye— 1 5 -+- 6
• - • — ^ 87-H 9 •_- • -
1 1 + etc.
* • ' ' ' ' - .
-—- = 4+ 4 . - 1
•* T/e —'1 - *7 8
I I + I 2
I 5 -- etc.
Problema V.
Si in genere propoßta fuerit feries huius formae :




•£3 ) 169 ( %%•
eam in fraâionem continuam conuertere. '
• • • • •- • . … - Solutio. a **, - … *. -
§. so.TEx ferie propofita formemus fequentes:
—bæ _ bcæ æ ! 5 • 4 * — 88 de* __ err. a** **- *-*- 35 £E g7Γ5s T 87Îgy* H. etc. et .
—££ _ £Q – – c d era* _ cdefz*
•=;;-;i;;-+###.-##-+- etc.
- E· - - -
ita vt fit s=£(1 —4) hincque
… - 2y * 2 !
*=£,= a v--:£;
IE£ verp ^ . . ., • * . . . * • - - •
^ . • %/f . •zy __ ab* y , . . . . . .
z-tT- i + I "—bx+bx
• ' ? ( c i- TAT · · · · ·
vnde £t • v. … - - - - - - '.' -, - • I. * • • -
ß %; a. 8 x y . .
§. =•**=££%;; ` .
' , : t Y.\. ę t • * •
fimili igitur modo ex relatione #5C*-•) fiet
Acx y
-c x -+- c x
- • • • • •*• (3 l, : • *
ficque porro. Quare his valoribus, continuo fiibftitutis orie
tur ifta fra&io continua : s ,
*;=&#-+&bxy . ., • . •
b x *
-;= 89 -+
- . . . . . . . · · · · · gêy-:dx-+- etc.
hinc £equens - ... - ' 2 - • • • , "







































* J e -
•!' : ,
;. !'•
* fi£ **- * 14 -- *
' '! ; ; .
- … | *,* + •
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ge - -, . , -
3) • . *. -
:c £f-, vnde obtinebuntur {equentes formulae fpeciales:
e7— 1 '.
fumendo x = 1 et loeo y fucceffiue numeros 1, 2, 3, 4, 5
CtC.
—, — I -+- 1
I —f- 2
, ' . 2 -F3_ _ _ ' . . . .
- 3 -+- etc. • i • • • • --
* e -— -•- 1 -- - - * '- - - - - - - .
—! £-;= a -+- a -— · · ·
3 -+- 4__ -*
5 —— 6 *
7 -+- etc.
v , - .
s. = 3 -+- 3 _
Ye— 1 5 -+- 6
- • . * * ^, 8*+ 9 _- • , *
1 I -+- etc.
v -''- . •• - - •
W • • • ; . . :
-—- = 4 +4_ -- 1• T/e —'1 - *7 8 - •
I I + I 2
I 5 -- etc.
Problema V.
Sí in genere propoßta fuerit feries huius formae :
- q ò x:^ a b c ac* a b c d æ*
s =£-£-+-£$£-£;-+- etc. ę
•£3 ) 169 ( £%%•
eam in fraâionem cohtinuam cowwertere.' *
- -„• • * •• -
. . I*. Solutio. „ ' .
§. so.Tex ferie propofita formemus fequentes:
—bæ _ bcæ æ b c d ** _ be de*.__ err. a** ' ' - '
—£$ _ £Q * * c d e ac*._ cdefa*
w =;;-;;;;-- £#-+- etc.
- yT" * s ***
ita vt fit s =£(1 —4) hincque
* *#=#3;= & y-+-££;.
AE£ vero ^ . . , • , • . • . . •
* « yt . ag . . a4*y , · · ·
1-4-— 1+ 1 " —bx+bx
; . ;. -j- , - _ , . ' '& \ &
-
vnde fit . o. ' -- y *-* * : ... . . . . . „ . -I
4* _ a4*# .
' , ' t ` _\. t ' . ■ * * * :
fimili igitur modo ex relationeÉ(*-w) fiet
b x * Acx y
—; =ß y -*- TET??
- (% _, - • •
ficque porro. Quare his valoribus, continuo fiibftitutis orie.tur ifta fra&io continua : - * •
45=&y+&b*£/ _ . —
8#-bx-+- ßcx# ___ _
'y#-c*+-yd*# _
. ■ . ' . . . . T3y£EFTEE
hinc $equens - • ' • ' - • * *
£uleri Op. Anal. Tom. II. Y - Theo
.
-&3 ) I*ro ( $&•
Theorema IX. • … *^ . . . .
§. s 1. Si propofita fuerit, iffa feries generalis :
— a * _ 4 b * * a b e x*_ & b c dx*
- s =;;-;j5-t-;ji -;;;;:;-* sis, • .'
inde formabitur fraâio, continua , , . . , , _. , _ v.
*#= & y-+- & b xy - * £ . . :, **
Ay-bx -+-Acx y . . ; ^ ( - * *
* I yy-£ x-+-ydx y . . . • .
8 y-dx-+- etc.• i- ' *. -'. -- • - --- -
§. 52. Vt hoc Theorema per exemplum* noratu
dignum illuftremus, confideremus hanc formulam integralem:
1. - ' ' • - •- t i - . -
z — ^z*-' d z (1 -+- z*)* E-
quod integrale ita fumatur vt euanefcat pofito z = o , as
k




!-- 1 Ε -
dZ=z"-'dz(1— z")" * T = dv( 1 +z*)*
- *. - l&
- : - - :',… - 1 , !**
—4- £vz*-' dz(1 -+- z*)* ^ T,
-,
*.. . ^
*-— 1 . • : , · · ·
quae aequatio per (1 -+-z*)* diuifà praebet ,
z"T' dz = dv(1 -+-z')-+-kvz*-' dz, ideoque
… d v / - , ~* \ • • t.-i- •'. • m- • — -'3
' * £(1 -+-z*)-+ £vz*-*-**-*=o. ( -
:"
§. 53. Quoniam fumto z infinite paruo fit
Z — m T t/ , , -
, --- - •
- -
inde difcimus, quantitatem v per eiusmodi feriem infinitam
exprimi, cuius primus terminus fit poteftas z" ; in fequen
-* * - - * - * tibus
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tibus autem terminis exponentes ipfius z continuo numero
n augeri, quamobrem pro v fingamus fequentem feriem im
- finitam: \ , . _, , ê-;-) } --- * -'.'.
*• v- Azº-Bz"-*-*-+C**-*-*—Dz"-*-*-+ etc.
quem valorem in aequatione differentiali fübftituamus, fimi
lesque poteftates ipfius z fibi fubfcribamus fequendi modo :
£ 3c /η Az"-'-(m+n)Bz"*-*-+(m+2m)Cz"***-'-(m+3m)Dz"***-*-+- etc.
z" dv , * *.<.. O … ?
D. —+ m A : — (m +— n)B . -+-(m -+- 2 n) C — etc.
d z z*** **;ii*; ; .* -— * ' * . . . . * * * * -• ' '
-* * •• • • • \ • . . * • _ - - *
+kvz*-'=-+- k A
— 2"*- *--— I.
*. - **• •
3. -*-• i .
go ;*' §. 54: Quod fi nunc fingulae ipfius * z poteflatgs
feorfim äd nifiilum Fedigantur, obtinebuntur fequcptes valores;
atji;; m A- 1. == o , c: , & ra a ergo AE#.:..;. *a
vj, •— (m + *)B+(m + k) A = o ergo B=£££* *
-* *'/. , % S^ : ... , ., § 3 Nn-^ .., ^—^--;--• • •I(m; a£}ς- fff-P f, £)B=o ergo 'C— (m -+- m -+-8)!(n ; * 'G-(ii h-i- ) g = o erg , … T. m -+- a n, ,-*- * C. * - • - , i . }
, : -—(m+ 3 n)D*(i*a h-£$ C=o ergo D="##*;*.
CtC : inip ' etc.i eis: i . . ; ; , ,
L*j .;.*.*** • • -•-* *{' • *-*-* *{*_.. • * * . * '. ;… , - - * * *. • • • • * • } \
-
- - - - - -• . • : •*-^ *• t … ; '-'...* * • * • , , • • • • • • ' - •
e * • --- . §. 55., Subfiftiamtis, jgitur hos valores intientgs ac
pro v reperiemus fequentem feriem infinitam : ''. ab
v=*- _*, **+ £ . m-+-n *(m +k)(m+n- £) *—-*mt
m . pun£)* ' n(m +n)(****)
(m + k) (m+m-+k)(m-+ 2 m-+k) cºm-+-3n etc
-* ^* *** **Em(m+m)(m-+zn), m+ 3 )? * . *.
: i:i'. ; :^ - • r … …* ... , . . . . :i! ; ni vitis',•
- • . Y a quam
- ' * -— .
• e
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quam feriem, vt ad formam noftri theorematis reducamus;
toc modo repraefentemus:
_z**/. m-+£.., (m-*-£)(^-+-*-+-!)...
** V- 1.1 s*-;j;* *`QTjG-FaT) 23
- G. --£)(**-*-+%*+a^-+®.. se)
ΈGEGFFE»)G-F5*)
§. 56. Cum iam fit
l. -' •
Z= /z"-' d z (1 -+- z*)* — 1, ftatuamus
v=—**—*, vt fas
»*-*(i -4- z*)*
._,^_*m-+-k,*n.g_0n—*-\)(m-+-n-4-8) 4**_(m+*X***++)(m+an-+*).£sv-x*-£££*' + (m-+-n)(m-+- a m) 3 :Š* + €tC,
erit igitur V fun&io ipfius x per integrationem formulae
differentialis eruenda, quae ergo pro quouis valore ipfius
z determinatum adipifcetur valorem, fiquidem integrale ita
capi ponimus , vt euanefcat fa&o z = o. Quo igitur fa
cilius iftos valores ipfius v affignare queamus, quando va
riabili z valores fra&i tribuantur, ftatuamusin genere z*=£,
ita vt hanc formam nancifcamur;
V- *.._ {" +£*=-;.t; -+-£)(m-+- m -+-k}x* _j***)!£**£%£***+&*4- CtC.
, " T y (m +- w)2/3) ' (m -+- m8(*m -+- a n )jy* (m-+-n}ςm -*- a n){m-+- . n)y*
quae feries cum noftro Theoremate collata praebet s = V;
turn VCrO .'1
a = 1, b =m-+-*, c = m-+-n-+-ß, etc.
a= i, 8=m-+-n, 9 = m-+- 2 *, etc.
$. 5*7. His notatis formula integralis affumta fé








- i* (m+3n)y-(m+an+k)x + etc.
sex*-*( i -4-z*)* - - - -
cuius valor erit * -FZ—
§. ss. Exempli gratia fumamus hanc formam:
z-/.£-;= 1(* -+- V(* + * *)),
erit igitur m- 1, m= 2, £= r , fietque v= sit*#£#sl.
qui valor aequatur huic feriei; .
: z — ; z* -+- # z' — ;#; 2'-+- ete.
quae, fi iam loco z z. fcribamus 5 , fiet
=£;;/(**##**)







7 y-6 x+7. 8x#
. • * * 9 y-8z+ etc.
§. 59. Quodfi ergo fumamus x = 1 et y = 1 ,
habebimus iftam fra&ionem continuam:
Y 3 V a
-&: ) *** ( **
++*'+*= 1+ 1. 2 -
*. .• • , * , -
-
1(1 -+- y ^) ~ T '. ', . · · · ·
- - -,- * - - ':--3. 4 y ... * * * * •. : , ,
• • • f • • • i • • . * --_
, 1 -+- 5. 6 '
• '• • - * - I -+- etC.
ipfa ferie infinita exiftente · · ·
1(1 + v°) — r _ . • ' *. * — 3. *: * * * * * — -*- ' *•V 2 c I ii---;;-;-;:;-*- #; etc.
Sin autem manente x = x, fumamus y = 2 , feries infinita
erit * * . * u. ' • : *,
. 4. 6 -£ — ;. ; #. ;-;-;;. & -+- CtC. • '\
fra&tio vero continua haec : , ; . • . --- . •;. :..
-y/ 3 - .. : * . . . * * .*
ITE=2+ 1. 2. 2 . . . . -
V 2 i • - • -
4 -+- 3. 4. 2 -
• ' ' •. ! *)
6 -+- 5. 6. 2 *.
v 8 —H etc. ' · ·
vnde fequens forma deducitur : ; : - .
V 3 : ' • . . . -
V z. • • • .
2 —— 6 ' ' . . . * • . …
- - -- _ -
3-+- 1 5 . -
4. —H 28
, 5 —H etc.
vbi numeratores funt numeri trigonales alternatim fumti.
* . . . §. 6o. Euoluamus* adhuc cafum quo x = 1 et
$y = 3, quoniam irrationalitas hoc modo tolletur;. erit autem
hoc cafu
r.
- : … § 13
-*3 ) 17s ( %&
3 1 3 = ; — :. ; + #. J, —£#£. H. + etc.• 3• s. s. /
fra&io autem continua hinc nata erit * . • •.
• • v • '. -* - -' .
f;= 3 -+- I. 2. 3 - * , : '.
7-+- 3. 4. 3 _ ' * .-. . .
* I I —H 5.**—
:15 -i- 7. 8. 3_
1 9 —1- etc. •
A • . . . *. -
§. 61. Quoniam igitur hic nouam plane methodum
apervi , feries qUascunque infinitas in fra&iones continuas
transformandi, mierito equidem mihi videor do&rinam fra
&ionum continuarum haud mediocriter locupletaffe. His
igitur tantum fubiungam theorema notatu digniffimum, quo
fupra § 42. fra&ionem – – – – – – –
* •
I I : : : : …»
r —H2 =;=-; . . .
2-H3 •T -
3-FT . · · · ·
- ** 4-+- etc. , - -
transformauimus in hanc .-• • * * * * * * * ,
x -+- r
2 —H 2
3 —H 34-+- etc. =;=; v.
qaod multo latius patens ita fé habet
-
>
* * • •





^-. 3 • t • •.•-. · · • . '. - ' *■
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Theorema :












si- a A -
ΣATIĘB * * -
yC-+- etc. -- '
fi primam fra&ionem per A, fecundam per B, tertiam per
C, etc. deprimamus , prodibit - - -
8+- etc. - -
Nunc huius formae fecundam fra&ionem fupra et infra per
A , tertiam per B, quartam per C multiplicemus et ita
porfo , et nancifcemur hanc formam :
J …
|










( , a t '
*= aE}= aTT}
t
- — 8 *
vnde reperitur t= ;…, q. e. d.
: Euleri Op. Anal. Tom. II. Z MEA.
• •




cERTIS CASIBVS DATAM INTER SE TENEANT
RATIONEM, · · · · ·
vBI SIMVL METHODVS TRADITVR FRACTIONES CONTINVAS
SVMMANDI.
§. r.
uemadmodum in feriebus recurrentibus quilibet termi
nus ex vno pluribusue praecedentibus fecundum le
gem quandam conftantem determinatur, ita hic eiusmodi
feries fum confideraturus, in quibus quilibet terminus ex
vno pluribusue praecedentibus fecundum quampiam legem
variabilem determinatur. Quoniam autem in talibus feriebus
formula generalis fingulos terminos exprimens plerumque non
eft algebraica, fed transcendens , fingulos terminos per for
mulas integrales exhiberi conueniet, quae vt valores de
terminatos praebeant , poft integrationem quantitati variabili
valorem determinatum tribui affumo, ita vt finguli termini
prodeant quantitates determinatae; atque nunc quaeftio prin
cipalis huc redit , quemadmodum iftae formulae integrales
debeant effe comparatae, vt quilibet terminus fecundum da
tam legem ex vno pluribusue praecedentibus determinetur.
§. 2.
-** ) 179 ( 3*- '
§. 2. Quod quo clarius perfpiciatur, contemple
mur feriem notiffimam harum formularum integralium :
d æ ac xc d ac ac* d x. 3:6 d 2c/;£a;, v(ΓΕj ? /Â£, » /;#*£, , €tC.
quae fi fingulae ita integrentur, vt euanefcant pofito x=o,
tum vero variabili x tribuatur valor = 1 , quilibet termi
nus a praecedente ita pendet, vt fit
#££j=; f:;!?,<V(i-xx) ~T* •/ v(i — xx)?
z* d x _ * ac x d ac
- -- - - - -
/ - —3• ' m - »
f3*§'I7'£*;'
JTLZ?j- **J WITZ 3j*
atque in genere
ac* d x * * /£*£*
/W(?Txx)= n ' V(1—xx)'
<Vnde patet, hanc formulam generalem fpe&ari poffe tan
quam terminum generalem illius feriei , atque quemlibet
terminum ex praecedente oriri, fi ifte multiplicetur per #*.
. „ §. 3. Ad fimilitudinem igitur huius cafus feriem
formularum integralium ita in genere conftituamus,
fdv, fxdv, fxx dv, fx* dv, /x* dv, etc.
ita vt terminus indici m refpondens fit fx*-' d v , quae fin
gula integralia ita accipi fumamus , . vt euanefcant pofito
x = o; poft integrationem autem quantitati variabili x tri
buamus quempiam valorem conftantem, veluti x = 1 , vel
alio cuipiam numero. Quibus pofitis quaeftio huc redit,
qualis pro v affumi debeat fun&io ipfius x , vt quilibet
rerminus per vnum, vel duos pluresue praecedentes, fe
' cundum legem quandam datam vtcunque variabilem, fiue ab
indice m pendentem, determinetur; vbi quidem imprimis eo
erit refpiciendum, ad quot dimenfiones index n in fcala
relationis propofita afcendat: plerumque autem non vltra pri
- Z 2 1I13IT
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mam dimenfionem affurgere erit opus. Hinc igitur féquen
tia Problemata pertraétemus.
Problema I.
Inuenire funâionem v, vt iffa relatio inter binos ter
minos fibi fuccedentes locum habeat:
fx* d v= 33 == £ ^x*-' d v.~T 3 n -+- b
Solutio.
§. 4. Requiritur igitur hic vt fit
(& m -+- a)/x*-' d v = (ß m -+- b)fx* dv
fi fcilicet poft integrationem variabili x certus valor tribua
tur. Quoniam igitur ifta conditio tum demum locum ha
bere debet , poftquam variabili x ifte valor conftans fuerit
datus, ponamus in genere, dum x eft variabilis , hanc ae
quationem locum habere :
(& n -+- a) fx*-' d v = (B n -+- b) /x*,d v -+- V,
quantitatem autem V ita effe comparatam, vt euanefcat poft
quam variabili ille valor determinatus fuerit affignatus. Prae
terea vero , quia ambo integralia ita capi affumimus, vt
euanefcant pofito x = o, ncceffe eft vt etiam ifta quantitas
V eodem quoque cafu euanefcat.
-
§. 5. §£ haec aequalitas fubfiftere debet
pro omnibus indicibus m, quos quidem femper vt pofitiuos
fpe&amus, facile intelligitur, quantitatem iftam V fa&orem
habere debere x" ; quo pa&o iam ifti conditioni fàtisfit,
vt pofito x = o etiam fiat v = o. Quamobrem ftatuamus
V = x* Q, vbi Q denotet fun&ionem ipfius x propofito
aCCOIn
•* ) • s* ( 3*
accommodatam, et quam fimul ita comparatam effe defide
ramus, vt euanefcat fi ipfi x certus quidam valor tribuatur.
§. 6. Cum igitur effe debeat
(&n-- a)/x*-' dv=(3m-+-b)/x*dv+ x*Q,
differentietur ifta aequatio, ac differentiali per x*-* diuifo per,
venietur ad hanc aequationem differentialem : -
(&m-+-a)dv=(3n-i-b)x dv-*- nQdx-+-xdQ,
quae cum fubfiftere debeat pro omnibus valoribus ipfius m,
èrmini ifta littera affe£ti feorfim fe tollere : debent, vnde
nancifcimur has : duas aequalitates: -
I. (x— ßx)dv=Qdx et II. (a—bx)dv=xdQ.
Ex priote fit d v=;$£#, , ex- altera vero d v= ;*£$ ,
qui duo valores inter fe aequati fuppeditant hanc aequatio
. dQ_._ d x a — b z. - irnmr- inem: $=*;.;=;:, quae aequatio refoluitur in has partes
d Q-— a . 3* —4- £ 8-b 2. — * * -- - # -+- ©• • Q. - a* . & 3E3I3 ° -
cuius ergo integrale erit - ' ;
3. * * *. , 1Q2 £ l x - i£;* 1(&- ß z) · · · .'!
vnde deducitur -
¢ 2a—a 3 -
Q= C ;* '- (α - ρ. 3. α β • ' -
§. 7. Ex hoe valore pro Q inuent9 ftatim patet
- b - •
eum euänefcere cafu x = #, fi modo fuerit £;*> o; fin
autem fecus eueniat, non patet quomodo. haec quantitas
vllo cafu euanefcere queat. Inuento autem hoc valore Q;inde reperietur - a • . •*
or 5a-05 — - , - '
• dv = C x* d x (x — 8 x a § . • . * , _.. • *
* . : - Z 3 - - hinc
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hincque noftrae feriei terminus indici n refpondens erit





/; g - b a — a 3 -
-V —Cx" ' * (&— 3x) * ° .
Vbi res imprimis eo redit, vt ifta quantitas praeter cafum
x = o infuper alio cafu euanefcat.
Corollarium I.
§. 8. Hic duo cafus occurrunt , qui peculiarem
euolutionem poftulant ; prior eft, quo &=o ; tum autem in
- - a Q-—_(a — **) * * -choandum eritab sequatoje -ä ———g;-;— » vnde integram.
do elicitur 1 Q= £ -+- 3T 1 x , hinquie fumendo e pro nu
mero cuius logarithmus hyperbolicus = 1, colligitur
a . . b -
Q= £**. x*
quae formula in nihilum abire nequit, nifi fiat „% =—co,
ideoque x = o , ficque non duo haberentur cafus, quibus
fieret V = o , cum tamen duo defiderentur. Interim autem
hinc fiet
a δ
g8* x3 d x .
d v ——–
- ^ . &- [32c
Corollarium 2.
, , §., 9. Alter cafus peculiarem integrationem poftu
1ans ' erit' 8= o ; " tum autem erit ?— **A**, vnde
- s — bæ
fit 1Q= + 1x — *#, ideoque Q= x*. èT°T, quae formula
*...*:î •, - - cafu-
- - •-^
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cafu x = oo euanefcit, fi modo fuerit % numerus pofitiuus,
fin autem á fuerit numerus negatiuus, tumQ euanefcit cafu
*=-co. Porro vero hoc cafu fiet •
g . —6x
- ac*. e * d x.
dv =–––
az — 8 x;
Scholioni.
§. 8. His in genere obferuatis aliquot cafus fpecia
les euoluamus, quibus litteris & , ß et a, b certos va
lores tribuemus, qui ad cafus iam fàtis cognitos perducant
•
Exemplum I.
§. 9. Quaerantur formulae integrales, vt fiat
fx* dv = (i;) fx*-' dv. -
Cum igitur hic effe debeat - - -
- (a m — 1)/x*-* dv = 2 n ^x* dv,
erit hoc cafu az = 2 et a =- 1 , tum vero A = a et
b = o; hinc fit
43-=— -£*—=— 4* — -£*—, , inde integrandoQ- • x( -x) ~ • &* a (m — ac)
1Q=— ; 1 x -+-; ! ( 1 — x), ideoque
. Q = C V =*, ergo V= x* V '=*.
• d x . • ' -
Porro cum hic fit d v = 3#3;, erit - *• • , .
dxV*__ C dx
ΣΟΤΣ)TaY(x— xx)*
fumto ergo C= a erit d u =;t:£a;» egeneralis : • fae- •
d v- -
t • formula noftrâ^
••&#3 ) I 84. ( $•
í
ac*- * d se
i. /j(£äj.
vnde cum fit V= x* V i*, haec quantitas manifemo enan.T;,
fumto x = 1 , ita vt noftra formula, ß poft integrationem
ftatuatur x = x , quaefito fàtisfaciat. Quod fi ín p0na
- • fx*-* d v =
mus x= yy, ifta formula induet hanc formam: 2 /*;É;
quae, pofito poft integrationcm y = r, pracbet hanc re.lationem : - * • • -
/;£%=*£'j£'!!,, ' V (1 —yy) 2 n ' V(i— ygy)
quae continet relationes fupra S 2 commcmoratas; hinc enim
fiet
3* 3y — : ^ d x ' *
5TE555— 3 f;:£;;, -
2* 43_ — s ^ yy dy . -/.33 5 = 3/;££; et
3° d 3T— 3 ^ 3* i37
W(1 — yy) - £fV(i-JJJ*
, 'v .* - -
• . . . . Exemplum 2,
§. rc. Quaerantur formulae integrales, vt fiat
42 7] -- I • *
/ x* dv = Tz ,„— /«- d v.
Cum igitur hic effe debcat }
(α m — 1) fa*- ' dv= a n /x' dv,
erit hoc cafu a = — 1, 3
las fupra datas colIigitür
= a et b = o, vnde per form.
— ; i- q. — t -+- . r
Q= C x « (a. — & x) « = C x *(1 — x)3T
9"*° 9''*ptitas manifefto euanefcit pófito 3. — ,. . tA
autCm €rit - * dv
-* • sss ( **
* . - - * ' . s- . r - <4> ! • i.
» * (1— x) * d x ,
d V ——–
(1 — x)
vnde formula noftra generalis erit
*—£-r■ —5— I , .-+£-I q. dx;
/x*-'dv=/xT * T(1— x)' * * dx=f~—-*;*,
- I-5 *
(1 — x) , *
quae concinnior redditur, faciendo x = y*, tum enim ea
• . , y**-* d y ,. . · ·
induet hanc formam: / *î , vbi iterum poft integra
(1— y*)*
tionem ftatui debet y = 1. Erit hinc
- ya*-*-*-* dg aZ f, — I y**-• d y -
f %— ' T ay m; / - „3=1°
(1 —y*) * (1 — y^) *
atque hinc orientur fequentes cafus fpeciales :
v.
§. 1 1. Hinc igitur fi fumatur az=r, vt fieri debeat
fx' dv= -=- ^x*-' dv, -
formula noftra generalis iam in y expreffa erit fy"-* d y,
cuius ergo valor eft „ ii y*~*=;=;, vnde tota feries no
ftrarum formularum integralium abibit in hanc:
1 • ' 1 1 " * * • • . . . i • . .
: • _* * * * * 3 * * * * .g* 7 • CtC.
Euleri Op. Anal. Tom. II. A a §. 12,
-&#3 ) ss6 C 3*
}
§. 12. Sumamus etiam &=;, et iam non amplius
opus erit ad y procedere. Hoc igitur cafù erit . . .
._ ( 1 — x )* — ( 1 — *)ds
Q= u=ir et dv = ti-i}
vnde formula noftra generalis fit
^x*-' dv= /x*-* (1 — x) d x,
cuius ergo valor algebraice expreffus erit
! u' - -
m. *- * _. t sr*-* —
-
-
• ■ -* m - - TITYTT- • ) :
vnde feries noftrarum formularum euadet
- - - - - t » etc. -
5IQT » JT* TE * T * ¥• ΧΥs
Exemplum 3.
§. 13. Quaerantur formulae integrales , vt fit
fx* dv = m fx*-* d v.
Cum igitur effe debeat
m /x*-* d v = 1. /x* dv, erit
& = 1 , a = o, b = 1 , A= o. -
Cum igitur fit 8= o, cafus Coroll. 2. hic locum habet, in
deque erit Q= eT* ideoque V= e*. x*, quae quantitas his
duobus cafibus euanefcit ; x = o et x = oo. Porro ver0
erit d v = e-* d x, hincque formula noftra generalis fiet
f*-'dx. eT* , , vnde ipfi feriei termini ab initio fequenti mo
do fe habebunt : -
fe-*dx, fer*xdx, fe-* x xdx , fe-*x*dx etc.
quibus integratis ita vt euanefcant pofito x = o , tum ver0
pofito x = oo, orietur fequens feries fàtis fimplex : ' '
*, s, x. 2, 1. 2. 3, 1. a. 3. 4, 1. a. 3. 4. 5, etc.
*. quae- - -
-
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quae eft feries hypergeometrica WalliAi, cuius ergo termi
nus generalis eft - * . -
/x*-' e-*d x = 1. a. 3. 4.... (n — 1).
§. 14. Ope ergo huius termini generalis hanc fè
riem interpolare licebit.- Ita £i quaeratur terminus medius
inter duos primos, poni debet n-;, ac, valor huius termini
erit fer*d x V x, cuius autem valor nullo modo algebrai
ce exprimi poteft. ' htieni autem fingulari modo 'hunc ip
fum terminum aequari ; Y qr, denotante r peripheriam cir
culi cuius diameter = i ,, vnde hic viciffim cognofcimus
effe fe-*d x V x= *, pofito fcilicet poft integrationem
*= oo. Terminus autem hunc praecedens, indici' i refpon
dens, erit =V qr, cui ergo aequatur formula /$#. Qgoa
£i hic ponamus: e*= y, ita vt pofito x = o fit y= 1 , at
pofito w= eo fiat y= co, tum ergo ita förmula /££:
abit in hane f£##;, quaefòrmulafi ita integreturvt euanefcat
pofito y= 1, tüm vero fiat y= oo, praebet valorem ipfius
5/ mr. Si porro' fiat y =;, erunt termini integrationis z= 1,
et z = o, et formula integralis erit
- ' , '—f, d.z. [… 23.….I. = v *, '.
- V— 1 z I ad x= o ] T
fiue permutatis terminis 'integrationis erit.
… * _. . d2 . . ra. z=on ,. .,., … - .
-.. . - - - - - - ' —' - • ,-, -7 -" . * -- • • • • • .
- r;*j;[;,fî]=vr, -
: 11 --'- ' • ' . .. sr.---..* ' * '
quemadmodum iam olim obferuaui , , , ,
• _ • * - * ' A a * a * - * * - - Exem
-** ) 1 ss ( **
Exemplum 4. ' ' ' ' -
§. 15. Quaerantur formulae integrales, vt f
/ x* dv =; fx*-* dv , fiue - *
fx*-' d v = m fx* d v. :
Hic eft & = o et a= 1, 8= 1 et b= o; qui ergo eft
-
- A.
cafus in Coroll. 1. tra&atus, vnde colligitur fore Q= *;
' 1 • 1 £. -
' ideoque V = x* e*, quae formula nequidem euanefcit fumto
m.
&= o, quandoquidem formula e* aequiualet infinito infini
tefimae poteftatis. Hic autem miro modo euenit, vt cafus
: "* • ". v.
=— o reddat formulam e ° fubito euanefcentem. Scilicet,
- i ©Q
fi a) denotet quantitatem infinite paruam, erit e*=co , tum
- - I
vero repente fiet e * = gæ,= o, quam ob ' caufam for
... -
_ ■
mulam hinc exhibere non, licet fcopo noftro, refpondentem.
-. 1
Reperietur quidem d v =- e* £, ita vt formiula noftra ge
neralis futura fit —/x*-• dx e*, quae autem nobis"nullum
vfum praeftare poteft. - - -
- -
-
§. 16. Quod fi hic ' ponamus g= y, formula ifta
- e» d y • • •
9* •
jy
v=;, quae formula euanefcit pofito y=-oo. Quomodocun
- * i , - -
generalis tranfit in hanc: —— f At vero nunc erit




que autem hanc expreffionem transformemus, femper idem in
commodum occurret. Interim tamen etiam hunc cafùm fe
quenti modo refoluere licebit., Sit enim ferici, quam quae
- * rimus
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*
%
rimus, primus terminus = a), * ex^ quo per regulam prae
fçriptam. fequentes ordine ita procedent , -.
- _ * „ • • •* • * - ' * ' • • - *• • • • • ' *f f :; . *
'* 2 3 4- 5 '., - ■ . , , *
i ••
Qw (a) Ca) · · · · · · · · " &J
w, *, i*;, ;;-;, ;-=; , . . . . ;===r=;
Supra autem vidimus huius formulae 1. 2. 3. 4. 5....(n— 1)
valorem exprimi per hoc integrale: fx**' er-* d x, integra
tione ab x= o ad -x = co extenfa ; tantum igitur opus eft
vt hanc formulam integralem in denominatorem transfera
mus , et.fèriei quam quaerimus terminus generalis erit ,
. * .
I . . i * . r. • ' ' - •
fx-* eT* d x • - - * - … - . '. * — w',
vnde fatis intelligitur, negotium non per fimplicem formu
lam integralem , expediri poffe , quod idem quoque tenen
dum eft de aliis cafibus , quibus quantitas V. non duobus
cafibus euanefcere poteft ; tum enim tantum opus- eft frac
tionem ;#; inuertere, atque formulam integralem in
denominatorem transférre.
- Scholion. , * * -
§. 17. Nifi fit'vel & = o vel 8 = o, quos cafus
iam expediuimus, refòlutio noftri problematis femper, reduci
poteft ad cafum, quo ambae litterae a et 8. funt: aequales
vnitati. Cum enim effe debeat ... ,. r. | ^ ,t t ,
f x* dv= ##;/**'ds, .y? . . - - .
poriatur x =*#, fietque * * *. * oiii. ;. . . * * •
;/y* dv =;#;/y*-* d v, -
quae^aequatio reducitur ad haric formam: * . . . . .
:32 d.*) £i> i, 251 * ; **). Aaºa : '' ■ t • • *'• *'*' ^y^
•£3 ) r9o ( $•
fy* dv =;#;/*- av. . . • - - -
Quod fi iam nunc Ioco ?, fcribamus a, et 5 Ioco #, refúl
venda erit haec formula: - .
/y* dv =;£{/j**' dv, . . . .
cuius refòlutio, fi loco x fcribamus y et loco litterarum
• et 8 vnitatem, ex fuperiori folutione praebet primo
Q= C y* (1 — y)°-*, *; • -
quod ergo euanefcit pofitò y= 1 , fi modo fuerit. b > a ,
tum autem erit ipfa formula
fy*-' dv = c/y*-*-*-* dy(1 — y)*-*-';'
fm autem fuerit b < a, haec folutio, vti vidimus, locùm ha
bere nequit ; verum hoc cafu pro termino noftrae feriei
affiimi dcbet haec forma: 77*7; , ita vt tum effe debeat
• I ' ' ■ 1-H 4 ' τ
f777—7j 377F7* fiu* ' '
/y' dv =;=£ fy*-' dv, .
cuius refòlutio permutatis litteris a, et b praebet,
- q= c & (* — yy-* : . '** - •;
quae, iam: cafu; y= x, euaneftit, fi fuerit a:> &, atque tum
èrit formula Igeneralis ^. .') £. • t io iiii. 2. .i:..... .
/y*-' dv = c/y*****dy (r— y)*-*-*.
Siue igitur fit b.-> a fiue a > b, folutio mullar amplius, labor
rat difficultate. v. t — . , ^ * v * *\\ * -
.*, … ' " ' \ \ v • \ \ *
§. 1 8. Sin antem fueriti vel.az= o ve1: &=-o;: lo




• * -- -- -
-&: )) ry* ( **
fx* dv= *#* fx*-* dv, : -: :… • *.. •,, , . * ,..
ob a = 1 et 3= o folutio noftra generalis dat
d Q— d - ' • i
£=*(a — b x) * -
vnde colligitur Q=C **. er**, quae formula euanefcit po
fito x = co, fi módo b fuerit numerus pofitiuus ; tum au
tem fit terminus generalis - - . - '
fx*-* dv= c/x*-*-*-' d x. r°.
At vero numerus b negatiuus effè nequit, quia alioquin
conditio praefcripta effet incongrua.
-
§. 19. Confideremus etiam alterum cafum, quo
a= o et ß= 1 , ideoque conditio praefcripta
/x* dv = t-ti fx*-* dv ,
vnde fit -
- '• • .
dQ.— _ d - - - -
£§=—4: (a — b x). - - - - - ?
Hinc autem pro 3** valor, qui praeter cafim *= o
euanefcere non poffet ; quam ob caufàm formula generalis
I ' , • • • • , : A.
idebet-=-——— . i - - -ftatui debe fx* TJ;, ta vt effe debat - •, - ' •
fx* dv = s;£?/***' dv . * ; • . - - v : -- ... ; i.
4 : -- - - -
, … , .… - .-r.-'^ • -r 8: -,vnde prodit - . . • • •
£=* (b — a x), ideoque Q=c e-**. x°,
quae expreffio euanefcit. pofito- x=oo , quoniam a neceffàrio
debet effe numerus pofitiuus ; tùm autem erit . . i
dv= C e-**. x* dx , . . . , . . . , . . . . .• •. : ■; ; ; ; ' : • . • •:•••• '•* * * *: :
- *- , ' ' ° • , -- ** vnde
•/ I :
•%3 ) r92. ( 3*&•
vnde formula generalis feriei erit . . . . .
- 1 *. v ' ' * . . . . • _ • ,
c ^*-*-*— ' d x. e-*• „ ' ' - • \ •
' Problema II. . . . .
§. 2o. Denotet T terminum indici n refpondentem
in ferie quam confiderandam fufcepimus, at veroT^ ter
minum /equentem, atque proponatur haec conditio adimplenda:
z — 93 n -+-g){3' n -+-g) T ' ',
- (3 m -+- b) (3^ m -+-.b')
Solutio. , ,
« Quoniam hic valores geminati occurrunt, huic con
ditioni commodiffime fatisfiet , fi terminus generalis T tan
quam produ&um ex duobus fa&oribus fpe&etur. Statuatur
igitur T = R S, fitque terminus fequens = R^ S/, et qua*
rantur formulae R et S, vt fiat
- R' =##; R et S(=##S, , • , . • ;
tum enim fumendo T = R S conditioni praefcriptae mani
fefto fàtisfiet Hoc igitur modo pro R et S vel huiusmodi
• I - .• -
formulae: /x*-'dv, vel inuerfaej;=7; reperientur, id
v.
quod pro folutione generali fufficit, vnde rem exemplo il
luftremus. . . * -
Fxemplum. ' ' •
*' §. 2 r. Quaeratur formula generalis T, vt fiatT^=* •: • T. - * • ,•
Refoluamus igitur T in duos fa&ores R et S, ac ftatuamus
*==== R et S^=*=** S.
Pro
•*&$3 ) 1 93 ( $•
, Pro priore forma fi ftatuamus R = ^x*-' d v, ex folutione
generali, vbi erit &= 1 , a = — c, 3 = 1 et b = o, fiet
Q = C x-* (1 — x)*,
quae forma manifefto euanefcit pofito x=i, hincque quia fit
V = C x*-* ( 1 — x)*,
haec forma etiam cafu x = o euanefcit , fi modo m fuerit
> c, id quod tuto affumi poteft , quia exponentem m fuc
ceffiue in infinitum crefcere affumimus, ac plerumque pro
c fra&iones tantum accipi folent. Hinc ergo erit
R= C /x*-*-' (1 — x)*-' d x.
§. 22. - Hinc iam alter valor litterae S deduci pos
fet , fcribendo tantum — c loco c , tum autem non am
plius fieret Q = o pofito x = 1 , quamobrem pro S for
- II -
mulam inuerfàm JE-THE; affumi oportet, vt effe dcbeat
fx" d v =+ fx*-' dv,m -+- c
vbi cum fit a = 1 , a = o, ß= 1 et b = c, reperitur
Q = C ( 1 — x)*, quae forma manifefto fit = o pofito
x = 1 , hinc autem prodit
dv = C (1 — x)*-* da,
ergo habebimus
I.
S -. • -- -C /'x*-' (i — x)*-' d x * - a
confequenter formula noftra generalis quaefita erit
-r _/*T*T' (r — *)T'**— fx -* (1 — x)*-' d x •
Euleri 0p, Anal. Tom. II. B b §. 23.
-*** ) *94 ( »4
i
§. 23. Qgod fi ergo noftrae feriei per fa&ore
procedentis primum terminum ponamus = A, ipfâ feries erit
I. II. III. IV.
A. = ss. A, '- **. * =;sf. A, *#*. *-*.*=;:A, a,
vnde fi fumamus c = 3 , erit haec fèries
• • 1 - - - . i . 7
A, H. A, H. £. A, 3-5. £. 33. A, etc.- • - •2. 2 2.'^ * «.-. ? o.Ty • .TA.
cuius ergo terminus indici m refpondens eft
fx"T*(, — &)T* d *
1- I _ ■ . *
fx (1 — x)T* d x
qui pofito x = yy tranfit in hanc formara :
fy*"T* (x — yy)T* dy
fy**T* (1 — yy)T* d y
vnde patet, terminum primum fore
- d 3 . 2 d y_ — *A =/;;?;;,: vt 1 — y) - *
pofito fcilicet poft integrationem y = r.
Problema.
Denotet T terminum fèriei indici n re/pondentem, fint
que T^ et T^ termini fequentes pro indicibus n + 1 !
n *-. 2, / proponatur inter ternos terminos / it/equentes tali;
relatio, vt fit -
- ( & h+ a)T= (ßn-+- b)T^-+-(yn-4-c)T^;
inue/iigare formulam pro T, qua terminus generalis huius
/eriei exprimatur.
-S6luti0.
-&: ) *9s ( §*&•
/
Solutio.
§. 24. Affumatur pro T formula integralis fx"-'dv,
huiusque integrale ita capiatur, vt euanefcat pofito x= o,
eruntque termini fequentes - *
T^ = fx" d v et T^^ — fx*-*-* d v,
fiquidem poft integrationem variabili x certus valor de
terminatus tribuatur. Quamdiu autem haec quantitas x vt
variabilis fpe£tatur, ponamus effe
(&m-+-a)T=(3n-- b)T^-+-(ym-#-c)T^^+-x"Q,
ac perfpicuum e(t Q eiusmodi fun&ionem effe debere ip(i
vs x, quae euanefcat, fi loco x valor ille determinatus fub- '
ftituatur, quem autem a ciphra diuerfum effe oportet,
uoniam iam affumfimus, omnes iftas formulas in nihilum
abire pofito x = o. Quodfi vero, abfoluto calculo, huic
conditioni nullo modo fatisfieri poterit, id erit indicio, pro
blema noftrum hac ratione refolui non poffe , vt fcilicet
eius terminus generalis T per talem formulam differentialem
fimplicem /x*-' d v exhibeatur. - -
§. 25. Differentiemus nunc aequationem modo ftá
bilitam , ac diuifione fa&a per x*-* fequens prodibit
aequatio :
(& m-+ a)dw=(3n--b)x dv+(y m +c) xx dv-i-mQdx+xdQ,
quae, quia termini littera m affe&i feorfim fe deftruere de
bent, difcerpetur in binas fequentes aequationes :
1° cz d v = 3 x d v -+- y x x d v -+- Q d x ,
2° a d v = b x d v -+- c x x d v —— x d Q,
B b a ex
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ex quarum priore fit , ^ * '
- — - Q 4 * - - -
dv= ZEBE-YZ;* *
ex altera vero fit
- x d Q. - - -d v = —;%*£=== , • . \ .
quorum valorum pofterior per priorem diuifus praebet
dQ — d x (a — b x — c x x )
Q - TzTa -3T3T-TYzTx) ?
ex cuius ergo integratione valor ipfius Q elici debet, quo
fa&o facile patebit , vtrum is ccrto quodam cafu praeter
x = o euanefcere poffit. Imprimis autem hic notari con.
X.
venit, fi hoc integrale inuoluat huiusmodi fa&torem e*, tum
folutionem quoque fucceffu effe carituram, quandoquidem
pofito x= o ifte fi&or tantam inuoluet infiniti poteftatem,
vt, etiamfi per x" multiplicetur , produ&um etiamnum im
finitum maneat. .
§. 26. Quod fi igitur his conditionibus praefcriptis
fatisfacere licuerit, tum inuento valore litterae Q, quem p0
namus fieri = o pofito x = f, habebitur -
: d ■■ — — Q.4 *__dv = =;$!*; : : , •
et formula generalis naturam feriei comple&ens erit
• - - x*-' Q d x
T— /'x" - ' d y — .-_f /& — β x — y x x *
quippe cuius integrale , a termino x = o vsque ad termi
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, Scholiom.
§. 27. Inuenta autem tali relatione inter ternos
terminos cuiuspiam feriei fibi inuicem fuccedentes, inde more
folito formari poterit fra&io continua, -cuius valorem affigna
re licebit. Si enim chara&eres -T^, T^^, T^^^, T", * etc. de
notent ordine omnes terminos poft T fequentes in infini
tum, ex relationibus, quas inter fe tenent, fequentes for
mulae deducentur. Ex relatione
(& m-+-a)T=(3n .+-b)T^-+-(yn -+- c) T^ .
deducitur - - -
(an -+-a)£=ßm -+-b-+-%££££#####.
Ex relatione fequente * *•
(& m-+&+a)T^=(3n-i-ß+6) T^^-+-(y m-+-y + c)T///
deducitur - - -
(am-+&+ a)#=ßm+ 3+b+%#%########*!.
Simili modo fequentes relationes fuppeditabunt :
(an* a &* a £=ßn** 8***£*##### ;
(&n+ 3 &+ a);%=(ßn+36+b)+£#£;£#;#' 5
vnde manifeftum eft , fi in prima formula continuo fequen-' -
tes valores ordine fubftituantur, prodituram effe fra&ionem
continuam, cuius valor aequalis erit formulae (& n--a)£.
§. 28. Quod fi ergo loco m fucceffiue fcribamus
numeros I, 2, 3, 4, etc., fequens problema circa fra&tiones
continuas refoluere poterimus.
B b 3 Pro
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Problema.










Confideretur in genere ifta relatio inter ternas quam
titates fibi fuccedentes T, T^, T^^, quae fit
(& m -+-a)T=(3m-+- b)T/-+-(ym-+-c)T^^,
atque ex praecedente Problemate quaeratur valor ipfius T,
fiquidem fieri poteft, hoc modo expreffus :
T = ^x*-' d v — f 3** - Q d x _
az — 3 x — y x x *
cuius integrale ab, x = o vsque ad x= f extendatur, quae
formula inuenta ponatur
/;=§;£;a = A et aj3£#-— B,
ita vt A et B fint valores ipfius T, pro cafibus m= r et
m E 2 , quibus definitis fra&ionis continuae propofitae valor
per praecedentia erit == [*=;t A. 'Hanc igitur inueftigatio
nem ad fequentia exempla accommodemus.
Exem
•&#3 ) 199 ( 3**
Exemplum 1.
§. 29. Inueffigare valorem fraäionis continuge notiffî
mae, quam olim Brouncherus pro quadratura circuli protulit,
quae eff
2 —P Y. 1
2 —H 3. 3
2 -+- 5. 5
2 —H etc. -
Quia omnes partes integrae laeuam refpicientes funt com
¢antes = 2 , pro noftra forma generali fiet
g-+- b= 2, 2 3-+-b= 2, 3 8-+-b=a etc.
erit ergo 3 — o et b = 2 ; at pro numeratoribus féquentium
fraaioiium, quandoquidem conftant binis fa&oribus, erit pro
fa&oribus prioribus
y-+- c= 1, 2 y+ c= 3, 3y+ cz- 5, 4'y-+- car7 •
-vnae concluditur y=2 et c = — 1 , pro alteris vero erit
v. aa,-+-a= r , 3 &+- a= 3 , 4 cz-H a=5 etc.
vnde az— 2 et 4--3• Ex his autem valoribus colligimus
hanc aequationem •
d Q.— _ d * ( s -*- •*—**)
. E — ZTXÇEz zJT? -
quae per 1 + x depreffà praebet
- - ATAE I3j ?
vnde integrando fit
aq--¥i«-+(---) • hinc Q=**,
ex
••*$3 ) 2oo ( £#£«•
ex quo valore porro fequitur,
( 1 — x ) d x. d x
A=^——————- = / -
2 x' (1 — x x) 2 x (1 + x)Vx
( i — x) d x _ d x -
E =^——; = /;T; —— x) Vx*
2 x* (1 — x x)
§. 3o. In his autem valoribus iftud incommodum
deprehenditur, quod prius integrale euanefcens rcddi nequit
ofito x = c. Hoc autem incommodum facile remoueri po
teft, fi fra&ionem continuam fupremo membro truncemus etquaeramus valorem iftius fia&tionis : . • -
2 -f- 3. 3 _
2 -+- 5. 5 __
2 —H etC.
qui fi repertus fuerit =s, erit ipfius propofitae valor=6+:.
: Nunc vero, comparatione inftituta, fit quidem vt ante. ß=o
et b = 2 , tum vero y = 2 et c = -+- 1 , cz= 2 et a=-1,
vnde fequitur -
49 — — d *( r -*- * x -+- **) — — d*( 1 -+-*
. Q- . ΤΣΤΓEΣT;j a zc ( 1 — z.
vnde integrando fit - -
1 Q = — ; 1 x -+- 1(1 — x) ideoque Q=£;£ ,
ex quo valore iam habebimus
— ^( 1 — *) d x — ; d 3c
A = / = ;/;;-£v, et -: (1 — x x) Wxc ΓEΣTW?:
B — ; d x- V xc
1 —H 2c
vbi cum fit Q=:#, eius valor manifefto euanefcit pofito
x = I , quamobrem illa integralia a termino x = o, vsque
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§. 31. Quo nunc haec integralia facilius eruamus,
ftatuamus x = z z , ita vt termini integrationis etiamnunc
fint z = o et z = I , eritque
-_ d z - — tt
A =f+£==A tang. z = £ et
— ^z z d z — w — ?
B =/É£ = 1 — 3 ,
ficque habebimus s = ; £;, quocirca ipfius fra&ionis Broun
cherianae valor eft 1 + #, omnino vti olim Brouncherus iam
inuenerat.
Exemplum 2. .
§. 3 1. Inueftigare valorem huius fraâionis continuae
Brouncheriana latius patentis:
b -+- . r _ ' ' ' • ^
b -+- 3. 3 . . . . . . .
b-F 5. 5_ '
%IPITerc.T
-
Vt hic incommodum fuperius, euitemus, omittamus mem
brum fupremum et quaeramus, ` ` ` `
s = b -+- 3. 3 • …
b -+- etc. v .
quandoquidem tum erit valor quaefitus = b -+-;. Nunc igi
tur erit 3 = o et b = b, y= 2, c = 1, c. = 2 et a = — 1,
vnde fit -
d Q_— _ d x ( t -+- b x -+- x x ) -43=—4*##**##*), ac proinde
1 Q=— ; t x — *=* 1(1 + x) -+-*==: 1(1 — x),
- Euleri Op. Anal. Tom. II. * .• . C c . . . . Q =
•*: ) aoa ( &#
hincque
b-+-:
( 1 — x) *Q= -$i-*? —; -
( 1 + x) * V x …
- e. - -
quae formula manifefto fit = o ponendo x = 1, fiquidem
6-4— 2 fuerit numerus pofitiuus, vnde fit -
* b— 3
(1 — x) *
d v = 5T_ET.
2 (1 + x) * Vx
Hinc autem colligetur
b—?
r ( i — x)TT d xA = ; f b-+- 3 et
( 1 + x) * V x
b— a
, ,(1 — x) * dx Vx
B — ; f b-+-3 ?
( 1 + x) *




(1 -+- x z) *
- b — 2
i — z z )Tz z dz
p — /(' -**-*if*,
( 1 + z z) *
quae ambo integralia a z— o vsque ad z = 1 funt exten
denda. Ex his autem valoribus A et B erit s = #-; ipfus
igitur fraaionis propofitae valor erit = b —*- £ = b -+- %.
§. 42.
•>£33 ) 2o3 ( $&%*•
;
§. 32. Quod fi hic ponatur b = 2 , prodit cafus ,
ante expofitus' a quadratura circuli pendens , quippe quo
cafu formula fit rationalis. Quando autem exponentes *,*
et *+* non funt numeri integri, tum litteras A et B ne
que per arcus circulares , neque per logarithmos exprimere
licet. Veluti fi fuerit b = 4, erit
, „d z V (1 — z z)
A =f————*,
(1 -+- z z)*
cuius valor per arcus ellipticos exhiberi poffet. At fi b
fuerit numerus impar, hi valores multo magis euadunt tran
fcendentes , ita vt liis ipfis litteris A et B debeamus effe
contenti. Contra autem fi exponentes illi fiant numeri in
tegri, totum negotium per arcus circulares expedire licebit.
§. 33. Exponentes autem illi *=* et *==: erunt
numeri integri , quoties fuerit b numerus huius formae :
b = 4 i -i- 2 .-*
tum enim erit
• (1 — z z)' dz
A = /ÖRTEAEF *
IB K 1 —z z)'z z dz .
=*z-j-£zyE 9
quos ergo cafus quomodo euolui oporteat operae pretium
erit docere, quoniam /Vallifius eos iam eft contemplatus. '
§. 34. Quoniam hoc negotium totum redit ad re
du&ionem huiusmodi formularum integralium ad formas
C c 2 fim
-&: ) 2o4 ( $3<•
&m
fimpliciores, confideremus in genere formam P= (Ezzy)
cuius differentiale fub fequentibus forniis exhiberi poteft:
-
m z"- ' d z 2 m z"* ' d z T~_
1°) 4P=úTzaj- (TTgay==; -
m z"-' d z (2 n — m\ z"-*-' dz
a) d P = i, ££j=- (1 -+- z z)*+T
s. 3°) ap — C**, "'*'■'** 2 m z"*- ' d z
(ΓEΣayTTT (II: £FE
vnde hanc triplicem redu&tionem integralium deducimus:
g"-*-' d z _ m f. g"- ' d : I. :",
I. /ûTZzJF* 37, (1 -+- z :)* T 2 m' (1 +:3};
:" -*- ' d : 11; :"-' d : I ¢"
II. /; TULL; — - - f n-E-T - - -_
(1 + zz) 2 m- m* (1+ z z) 2n- m'(1-+-a z)*
cºm-* d : om- m _z"~' d z r . . :"
III. /άIÆF= 2 // (EFzz)* £;(EER
quarum redu&ionum ope cafibus b = 4 i —#- 2 totum ne
gotium abfolui et ad formulam % reduci poterit, fiquidem
po(t integrationem fumatur z = I. . , , '. • -
• /
§. 35. Sit i = 1 ideoque 6= 6 eritque
A — ( 1 — z z) d z et B —fgj-**'*3*3
• -/ TLPIZTZ)3T (T-£- Tz}τT
Nunc igitur reperiemus per redu&ionem tertiam • ; •d 3; . --- 1 ^ d z r- z; _ * * • .
(t -,- z z)* T ;/-£= -- :-;-;*=;=*-+- :
et per redu&ionem primam - -
z z d z — 1 r d z, r z, — 7F._ * -
, *j; = ; /; £. — ;-;-;*===*- : , porro
/ 3. d 3, 1 — 3 3. 3. ' < _ ! z3 -— 5 — 3 t.
(T-EzZT. — ä / JL IzTz T * * ATAIZTz. - * ;-•
-&3 ) 2o3 ( 333•
- Ex his iam valoribus colligitur A =; et B=*- :, ideo
? que £ = r — 3 , quocirca orietur ifta fummatio :
A.
: 3-+-7r= 6-+- I. I
- 6-f- 3. 3__ .
v, 6 —H 5. 5 -
6—4— 7. 7 /
6 —- etc.
§. 36. Sit nunc i = 2 et b = ro , eritque
• _ ^( 1 — z, z)* d 2 _ ^ z z{1 — z z)* d 2
'-; A =ft#£#* et B= /*#£#**.
uo harum integralium valores inueftigemus, fequentes euol
vamus formulas: - - -
f d 2. — * d z r. 2 — 37f r.
. tia; =: J {Ay T ** (EE) — ** ZV
l* # * ££ = £f 4 * — — : *, — Tr.
… (1+-z zj* - (•+-z z)* 4. *(1-+-z z)? -- 3 2
• * d z — 3 ^* < d 3 — ; z*_ — 3T — *
• ' ' fá£ -_• £/i£ì a • (A7J — 3- *
/Â£ = ; 2* d * — 3. *' — — : — '* :fit::y — *J GEzzj* T **(Tz z)* - 7: 32 •
d Ex quibus iam valoribus deducitur A = ; et B = 2 — **,
. ideoque £ = ©i'*, vnde emergit fequens fummatio :




1o -+- 3• 3 -
- · · · · · T. . - so -+- 5. 5.
• . 1 o -+- etc. *.
* §. 37. Si 6 effet numerus negatiuus , inueftigatio





-::: ) acs ( **
s—- a -+- 6z
' — b+ B _









vnde 6 habeatur valor iftius expreffionis, idem negatiue
fumtus dabit valorem illius. -
Exemplum 3.
§. 38. Propofita fit fraâio continua , cuius valorem
inueftigari oporteat , iffa :
* -+- I. r__




Quo fra&iones fupra allegatas, omiffo membro fupremo, fint
3-t- 3. 3 ,
5 -+- 5- 5__
*7 —H*7. 7
T5Terc.
eritque g + b = 3, 2 8 -+- b = s, ideoque 8= 2 et b = 15
tum vero vt ante & = 2 , a = — 1 , y = 2 et c = + m 5
Inuento
-&: ) ao7 ( 3*&
inuento autem s erit valor quaefitus = I +- ;. Nunc igi
tur habebimus
d Q-— _ d * ( i -+- x -+- *3)TQ , 2 x»(1 — — x 2c) • Et vero
_'i -+- * -+- * 3. — ! * —#- 2 aezT(T — x — x x) * TLTaxTLT£T?: ? vnde fit.
— — * _ ^d x ( i -+- x) .•
t Q=— : tx -/£g*.?. - .
Porro vero pro formula f£*£ inuenienda, ftatuamus
• « -
denominatorem
1 — x — x x =: ( I —f x)(1 — g x)
eritque f—— g == 1 et fg =— 1 , vnde fit





m -+- 3c - - %! —+- 93
ILTz — ac ac T u — f.zs TETET3 ?
vnde reperietur
-_
j - g f — g.
fiue fubßitutis pro f et g valoribus füpra datis erit
— v 5 -+- 3 — v 3 - 3% a V 5 et % — àTV5T ?
quibus inuentis erit
£g+£=— 4 1(1 — fx)—$ t(. — & x)=
— &#9 1(1-fx)-g£91(:-e *)
quocirca fiet -
1Q =— ; tx +&#;) 1(1 —f x)+%;;?/(* — & x)5
confequenter -
^/5 -+- 1 <V 5 — w
_(x — f*) ''' (1 — 8 *) ' ' .
{Q= ———;; 9
•»33 ) 2 O8 ( $#3<•
qui valor duobus cafibus euanefcit: altero quo
— 1 — • — V 5 — t
2% — f — TERVS — —; • -
altero vero quo x =;= — 1 =;'!; vtrouis autem vtamur, res
eodem redibit.
§. 39. Ex hoc autem valore habebimus
- Q d x. - Q * d *A = /;-$* *… Ct B = f;-$$£-, ,
vnde porro deducitur
s = (a -+- a); =;
hinc propofitae fra&ionis fumma erit 1 —— £. Hinc autem
nihil vlterius concludere licet, ob formulas differentiales











vbi eff ß = o, b = b. -
Nunc confideremus hanc formam:
s= b -+- 2. 2 _
/-+-3. 3 .
b-+- etc.,
quippe quo vafore inuento quaefitus erit = b -+- 3. Habe
. bimus igitur y -+- c = 2 , 2 y + c = 3, ideoque y = 1 et
C-I»
•*&$3 ) 2o9. ( §#3<
£'
.
e = I , deinde erit az = y = 1 , a = o et c = I. Hinc igi
tur colligimus *
£=—**#*##*l= — 4 £t*), ideoque
1Q= — : 1*£ -+-; 1(1 — x x) hincque
5 * b -+- 1
(1 — x)* V(1 — x x) (1 — x). *
Q=———-—-———*—;,
(1 -+- x)* (1 -+- x ) *
quae quantitas manifefto euanefcit pofito x = r. Hinc igi
tur fiet -
5--t. b- 1 .
d x 1— x) * . d x .(1 — x) : Id
A =/,$£=/' % -/' ;£ et
1 (1+x)* (1-xx). (1 +x) ?
b— m
— x)T d -
B=/*!! *li**, -
(1 -+- x) *
tum autem erit : = (a -+- a);-= ; ideoque fumma quae
fita b -+-#.
§. 41. Percurramus nunc cafus praecipuos : ac pri
mo fit b = r eritque
A=^£= 1 (1 -+- x)= t 2 et
— ^* d ae — d ae —
B=/?# = x — ;£, — 1 — 1 2 , ' ••
ideoque b -+-# = i;; ergo hinc prodiit ima fummado ;
u-—
Æuleri Op. Anal. Tom. II. D d
i;>
•»*$3 ) a 1 o ( $• *
;;= I + I. I - .*, Ji · · · · ·
_
I + 2. 2 -
I + 3. 3
I-E. etC.
§. 42. Sit nunc b = 2 eritque
dx V ( 1 — V( r —x )A = f. x V (I 8) et B /***/*-*).
(1 —1— x)' (1 -+- x)*
Ad has formulas rationales reddendas ftatuamus
t . - 2 2,v 1 - x — : -•• • • • • • —
= 2 , eritque x = j-p-57 ,v 1 -+-x
vnde terminis integrationis x = o et x = r refpondebunt
: = 1 et z = o; tum vero erit
.- • - 4 z d z.
I I -+- x =;-;i=z €t. d x = — ;{ji£;i,
hincque colligitur -
- z z d 2—_ • • - \- • •. l 8 -?r
A——2 - 2 z+ 2 Atang. z+2-£= 2—f,' m -+- z z'
porro fit
- - • z. d z - r z4 d z*— — 2 /;* * £fa -+- _z* a 3 .B ( 1 +- z z)* 2 (TLEIZZ)**
Per rcdu&iones igitur fupra § 35 monftratas, fi hic fcilicet
terminos, integrationis, z = I et z = o. permutemus, vt ha
beamus. .
* _ r z 2 d * _ • r *** d * ----
B = -+- 2 /;* ££,— 2 /Â£;, erit
B — 2 (*; — ;)— 2 (;— £) = τ — 3 ,,
vnde fequitur ifta fummatio:
• • • .*
•»33 )sa 11 (( %#3*•
—*— c. 2 -+- I. I ;
4. _- 7r -
^. 2-+- 3. 3
- 2-+- 4. 4__ • ' '
2 —H €tC. +
- quae Brouncherianae fimplicitate nihil cedit.
„ . . §. 43. Si ponamus b= e, fra&io continua abit in
féquens continuum produ&um:
i • I s. s 5. 5 7. 7 - - - -
ΣΠ * ALTA* 6. 6 * £+. . etc. • .• , * *
- - -, ^ • • •
hoc autem cafu fit
A— f., 4 *A=* et B =/*£*=;= 1 , , :--/ V( 1—xx) JÜTEz) — •*,
vnde ißius produ&i valor colligitur #, id quod egregie con
venit cum iam dudum cognitis , quandoquidem hoc pro
du&um e(t ipfà progreffio //allifiana.
: Exemplum 5. .
- §. 44. Propofita fit haec fraâio continua , vbi










D d 2 €t
•33 ) a 1 2 ( 33
et primo numeratores per produ&a repraefentemus, hoc modo;
3 — 2. : , 6 — 3. : , I o = 4. :
quorum priores comparentur cum formulis
y -+- c, 2 y -+- c, 3 y -+- c ,
pofteriores vero cum formulis 2 a + a, 3 &+ a, 4 cz-4-a , erit
que y = I , c = 1 , α = £ , a = ;, vnde erit
g Q _d x ' ; — b x — x x) _d x ( — 2 b x — 2 xx)
—Έ(B — ¥¥)T-Tx (£E a x 35QL d Q dx , 2 b d x
fiue LJS — — — ————
Q T x 1 — 2 x x.
cuius integrale eft
'—- δ
1Q = 1 x — ;; 1; t£%, ergo
Sit £, — λ eritque
x ( 1 — x V 2 ° d x _ v (1 — xV 2}^-'dx
-*/άΧάγὰ - 2 (1 -{-x V2)^-*-*
-•,
€t
* x ( 1 — x V 2 )^-' d x
( 1 —4- x V 2 )^-*- ' ?
vbi poft integrationem ftatuitur *=;;; tum autem fit.s =#,
- - - B
hincque valor fra&ionis propofitae = b -+-#.
B — 2 f
§. 45.
-&£ ) ars ( 3*3
§. 45. Nifi igitur fuerit A = #, numerus ratio
malis, hos valores commode affignare non licet. Sit igitur
b= V 2, fiue λ — 1 , eritque
' ^ — ac d ae' - ac ac d *
A= a/a-i4; et B= a /;*;*;.
Hinc integrando colligitur
- — — P* V*—A = 1(1 —4- x V 2 ) TPIETV;
ideoque pofito xV2=1 fiet A= l2—3; tum vero reperitur
B= -;— V 2. 1 2 ,
quare ob b = Y 2 erit b +£ = a-ta-i';—;, vnde fequitur
haec fummatio :
¥i.— j=Y2 -- I




§. 46. Fra&iones autem continuae , ad quas ple
rumque calculo numerico deducimur, huiusmodi formam ha






vbi omnes numeratores funt vmitates , denominatores vero
a, b, c, d, etc. numeri integri. Verum ope noftrae methodi
difficulter talium formarum valores eruere licet, etiamfi nu
- .- D d 3 meri
•»33 ) a 14, ( $•
meri a, 6, c, d, e progreffionem arithmeticam conftituant,
id quod fequenti exemplo oftendamus.
Exemplum. -
§. 47. Propofita fit iffa fraâio continua :
ß-+- b -+- r __
a ß-+- b-- 1 __
- 33-- b-+- 1 -
4 3-f- b -+- 1
5 3-+- b-+- etc.
vbi a = o, y = o, a = 1 , c = r.
Hinc fit
d Q.— _ d x ( 1 -+- b x — x *)
-J — !* ti £=**), vnde
- _ !_ b •
1 Q=,;-+- § 1 x -+-; et
1 -+- x x 5
Q= e ÉRT.x*,
quae autem expremo nullo cafu euanefcere poteft, etiamfi perx" multiplicetur, fiquidem 3 fuerit numerus pofitiuus. Verum
fi pro ß fumamus numeros negatiuos puta, ß = - m » tum
—5 — ( -*-* x)
valor Q = x7W«eTT*T, manifefto euanefcit, tam fi *=^,
quam fi x = co. Hinc autem erit
— b - m - 2c oc
ac "*. e " * d x;
/11 .\ X.
quamobrem habebimus
d v = …
4X;
A = #, - b TIT:T: et
2-+; TI, QC
2% • 6
•»3£ ) 215 ( $3<•
- d x
B=#/-IgºE.
ac T ' m. e m x






- * -- - - - - -5m-Eb-Ferc.
quamobrem formula illa negatiue fümta — # exprimet va
lorem huius fra€tionis, continuae:
m-b-+ r
a m-b-+- I
3 m— b+ 1 -
4.m—b+ etc.
quem igitur affignare liceret, fi modo formulae integrales
A et B. expediri et a termino x = o ad x = co extendi
poffent. Verum iftae formulae ita funt comparatae, vt
earum integratio nullo plane cafu per quantitates cognitas
exprimi queat , quod tamen non impedit, quo minus fra&io
£- valores fatis cognitos inuoluere queat, etiamfi eos nullo
adhuc modo affignare valeamus.
§. 49. Talium autem fra&ionum continuarum mihi
quidem binae fequentes innotuere, quarum valöres commo
dè exhibere licet :
m-+ 1
•33 ) 2 1 6 ( $#3•
f*-+- I
3 n -+- I
5 m + r__
*7 m -+- 1 s_
9 m-+- etc. — r et
- è*—1
f)- I -
3 m — r
5 m- I__
7n— 1
9 n— etc. = cot.;
Harum fra&ionum prior cum formulis poftremi exempli
collata praebct m — b = m, 2 m — b = 3 m, ideoque m= 2 m
et b = m, vnde fit
A = ;;/
d x
5 i -\- 2c 3c
ac* e • n *
d x
E — i;/ 3_ 1 —*- x x ?
x* e * *
vnde iam difcimus fi hae duae formulae integrentur á ter
mino x = o vsque ad terminum x = co , tum fore
Ct
A _ 1 + *
Tr. — 2 2
I I - eT
quanquam nulla adhuc via analytica patet, hánc conueni
entiam demonftrandi.
- SVM.
-433 ) 217 ( 33
S V M M A T I O
FRACTIONIS CONTINVAE,
CVIVS INDICES PROGRESSIONEM ARITHMETICAM
c o N s T I Tºv v N T , - .. - ' . - -
DVM NVMERATORES OMNES SVNT VNITATES,
vBI SIMVL Resolvtio AEqvatioNis RiccATiANAE, PER Hvivs
-!. ' _ : MoDI FRACTIoNEs DocETVR. .,., . . .
• - - • • -
- - - - - • * - - - - - • • • , •
- - a - * - .
• ! - - -* * - 1 ; t - - A - - • • • • ' - •- . ,
• ; ; : – – – – – ; . . . . . … t
§. r. ' . . . . ' .. •
Cum. in praecedente differtatione methodum expofuiffem ;
fra&iones continuas ad duas formulas integrales redu
cendi , ea quidem infinitis cafibus feliciter fuccé(fit : at
vero cafus , qui fimpliciffimus videtur , vbi omnes ^ nu
meratores:inter fe ponuntur aequales, ad eiusmodi formulas
integrales perduxit, quas nullo adhuc modo euoluere et
inter fe comparare licuit , cum tamea ex hoc genere binae,
fra&iones continuae habeantur, quarum valores, fàtis com
mode exhiberi poffunt: T. V,
*-+ ■__ – – – –
34-+- 1 -
5 *** — 5-+- .
^. - 7m-+ £tc, . 3- * z , * * et • ,. ' ' . -
Elriop. Aintzen. II.
•»33 ) 2 I 8 ( $#3<•
m— 1 •
3 m — I E cot.;
5 m- 1 -
*7 m — etc.
quarum quidem altera ex altera facile deducitur, fi loco s
fcribátur m V— 1. e
- §. 2. Quando autem indices aliam quamcumque pro
greffionem arithmeticam fequuntur , fummationem talium
fra&ionum continuarum iam olim in Tomo XI veterum] Com
mentar. noftrae Academiae fingulari prorfus modo ad aequa
tionem Riccatianam reduxi. Methodus autem, qua hoc
praeftiti, ibi nimis fuccin&te eft expofita; quare, cum ea plu
rimum in receffu habere videatur, eam hic operae pretium
erit vberius explicare ; praecipue cum non folum nemo
vim illius methodi animaduertiffe videatur, fed etiam ipfè
êius penitus effem oblitus.
§. 3. Quo ifthanc inueftigationem clarius ob ocn
Ios ponam, exordiar a fra&tione generali, cuius quidem
omnes numeratores fint vnitates, indices autem in , genere.
kitteris a, b, c, d, e, f, etc. defignentur , ita vt ipfà fra&io
continua hanc habeat formam : -
* * * 4-+- r -
b -+- 1 - . . . • • •
c-f- r_ - • ;
TEi . . • •
I. ?TeEcI
cuius valor littera S indicetur, ' ad quem proxime fàltem
cognofcendum, ex indicibus a, b, c, d, e, etc. formetur
niore folito feries , fequentium fra&ionnmà : ' I . - -
a δ |
•*&&3 ), 219 ( §#3*•
;
a b c d e
A B C D E.
§ § § § ά etc.
quarum tam numeratores quam denominatores fequenti mo
do ex binis praecedentibus determinantur:
A=a, B=A b-+- I, C = Bc-HA, D:= Cd-+ B, etc.
%= 1, 38=%(b, &= @c+%, £)= €d-+3, etc.
§. 4. Nunc autem loco litterarum A, B, C, D, et
21, 38, €, 3), alias in calculum introducamus , quae fint
/—A / — B / — C / — DA. — AT» B — àT5» C —ATETE* D —a bc d * €tC.
Q)'^— %! /_ 95 / — C' ^—
%^=;, 8^==;, €^=:#, ®^=;#a , etc.
atque hae nouae litterae fequenti modo per indices et binos
antecedentes terminos determinabuntur:
B/
A^= 1 , B^=A^+#;, C/= B^+£, D(=C^+%, etc.
£{^=;, ®^=?^, €^=8^-+£, £^=€^+$, etc.
His igitur valoribus pro quouis cafu euolutis, iftae fra&iones
A B C D E
§ • §• έ , §» á ctC.
continuo propius ad valorem S fra&ionis continuae propo
fitae accedent, et in infinitum continuatae ei prorfus ae
quabuntur.
§. 5. Quo formae harum litterarum, melius per
fpiciantur, eos fimpliciter per indices euoluamus, ac primo
quidem pro numeratoribus reperiemus fequentes formulas:
A^= I
^= 1 +; -
E e 2 C^—
•33 ) 22o ( $&%•
C^— r -4
D^— I -{













* * -r-—---——-—-—---—--—---—-—..+.+:.-+:;*; ä-F;T;-+ F; £,*;T7 F;:;-*. äz%*£Ez;
CtC.




*/— i . i -— *_ - -
Q. =:-+.-.-t;#,-+ £.tas: I. · · · ·aTg q c d
t τ^ — 1 i m -i —-—--—-—--—-—
$ = -+;;;*;:;-*£.*57*Eía. Ez7*E77a v c ' a c d
CtC. CIC.
in quibus pofterioribus formulis finguli termini fa&orem
habent ;, quo omiffo reliqui fa&tores eodem modo per in
dices b, c, d, e, f, etc. definientur, quo litterae latinae an
tecedentes per omnes indices a, b, c, d, e funt determinati.
- §. 6. : Accommodemus nunc iftas euolutiones ad
cafum qui hic nobis eft propofitus, vbi indices a, b, c, d, e,
fècundum progreffionem arithmeticam procedere affumimus.
Statuamus igitur differentiam, qua hi indices continuo cre
fcunt = A, eruntque indices poft primum fequentes
. b= a+ A, c= a+ 2 A, d = a+ 3 A, e = a -+-4 A, etc.
Hos quidcm valores in denominatoribus noftrarum formu
larum non fubftituemus, fed iis praecique vtemur ad for
mulas, contrahendas.
§. 7.
•*£33. ), 22 I • (( $$%•*
:
. . §. 7. Hac igitur progreffione. ftabilita euóluamus
primo numeratores noftrarum fraétionum fequenti modo : *
A = 1 . . .'.'. . . . ' '. .'. ' . .B^ 1 +;; • • • • -* * • • • • • " . • . . f' -j … *; i C -* ' . '
C^= 1 +;';---;;= 1 + ;*;
D^= 1 +++ ;',-+-;;;= I + át;7*a .
E^— I +;i;*;,-+;:;-+;#;;=*+**++#7 -' ; -
F^ = 1+ #-+-;j-+;s:7:7 I
£T\/ — 6 1 o 4.
G^— I +;*-+;#-+-;;;*; &
/ — 7 i 5 no -i -
H^— I +;*;-+-;;:;-+;;j;;*; b c a e f g b.
^ — • i ao $ * - - ` .
I. = 1 +;-;--;;;,-+-;5#7t£EIJATT. - . . . - - -
- 9 • 9 3 5 '-—- -r- -*
HK^— I +;*;-+;ï;ta 557 a +E E b ;;-+ ZETZjTEETÉ*
§. s. Quemadmodum in his formis omnes termini
primi funt vnitates , ita numeratores fecundorum fecundum
Íìmeros naturalés, tertiorum fecundum: trigonales , quarto*
■um fecundum pyramidales primos , tum fecundos ». tertios,etc. progrediuntür. In denominatoribus ordo pariter fatis e(t
„ iniïeßùs. Hinc igitur in. genere eam formulam exhibere
poterimus, quae indefinite. refpondeat' indici i. Ita, fi ifta,
êxpreßio defignetur litterâ Z', tum yero in ' ordine littera-*
rum a, b, c, d, e, etc. fuerit z = a -+- t A , antecedentes vero
j-aAg-.) A, «=a +(i->)A v-a-+6-3)A, ethabebimus * * • - • . *• • -
^— i





E e 3 - §. 9.
(= £=*}+G=£;£=?--'£# £3*9+ CtC.
, -, • '
•»33 ). 2 22 (' $$%•
• §. 9. - Quod iam ad litteras germanicas %, %Y, €',
$)^,: etc. attinet ,' earum quaelibet ex antecedente latina for
matur, dum litterae a, b, c, d, e vno gradu promouentur,





/ — t r - • -
Q. =â ++5 : '. . •
^ — 1 •
3) =á-+- 57 -
/ — 1 * -
(£ =;-+-;;-;--; υ c d e





vnde in genere, fi indici i refpondeat 3/, erit
/ — f %#!-+!=?£?+%*££££*?-+[!=:2%=#££££?-+- CtC.
T d ' a b z ' i. 2. a b c y z ' 1. z. s. abc a x y z 1. 2. s. 4. ab c d ev x yz,
1 o. Augeamus nunc indicem : in infinitum, vt
fra&io £ exprimat ipfum valorem fra&ionis continuae, quem
vocauimus s, ita vt futurum fit s=£ , atque redu&io
formularum inuentarum fequenti modo peragetur. Primo
fcilicet pro Z/ erit ;=-!;A-= A, ob i = co; pro termino
tertio erit
(i- i)(i—2) ._ (i— i )( i— 2) • • * •
5TzT - ÜJIETETYAYALETÄTj — Z\? »
porro
|
•*£33 ) 223 ( $•
porro autem fimili modo
(i — *)(i — s)(i— •) — (i— a)(i— 3) (i— 4) T
ac y 2, T (a-+- (i — a) A)\a -+-(i- 1)A)(a-+- i A)
( i— ;)(i — 4)( 1— 5 )( i- 6 ) _ 1ΤΕΣz - -— R » etC,
= z$ et
Pari modo pro formula 3^ erit etiam
i— 1 — 1 ' (i— a) (t— s) — r -
—=— — » » ——=— - • ^9 z. - At - - - -
et ita porro ; quamobrem pro cafu i = co ambae noftrae
formulae ita commode contrahuntur, vt fiat
- • * *
/— 1 *—— sr * * r 'Z F**E%t;EiìAEt EA.-+EFA,+ €tC.
-• _ •*• . _ _ ? - - L. ' '. C . . C — ' > . .fimiliqne modo - - • .
^ Q/— t r - 1 '. - i ^ • • r r.
- 3 = ä-* AE*-+-75A… + TETR +;:;:;:;;;Azxx+ €tC.
v. • • -
• f - J.
§. 1 1. Cum igitur fit valor quaefitus S =£, vi
deamus, quomodo ambas feries, infinitas , inuentas, ad ex
preffiones finitas, reuocare queamus. Hunc in finem ambas
feries generaliores reddamüs , dum loco numeratorum, qui '
omnes funt 1 , progreffionem qάafidäm geometricam füb
ftituimus. Statuamus igitur : `s.
- ----, , ---- --- * * * a
£?^ - ' ' * * * s ' , >v •
- ... 40 … I 1— — -- XTI CCC, CU, , —,. p. -+ZA-+- Ea aÅTEZBEÄ etc. et, ,
ac^ ac*^ - ac* ^ - .' 1 *
— ! - - -
-, -, ' *=**A*AA*A. 3 ARAE si
Quod fi autem hinc vâfores p et q eruerimus in genere,
tùm vero ponamus x = 1 , vtique proueniet S == #. Hic
autem manifeftum eft , ambas has feries egregiam inter fe
tenere affinitatem, ac per differentiationetn vnam fm afteram
conuerti poffe , quam inueftigationem fequenti modo infti
ttraríuS.
§. 12.
•£33 ) 2 24 ( §£
§. 1 2. Primo igitur feries prior fimpliciter diffé
rentiata dat - -
x fp x^ . v*^ . x* ^ ' ', %X;
d.v; T 7 *a %A*£775* T. 2. 3 a b c d A* etc.
- 1 , '... .• , t ■ ' ' ". - •^ • ' · · ·
quae feries cum altera q comparata manifefto praebet
4 A
x d P — .-^
jî- — X 4 »
vnde patet, fi modo fumma alterius harum duarum fçris.
rum effet cognita, alteram quoque affignari poffe , quando.
;*** 5 contr.
vero ex cognito valore q fit d p = x*-" q d x, ideoque
p = /x^-' q d x , quod integrale ita fumi debet, vt pofito
x = o fiat p E 1. -
. - < - .; - • - ' •. — ' ; -
quidem ex cognito valore p prodit q
.T} - • -- • • • - - -
- & ••-- ' - * * , i ,
* §, 1 3. Ahte autemf quam alteram feriém différen
tiemus, eam multiplicemus per x, atque ob
a+-A=b, a-* 24A=c, a-*- 3 A= d, etc. erit
xa a* ' ' ■; ' - ac*.
. •
-
ac° * * _ .
!/; 7=7*,£A* 1. 2 ÁÂÃÄ* 1. 2.-3 a b c d
Nunc ifta aequatio différentiata, iterumque per x multipli
z;-- etc. 1
cata dabit - b « d
2 ' ' . . *" &5-. . . , x* ' -- - -, , x* . . .
s*;!=»*;- TES*EA * *
at vero prior frics p. iidem qer * miiiiiplicatâ pracbet
- . ,. , x° : x* x? *• -
II . *p=*+25*- AaBATA.3753A' -i- etc.
* * -i'vi.i . . : [)- . ff.:: :…-._' . i; . f. £1.) , .. .
quae
•&#3 ) 22 s ( $•
: quiae feries: cum fint perfe&e aequales, erit £d. **q-x*p,d zc
ideoqueid. x*q*=px*T' dx , ficque duas na&i fumus aequa
tiones, differentiales, inter p et q, ex quibus valorem vtrius
que eruere licebit. . . . ,. ,
§. 14. Cum ex priore aequatione fit
d p. .. _.__x*-^-*-' d p. - ;
4=AFJ;» erit x*q> ἈχTT •. -
? - *. -' • • • ..... : ,
vnde fumto elemento d x conftante fiet, -
4., *-*-*-*££* n*-**
ficque elifa quantitate q pro, altera p nancifcimur hanc ae
quationem differentialem fecundi gradus:_ _ • •
„_,„_*-*****{4=A**) ***ep. :-• — dx - … - - - -… *
quam fi, refoluere licuerit, totum negotium erit confe&um.
-
Vbi probe notandum, cum fit , , ,
* * o ' ; r * *^* j. . x* ^ - . : : : ii...!-- 1 - …
p = 1 +-;;-- TÉ7\;;-- se.
- -*- -
1. 2 a • m • v.
integrationem ita inftitui debere, vt pofito x=o fiat p= 1 ;
tum vero quia eft - -
d p. 3*^ _ I 3:* A- r
ZIg° TZ; --;;-;--- etc. • . •…
- - ,
.',, , • • r . . . .
altera conditio integrationis poftulat vt pofito x = o etiam
fiat £= o, fiquidem fuerit A > 1 , fi enim effet = 1 , ca
fü x=o fieri debet £=;. At fi A< 1, fieri debebit £=oo.
-
_ _ - - - - - * * *.dac- a *
... Euleri 0p. Anal. Tom. II. * F f §. 15.
- •*$3 ) a 26 ( §*•
. §. 1 5. - Cum fra&io £- pofito x= r praebeat valo
rem noftrae 'fra&ionis continuiae S, ponamus in genere effè
£ = z, ita vt pofito x = 1 fiat z = S, vnde patet, cafu
3. = o fieri debere z = a. Cum igitur fit p = 4 2, erit
d p = q d z -+- z d q ; erat autem ex prima aequatione
— x^- * d x * , *
quamobrem habebimus
._ q d z +- x d q.
4 = —A=Tj- • -
fiue x^-' q d x = q d : -H z d q, vnde fit
x*-' q dx — 4 d z.
2 1)d q =
erat autem dp= x^-' q d x.
.-. '; , , ;' - - . , • - - - - - -
§. 1 6. Haec igitur fequuntur ex priori aequatione
*i - - _ * .
differentiali inuenta ;*z.= q. Altera. vero , quae e(t
d. x*q = p x*-' d x , quia „ - - -
d. x* q = a x*-' q dx -+- x* d q.
loco d q pofito valore modo inuento prodit
x**^-' qdx— x* qdx
- •
d. x* q= ax"-' adx-+
habebimus -
• • • • •
p**-* d*- ax*-' qdx-+-; —
… ;
-&3 ) 227 ( 3*3
quae aequatio, . ob p = q z, per q diuifà fùppeditat i(tam
aequationem differentialem primi gradus: -
- x*-*-^- • dx— x* dz
- - - 2; -
»x*-* z dx=ax*-' dx -+
quae per z multiplicata et per x*-* diuifà praebet
* ' z : d x = a z dx -+- x^ d x — x d z,
cuius ergo refolutio fi ita inftituatur, vt pofito x = o fiat
z = a, tum vero fiat x = 1 , valor ipfius z dabit ipfum
valorem fra&ionis continuae quem quaerimus._ . .
§, 1 7. Totum igitur negotium : perdu&um. eft ad
refolutionem aequationis differentialis primi gradus
*.
z z d x = a z dx -+- x^ d x — x d z, . * *
quae manifefto in celeberrima illa aequatione Riccatiana con
tinetur. Vt enim ad tres tantum- terminos reducatur , po•
- 2
natur z = x* y, ita vt fit y =3 * vnde fit , •
d z = a x*-' y d x -+- x* d y ,
quibus valoribus fubftitutis noftra aequatio hanc induet for
1 ImaII1 :
x**' d y —— x** y y d x = x^ d x,
quam ergo ita integrari oportet, vt pofito x = o, fiue in
ę *.
finite paruo , fiat y = £ , hoc eft , y = co, quo fa&o,
fi ' poft integrationem ftatuatur x = 1 , valor ipfius y' dabit
fummam fra&ionis continuae propofitae. -
F f a - §. 18,
•&$£ ] 228 ( $#3*•
„ . , §. 18. , Quo hanc expreffionem fimpliciorem redda
mus, diuidamus per x**', vt habeamus ' • .
d y -+- x*-' y y dx= x^-*-' d x;
nunc vero ftatuamus x* = t , ita vt cafu x=o fiat quoque
t == o , et cafu x = I etiam t = 1 , vnde fi t . euanefcat,
fieri debet y=#, fiue y= oo. Hoc autem valore introdu&o,
1
ob x = t* et
n - • ,
t'cT d t. - -
d x = — » - *
ß
aequatio noftra fiet * •
A- • • -
a d y -+- y y d t = t * d t , ,
quae eft forma maxime vfitata aequationis Riccatianae.
. §. 19. Quando ergo propofita fuerit talis fra&io
continua :
4-+ r •
a-+- A-+- 1 -
a-H2 A -+- I I ••
- 3-F3ΛΠ
4-+-4 A-+- etc.
pro eius valore inueftigando refòlui debet ifta aequatio
Riccatiana : - -
A— a q
a d y + y y d t = t ° d £ ; -
vbi integrationem ita inftitui oportet, vt fumta t infinitae
parua fiat # = %-, quo fa&o ftatuatur t = 1, et valor pro
$y refultans erit valor huius fra&ionis continuae.
. … - §. 2o
*&#3 ). 229. ( £&£*• ,
: ^ • §. 26. : Euoluamus . cafum , fimpliciffimum, quo ad
dextram partem exponens ipfius t fit nihilo aequalis, quod
ergo : euenit, fi A= 2, a, ideoqne ipfà fra&io continua




a — . , • •• * .. * • •
* ,
-
-*3 á -4- r ' ' ' ' ' *
. 5 a -+- 1_ - -- -
*7 a -+- etc. i • i
pro cuius'fumma habebimus hanc aequationem differentialem:
-» a d y + y y d t = d t, vnde d t =;i*;;,
et integrando - - - -
* `I. t — ; 1#3+ C, ; ^ ; , : «
quae conftans C ita eft capienda, vt pofito t = o fiat % = #,
ideoque t =£; vnde patet hoc cafu fieri y = oo , ex quo
ftatim intelligitur, aequationem integralem ita inftrui debere:
t =:13=;-+- C. i 1 • ; .
fiue integrationem ita inftitui , vt fa&o t = o fiat y
infinitum. Nunc vero fi y infinitum , . erit 1%=;=;-,
quare cum fieri debeat t = £ fit C= o, ita vt iufta aequa
tio integralis fit t = $ !3*;; vnde , denotante e numerum
- i 2 t.
- . . • - - *,
• cuius logarithmus hyperbolicus = 1, fiet e* =;*; , hinc
2t. * •* * -• .
-*
e* —4- r -
qne, porro y = -;;--, vnde pofito t = x fumma noftrae
e* -• I · · · · · · • . i
—+ r - --
fra&ionis continuae erit – , qui eft idem : valor, quem
; e* — 1 ' , . .
iam dudum inueneram. .... , . . -
! - • • * F f g §. 2 1.
;
;
••33 ) 23o. ( $&%•
§. 2 1. Contemplemur nunc etiam reliquos cafus
integrabilitatis aequationis Riccatianae, quibus exponens ipfius
t ad partem dextram eft vel — 4, vel- ;, vel —;, vel-;,
vel— ;, vel — ; etc. Sit igitur primo e-ii * =— 4, vel
A =— 2 a , vnde nafcitur haec fra&io continua:
a -+- I i • *
-a-ET - - - . -
' - 3 a -+- 1 . - ' . , ,
I57-FT - -
— 7 a -+- etc.
quae manifefto a praecedente pendet. Si enim ponamus
. — a -+- 1 - · · · · - -
-37-FI ! • • ' ' '. -
- -57-Ferc. - $ , * - - -
mutatis fignis erit • ' .
• . — s — g—H I
- 2 3 4 -+- I
57TE
*7 a—H etc.
cuius valor cum iam fit inuentus, ifte cafus nihil noui no.
bis offert. -
§. 22. Si fumatur A=i*=-;, fiue A=;a, inde
fequens nafcitur fra&io continua: • ,
4 —H I -
#4-+ 1 Y
4 a -+- I
§4-+- etc.
(. • ' fiue
•£3 ) 23 x ( 3*
fiue ftatuendo a= 3 cz, erit fra&io * • i •
3 & -H I 1 •
5 az+ I ` i
*7 &-+- I - - . *.- a.
... in …, … i. c. 9 &-t- etc. • , • i • • • ' ' , ,
quae em ipfà ipfa forma füperior primo membro truncata. Idem§ft, venit, fi fümatur ^=*=-;, fiue A = - § a, vnde oritur
haec fra&io continua, ponendo fcil. a = 3« - - '•'■ ' *3 &+ r •' •- . i .' ; » • ' , -
• ' * ' **?;TT • • , ; i' .; • . . . . . ; ;
{/*. — s. ; , • . • (> , ' ' ' ; .
— Cz-H I « · · ·
-i • • . A • • • i • • • . . • .• , • * - * • . . , , . . • • * . • • ' • • *, .'** • -
- - — I * - -
•• . . . *.*. * - • • , 3 α+ + — • ; ' • , ,. '}00, · · · · · ·
-.: :i.'' . . . . ,. ,^ - — 5 &+ etc. - -
6cque femper ad principalem formam reducimur ...…..
-.
* • -
, • (}. ** [ … , • ■ . ■ * *
.
§. 23. Cafus autem integrabilitatis in geiiere hoc
continentur exponente: — ;-;*#-;. Pofito igitur ,
- j : — t * * «•
A = a* =— -#-,, fiet A = ii#*; » -
vnde pofito H£,-;=a, erit A===24, ergo ob^-(**£*)«
fra&io 1 continuat erit.** « • • • • . • \ , *• , , * •
**-**'(2i -+ 1)&-+- 1 * ° '.* ' '.. * • _ . '. ' ' ' ' '.. , - -
-^* tjp ; --.. ^, ~TaTEZTFT i o. , . . … , 'Ilo I
. . ,., - , ,,. i.,., . .,. . -. -..- .,.,, , ,-——--- -- - * •: 1 . *. '* I. , • « *•*• • *, s • 'a-+- 4&-- I ' - . .- .
---, , ,,,,,,, , .,.. • -,..,-. ,-, , ; , , , ,,,--- : , ——------rr/ ; ›› . ` ^, i . q. * ZE6ETE èrg'
* * • -, . * * ;;, ' • • , ; : e *) * }. ' ' * . , • - 3 • • , , ---
vbi manifeßo iterum omnes numeri impares occurrunt , ita
ve fra&io continua inde nata femper formari poffit ex noftra
.
<primcipali > i .***' 5 iii init: * ftit gu9 .* > 2
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1 -• - •
4-+ r c T. ; . . . . . • - * ' ' - : !
3 4—H I - * -- -
7 a -+- etc. -
f vel aliquot membris truncetur, vel rctro ad aliquot mem.bra fuperne continuetur. . . . - • -
- *
s. . • • -
* •* - - f .
§. 24. • Cum igitur omnes cafus integrabilitatis ae.
quationis Riccatianae ad eandem fra&ionem continuam per
ducant; praeterea vero nulli adhuc alii cafus euolui potue
rint, hinc manifefto fequitur, fi indices fra&ionis continuae
a, b, c, d, e, f etc. quamcunque aliam progreffionem arith
meticam conftituant , tum fummam nullo plane modo affi
gnari poffe ; quandoquidem ea pendet a cafu irrefolubili ae
quationis Riccatianae. Ita fi proponatur haec fra&io continua:
a-H I - * -
-* - - *- - i - - . - --> . -,
2 (a -+- I - - * * _
3 a—H I -* • • . *
:
- *-*
4. a -+- etc. * - — - ;
vbi eft A = a , fummatiò pendebit ab ifta aequatione diffe
rentiali : a d y + y y d t = £;!, cuius refolutio cum per nullas
quantitates tranfcendentes etiamnunc vfu receptas yexpediri
poffit, valorem huius fra&ionis continuae fruftra inter quan
titates a circulo, vel, a logarithmis pendentes, vel adeo inter
omnes quadraturas curuarum algebraicarum quaerimus; vnde
mirum non eft , quod methodus in fuperiori differtation
vfitata pro talibus cafibus omni fucceffu- caruerit. ' •
* *-*' *o -i' ' ' : :i::.: ■' .*** 1...: -! t . . . . • :
§. 25. Quoniam tamen in differtatione , fuperiore
fümmam talium fra&tionum continuarum per binas formulas
inte
- •£3 ) 333 ( 3*•
integralas expreffàm dedimus, illa ipfà expreßio etiam ad
aequationem Riccatianam pro iisdem I cafibus accommodari
poterit, id quod vtique maximam attentionem mcretur, cum
íîïò adhuc' modo ifta aequatio praeter cafus integrabiles
ûâati potuerit. Quamobrem maxime operae erit pretium.Ęone$ inter fé `comparare, quandoquidem hinc Haud
ôôïemnendum fubfidium, aequationem Riccatianam feliciori
fucceffü tra&andi, expeâari poterit.
• - - — _ - !: I. J . < • • • • • -
' §. ss. in fùperiori autem differtatione oftendi, fi
haec própofita fuerit fra&io continua : '
* * * *-b-+-* _ a • • • . :
-;ii ccii c.'. am-b-+- 1 *- - • • • i -i—-—— '' * … - Ii: 1 i • ..
3 m— b+- 1 3. ' *<* * . ;, ,
a — *




- * *. - τ \a ' : '
a. , •
- • • * *. -
„„, „alorem exprimi per hanc fra&ionem: - fit , exiftente
d - V,
3; ---- - ' " ------^ -- **
A = /"-y-TE : * et . . . , - = *\ - *2-+3 - *• • • •, £x *.- . -
- 3'* m. ® mm 3c - - ę. -
r<*> *** * * * * £. 3 * * * * * * *** * *'., . ,. ,.
E = f. ΣTEF: » : • • • \ . -.*+* , ■ * -• s — N
• • , , - * - *- •
fiquidem haec duo. integralia a termino * = o vsque ad
terminum* x r. Sextenúantur.' , • s **. • , , • r.
*. *• -. ; ea
- A. ”. * . .. -
§. 27. Comparemus nung hanc fraétionem con
sinuam cum generali, quam hie tra£tauimus;






I. Ejri op.Anal. fohi. II. * '* G g * * ***
-*: ) • • ( £&
-
' ' * ' a-+- * - . ." * * • ' i
, * • aTZXTT. . . - -
' * ' ' ' ä-FaA-FIT - -
- r ... - J , a-*- 3 A -+- etc.
cuius valor continetur in hac aequatione : *
- A — * á
' a d y -+- y y d t = t T*T d t,
integratione fcilicet ita inftituta , vt cafu t = o fiat y = oo;
tum ver6 ftatuatur t= 1 , vnde valor ipfius y fummamiftius fra&ionis continuae exprimet. • • . -
1 : "
§. 28. Comparatione igitur inftituta fiet m = A et
b — A — a , quibus valoribus introdu&tis formulae illae in
tegrales erunt • • , • W
-* - - * d w
3** A. g 4 * ,
d x - -
B= f. 2 — °. IETE , - • - .
acT 4. e 4 *
-
integralibus iterum fumtis ab x = o ad x = co; quamobrem
valor ipfius y, qui ex aequatione ` -, -
A— 2 a - '-. .^
a dy -+- y y d t = t '"T d t ' -
pro cafu t=1 refultat, aequalis erit ifti fra&ioni: -£, fiue erit
3 — * '***
dx: x° . A. e ^ *
9 =/-T-ET-Ez-z. - .* .
d x : x T A. e 4 *
Quanquam autem haec aequalitas tantum cafus fpeciales,
quibus ibi fit t = 1, hic vero x = oo, fpe&at, tamen for
ta({e
•* ) ass c ££
;
taffe eiusmodi relatio inter binas variabiles t et x inueniri
poterit, vt in genere quantitas y illi formulae aequetur. ,
/ §. 29. g#, confideratio fra&ionis noftrae
continuae nos ad refolutionem aequationis Riccatianae perduxit,
ita viciffim datur , methodus dire&a , qua ifta aequatio per
fra&iones continuas refolui poteft. Quod quo facilius oftendatur,
aequatio Riccatiana , quae vulgo fiac forma proponi folet :
d y -+- a y y d x = a c x*" d x ,
in aliam formam ád praefens inftitutum magis accommoda
tam transfundatur, ponendo y=x" z, et x"*'=t; tum enim,
fi loco „ £-, fcribatur b , prodit ifta aequatio :' ' ' * ^m -+- t m z d f - — f. *• • • • • • . . . • ' •
dz +£*#-+ b = z dt = b c d t.
- - • * m — - -
§. 3o. Ponamus porro ;£=— n, vt fit m=-;,
et nobis propofita fit ifta aequatio :
•• dz — n *£!-- 6 z d t = b c d t,
quae, fi adhibeamus hanc fuftitutionem: z =*#;: +5, trans
mutatur in hanc formam : • . * '
dv — (n + 2)*#-+- b v v d t= b c d t,
quae a priore hoc tantum differt, vt hic numerus n bina.
rio maior fit fa&us; quare fi porro faciamus v- ### +;-,
prodibit haec aequatio : -
d u — (n +— 4) u d t —- b u u d t = b c d t,
-
vnde patet, fi prima , aequatio refolutionem admittat cafu
fm = &, tum etiam eius refolutionem in poteftate fore ca
fibus - • • I £ ' .
n = &+ 2, n = A + 4, n = A + 6, etc. a
.. G g 2 Ct
* .
-* • • ss ( **
et in genere cafu n = £ -+- 2 i, denotante i numerum inte.
grum quemcunque. * .• . -
§. 31. Quod fi iam fùcceffiue loco v et u et f.
quentium litterarum valores iftos debitos, fubftituamus, pro
quantitate z fequens prodibit fra&io continua :
- -
- - \ *, • - • .
- z - m { I - r. I *; '-. - t
- - • '. 1 ,b t—Hc - t • •
7. -*- * · · · · · · ·
£;--- c - -
*;;*-+- etc. -
quae ergo expreffio exhibet valorem quantitatis z, qui ipfi
conuenit vi huius aequationis: * -
d z — m *#!-+- b z z dt = b c d t,
fi fcilicet ita integretur, vt pofito t = o fiat z = oo.
- - - - * - - *
*
§. 32. Liberemus hanc formam a fraâionibus par.
tialibus, et obtinebimus hanc formam: * * * .
— b t I • . . • •
ATTIĘ - : ,, •• ; • . -
, 7-F3--35c7? . ^ - •
—: ' * '. 7T5T58??? •
- • & · - H-E.Terc.
vnde ftatim patet, pofito t= o fore ;= o ideoque z= co.
Simili modo refolutionem ab aequatione transformata exordiri
poffumus , quae erat · · ·
d v — (m +- a)?4t -- b v v d t= b c d t,
quae in primam transformatur ponendo v=====:£st. 5
prodibit enim , ' • -. -. . ^ ..
- * . - dx_* - • ' …
£' ;
•
•&$3 ) 437 ( S*
dz — **#-+- b zz d t= b c d t, ******
in qua aequatione numerus m binario redditùs eft minor ;
vnde patet, fi aequatio refolutionem admittat cafu n=k, tum
etiam refolutionem effe fucceffuram cafibus
m = k — 2 , m = 4- 4, n = k — 6 -
et in genere n=k-- 3 i. Quare, cum refòlutio nulla laboret
difficultate cafu n = o , fumto k = o omnes cafus refòlutio
nem admittentes continebuntur in hac formula: m = -+- 2 i
hincque pro formâ, confueta fiet . . . … . .
- * m =- = * i- —-— — • i- . • • •*-* * * * I •
–—
.. - -_ - -_ - i -+- » - -
- ** : : :. ..* ÉÉÉï :' egräbilitatis.' ***, r, : ,
quae continet catus notulimos integrabilitatis... , . . .
' — - * - · · · · ` * = -- ._ • … .'
§. 33. „Ponamus* h -+- 2 = — y, vt aequatio, a qua
hic inchoamus, fit , ' — \ • • , . -;- • r • . . . ._ w v d t. - - • • ' -
d v = + 6 v v 6 t = b c d ?,, <- - - - . . •-• •
5. It.i ,
quae ergo, pofito v = ;-;-£!;rc transmutatur in hanc
formam : —–
dz +(v -+- 2 *#-+- £ zz dt = b c d t ,
in qua nunc numerus v binario augetur. Quare fi vlterius
- b c t - * ^ • -
ponamus z = ;-;-£H;-;-;, orietur haec aequatio: ... , ,
d y=-+-(v -+- 4) 241 -+- b y y d t = b c d t,
ficque vlterius progrediendo peruenietur, ad y+5, y+ 7 etc.
- - C • , - \\
§. 34. Subftituamus ergo iftos valores in fuperiore
aequatioae , quae eft g - - , . Ύας a:io. 2. * * * • • • • •
vi *, dv-}- r&#-+- b vv dt= b c dt, a . . . .
ac pro v prodibit fequens fra&io continua : **' " • • •
.'> . . . G g 3 . (/ c<
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v= bct . ' * s *, — , '; : : ------ -- . .,
*—-—-— .
: : : : rm ; , y-+ 1+ b b ctt. —— * ' ' ' ' '
f . * * è r, ,T : : : v+ 3 + bbct t *, • r . . -
*** * * * y+ 5+ b b ctt. f. · · · · · ·
- — 3. -- . . 4. — y-+7+ etc.- - - ;
Haec igitur expreffio locum habet, *f aequatio differentialis
ita integretur, vt pofito t = o fiat v = o. : • • -
$ - • • • •
§. 35. Geminas igitur ex aequatione Ricciatiana
elicuimus fra&iones continuas, quas qüo facilius ' inter fe
comparare queamus , , loco y fcribamus iterum n, vt habea
mus has duas aequationes differentiales:
, , , I. d z — m *#* -+- b z z dt= b c d t,
II. d v + m &#1 -+- b v v d t = b c d t,t *. -. -
atque ex priore nafcetur* ifta fra&io continua :
- g = b t *- • • *•
m-+- 1 -+- bb ct t -
- n-+-3 -+- bb ct t ` , - ;
;;. . . . f . . r •!• , • n -+- 5 -+- etc. , , , _. ••: • ,
- • • • • ' a - -
ex altera vera oritur '•' ' * ' s , , -, -- * I
v=bct — • , - , , . . . .
. • m-+- 1 -+- bbct t. - -
• • m -+- 3 -+- bb ct t
w_
* * i * ; ' ' ?, ft o'* m -+- 5 -+- etc. ; ^
quae ergo fra&iones prorfus inter fé conueniunt, cum hine
fiat v- §, quippe quo modo altera aequatio in altéram a&u
conuertitur, ita vt hae duae formae pro vnica fint habendae.
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§. 36. Ifta refoluti6* aequationis Riccatianae in fra- .
&ionem continuaTi; eo magis, eft attentione digha,*quod haec
aequatio nullo adhuc modo in fèriem infinitam regularem re
fòlui potuerit. :Quae enimfferigs'oliin; pro; eiusy refolutione
exhibui, ita funt `comparatae vt vna feries infinita per ali
am diuifà , refolutionemi- aequationis Riccatianae.-fuppeditet;
hic autem de vnica ferie, fimplici , fermo inftituitur. * Hinc
igitur nafcitur quaeftio, num forte non etiam aliae aequa
tiones : differentiales', dentur , quarüm refolutiohem , pariter
per fra&iones continuas expedire liceat. ';
/
-
•-—-- -— ._- ——. '.
- •, _ • • • • • *•
* • ' -; « i - . y *, • * • i. fr. , I TI. ] *
- *
• •* _ • * a : X v - * * • ••• • ; r. ! -.
i - • * * v • . • 1. \ r.
• .
-* • •
- t _ * * * • r.
- , * • - • , - .. - - - -, - ; ----- -
a t • - -. ■
^ • • • r ., *. . -• - - * 7. * , *' '1; *. • • * ! - .{
. - * * • • >• * i • - *. ' . * i
** 1 • * - , ;
*. r - .
.• • : - * , *
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S v M M A s, E R I E 1 .
Ex NvMERIS PRiMis. FoRMATAE
* * * [**** **• • •.':•! 1 * * * *• :.'il, r, … o :inj; , ,. . ii. '. .:
*-*-+-++ ;,- ,-#-+-+-+++&+*, etc.
VBI NVMERI PRIMI FORMAE £ n — i HABENT SI.
=> GNVM, POSITIVVM, FORMAE,AVTEM 4 n -+ , ,
SIGNVM NEGATIVVM. 2 a.:...….
§. r.
( um iam Euclides demonftraffet, multitudinem numer6
rum primorum reuera effe infinitam, ego iam pridem
oftendi etiam fummam feriei reciprocae numerorum primo
rum : fcilicet
H —H —— ; —H 3 -+- ,', -H H, —H ', -+- ,', -H etc.
effe infinite magnam, atque adeo referre logarithmum fum
mae feriei harmonicae
1 --;--;=#-; --: --- etc. *****
id quod non parum mirum videbatur, cum vulgo fumma
feriei harmonicae ad genus quafi infimum infinitorum referri
foleat. Cum autem non folum logarithmus numeri infiniti
fit etiam infinitus , fèd etiam logarithmi horum ipforum lo
garithmorum etiamnunc fint infiniti ; manifcftum eft dari in
fuper infinitos gradus inferiores infinitorum. lta fi A dc
notet fummam ferici reciprocae numeroru.m primorum, etirm
l A
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1 A adhuc erit infinite magnus, fed ad ordinem infinitorum
infinities inferiorem pertinere cenfendus: eft ; tum vero etiam
. nunc hae formulae: 1 1 A, l ! 1 A, 1 1 1 l A, etc. erunt infinitae,
quanquam quaelibet earum infinities fit minor quam prae
cedens.
§. 2. . Quoniam porro numeri primi praeter bina
rium quafi a natura in duas claffes diftinguuntur, prouti fu
erint vel formae 4 m -+- 1 , vel formae 4 n — 1 , dum prio
res omnes funt fummae duorum quadratorum, pofteriores
vero ab hac proprietate penitus excluduntur: feries reciprocae
ex vtraque claffe formatae, fcilicet:
£ -+- £, —— £, —H, —i— etc. et
# —+- 4 -+- '; — E, —— ■', —- etc.
ambae erunt pariter infinitae, id quod etiam de omnibus fpe
• ciebus numerorum primorum eft tenendum. Ita fi ex numeris
primis ii tantum excerpantur, qui funt formae 1 oo m -+- I,
cuiusmodi funt I o I, 4o 1, 6o 1, 7o 1 etc., non folum multi
tudo eorum eft infinita, fed etiam fumma huius feriei ex il
lis formatae, fcilicet:
πάτ--a3,-+-*-+-;$t-+-;;';;-- i£;i-!- i:;, -+- tist -- ,;;,-+- etc.
etiam eft infinita.
§. 3. Confideremus hic autem imprimis difcrimen
inter numeros primos formae 4 m -+- 1 et 4 n — 1 , et quia
ambae feries ex vtroque ordine formatae funt infinitae et quafi
eiusdem ordinis ; nullum eft dubium, quin earum differentia
habeat valorem determinatum. Hanc ob rem terminis ex
forma 4 n — 1 formatis tribuamus fignum —-, reliquis vero
fignum — , vt orietur ifta feries:
Euleri Op. Anal. Tom. II. H h £
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;—; —— ; —!- ' — ' — '; H. —- ,',- .',-+- j, etc,
in qua nullus plane ordo in fignis cernitur. Hoc tamen non
obftante videamus, quomodo eius fumma vero faltem pro
xime aßignari queat. Non parum enim probabile videtur,
iftam fummam, fi non fuerit rationalis vel irrationalis, faltem
ad quodpiam genus notabile quantitatum tranfcendentium
pertinere debere. Interim tamen, quoniam non folum non
in fignis, vel um etiam multo minus in ipfis fraétionibus nul
lus plane ordo perfpicitur, primo intuitu nulla patere vide
tur via, qua ad eius fummam peruenire liceat. -
§. 4. Quando autem contemplamur feriem notiffi
mam Leibnitzianam pro quadratura circuli datam
% = 1 — ; —— ; — ; + ; — '; etc.
videmus, in ea omnes numeros impares formae 4 n -+- 1
habere fignum —H, reliquos vero formae 4 n — 1 fignum —,
vnde mutatis fignis omnes termini noftrae feriei cum fuis fi
gnis in hac ferie Leibnitziana occurrunt. Quod fi ergo ex
hac ferie omnes numeros compofitos expungamus, tandem
praeter vnitatem ipfa noftra feries propofita, contrariis fignis,
remanebit. Quamobrem fummam noftrae feriei obtinebimus,
fi ex ferie Leibnitziana fucceffiue omnes numeros compofi
tos excludamus, quandoquidem omnium terminorum, qui per
quamuis operationem excluduntur, fumma facile affignare li
cebit.
§. 5. Incipiamus igitur ab ipfa ferie Leibnitziana,
ftatuendo
A= 1 -}--{-}-+-;-,',-+- ,',-,,-+-, ,-,;-- etc.
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ita vt fit A = £ , ex eaque primo omnes numeros compo
fitos per 3 diuifibiles excludamus. Quem in finem hinc for
memus iftam feriem :
(A— 1)}=— ;-i- ,,— ', 4', — £,-+- ,, — etc.
quae vtique continet omnes numeros compofitos per 3 di
vifibiles, vnde fi haec feries ad illam addatur, omnes ifti
numeri compofiti excludentur fietque
i A —§= 1 — §-+-;-;— „,-+- , -+- , - ',-„,-+- , etc. = B,
ita vt fit B == ; A — 3. In hac igitur ferie, cuius fumma
nouimus, nulli amplius numeri compofiti per 3 diuifibiles
occurrunt, fed primus terminus compofitus hic occurrens
eft +- „,.
\, §. 6. Nunc igitur ex poftrema hac ferie omnes ter
minos per 5 diuifibiles excludamus, quem in finem hinc for
memus iftam feriem: -
- (B— I —+-3)£=„,- ;,—£,-H,—i- j,—;— etc.,
quae omnes comple&itur terminos per quinque diuifibiles.
qui adhuc in feriem B ingrediebantur, er quidem iisdem fi
gnis affe&tos, quare hac ferie ab illa ablata remanebit haec:
; B + ; (1 —§)= 1 — % +-;-;-,', -+-,',-+ ', — £,-';-- etC.
vbi iam ab initio omnes termini funt numeri primi, et non
primus qui hic occurret erit ;'., fequentes vero ,',, — J,. Po
namus autem fummam huius feriei = C, vt fit
C =; B + ; (1 — 3).
§. 7. Nunc igitur hinc excludamus omnes termi
nos qui adhuc per feptem funt diuifibiles, quos comple&te
tur fequens forma:
H h 2 (C—
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(C — 1 —- § — 3) ; = — ', — „, -+-,; -+- etc.
quorum terminorum figna funt contraria, quare haec feries
ad feriem C addita dabit
; C—4(1 —#-+-)= 1 —;-+-;-;-;;-i- ',-+-;-+- etc.
in qua primus terminus compofitus erit —- ,:, ; fequentes
vero — —— . — —— etc. Hanc autem feriem vocemus D
v 1. , ; * u i • ■ ?
vt fit
D — ; C — ; (1 — ; —H;). -
§. 8. Iam ex ferie modo inuenta D expungamus
terminos, qui adhuc funt per 1 1 diuifibiles, quos comple&e
tur ifta forma : -
D—(1 -+-;-;--!)',=— ,;,-+- ,:,-+-,;, etC.
qui termini in férie D contraria habent figna; quamobrem fi
haec feries ad illam addatur, ifti termini excludentur, pro
dibitque
;; D— ;, (1 —;-+-;-;)— I — ; —H ;-;— £,-+- etC.
in qua primus terminus non primus eft ,:,; iftam autem fé
riem defignemus littera E, ita vt fit
= ;; D — ', (1 — 3 —— ; — g).
§. 9. Ex hac igitur ferie excludamus omnes ter
minos, qui adhuc infunt per 13 diuifibiles, quos ergo com
pleétetur haee forma:
(E— I --}-}-+-;-+- ,) &=,:,-+-,;, etC.
hique termini eadem habent figna ac in ipfa ferie E. Haec
igitur feries ab illa debet fubtrahi, vnde prodit
ÉE-f- & (1 — 3--;-;-{,)= 1 --;--;-;-;,-+- etc.
vbi
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vbi primus terminus non primus eft ,;.. Totam autem hanc
feriem. defignemus littera F, vt fit
= jj E + F, ( 1 — 3 —-; — ; — §).
§. rc. Quod fi munc iftas operationes vlterius con
tinuemus, dum fuccefliue hinc excludimus, terminos adhuc.
per 17 diuifibiles, tum vero per 19, per 2 3 , etc. tandem
relinquetur tantum feries numerorum primorum poft vnita
tem fequentium, quae fi defignetur littera Z, quam vt in
finitefimam fpe&tari oportet, erit vtique -
Z = 1 — % + ; — ; — ;, —— , \, — £, etc.
confequenter fumma feriei in titulo propofitae fumma erit
1 — Z. Ac manifeftum eft, ad hunc valorem continuo
propius accedere iftis formulas :
1 —A, 1 —B, 1 —C, 1 — D, I — E, 1 —F, etc.
§, 1 f. Quemadmodum autem valores omnium ha
rum, litterarum fucceffiue ex antecedentibus colligi debeant,
ex fequentibus formulis fiet manifeftum :
B — ; A — ;. I
C=; B+;(1—3) .
D= ; C —;(1—4+3)
1E=:;D-;,(1—3+;-})
=;;E-+ ,G*-; +}-£— ',)
G=:;F-+-;(r —;+;-;-;,+ ',)
H=:3G—;,(1 —#-+-;— §-;,-+£,-+ #)
=;;H—„,(1— j--;-;-;-*}-*li- %)
€tC. etC.
H h 3 Vbi
\
•»33 ) 246 ( $&%•
Vbi notandum, fi denominator primus fuerit formae 4n + 1,
tum numeratorem primae partis fore vnitate minorem, fiue.
4 m, alteram vero partem addi debere. Sin autem denomina
tor primus fuerit 4 n — I, tum numeratorem primae partis
fore vnitate maiorem, fiue 4 m, alteram partem vero hoc ca
fu fubtrahi debere.
§. 12. Quo nunc omnes hos valores in numeris
per `fractiones decimales exprimamus, ante omnia notetur eflè
A = ; — o, 7853981634. -
Pro reliquis autem litteris computentur fequentes valores:
1 —;— - - - - - - - - bi- c, 6666666666
1 — 3-4-, — - - - - - - - c= c, 8666666666
1 —;+;-;= - - - - - - d= o, 723 8o95 23$
I — ;-+-; — ; — ', = - - - - - e= o, 6329oo4329
1 — %+ ;-;-',-+ ',= - - - - f= o, 7o98 235o98
1 — ;-+-; — ; — ', -+-,', + ', — - - - g= o, 768647o392
1 —}+}-}- ',-+ ', + ',— ', = - - h = o, 7 1 6o 1 546o3
1 — ; + — ' — ',-+- ',-+ ', — ', — ',= - i= o, 672 537 1 994.
in quo ordine primus terminus a vnitate aequatur.
§. 1 3. Pro computo autem ipfarum litterarum A,
B, C, D, E, etc. praeftabit fequentibus vti formulis, quibus
fimul valores numericos harum litterarum adfcribamus
B=A+ B (A— a) = o, 7 1 3864
C=B- } (B— b)= c, 7o4424
D=C+}(C — c)= c, 68 1 247
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E=D+-;,(D—d) = o, 677377
F=E—,,(E— e) = o, 673956
G=F—,,(F—f)= o, 676o66
H=G+ ;,(G—g)=o, 67 1 1 93
I — H-+-,,(H-h)=o, 669245
K= I—;,(I — i)= o, 6693 58.
•
§. 14. Quanquam autem calculum huc vsque pro
duximus, tamen vltra tertiam figuram decimalem de fumma
noftrae feriei certi effe non poffumus, atque adeo in dubio
relinquere cogimur, vtrum ifta fumma aliquanto maior vel
minor fit quam o, 669. Sin autem hunc valorem pro vero
affumamus, ipfa feries propofita -
;-;--;--;— , — {, —H £, etc. -
fummam habebit c, 33 1, ideoque hic valor tantillo foret mi
nor quam ;. Quoniam vero ablato ; , iterum addi debeat
i.3 -- ',, quarum fraétionum fumma maior eft. quam ;, vti
que fieri poffet, vt verus valor fuperaret ;, id quod hoc
loco in dubio eft relinquendum. Datur vero alia methodus,
multo accuratius in fummam huius feriei inquirendi, quam
hic euoluemus, quandoquidem operae pretium videtur, ve
. 1Tam huius feriei fummam propius cognouiffe.
§. 1 5. Eadem methodo qua hic ex prima ferie
Leibnitziana fucceffiue terminos compofitos expulimus, fi
omnes plane terminos praeter vnitatem remoueamus, repe
riemus -
— 3 5
— Â • * •
vbi
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vbi in numeratoribus omnes numeri primi occurrunt praeter
2 , denominatores vero funt numeri pariter pares vnitate
vel maiores vel minores. Deinde vero .fi ifta feries reci
proca quadratorum imparium :
1 -+- £ -+- £ -+-;, -+-; -+- ;, -+-;, -+- etc.
cuius fummam oftendi effe = £F, fimili modo traétetur, re
perietur.
3. * s. -s 7. 7 m T. m m I *. 1 ;*fr tr _
TT - * • -•
s 2. , * •. IG ' 6. I. * i o.Ti , * 1 *ITA
vbi iterum in numeratoribus omnes numeri primi bis oc
currunt, in denominatoribus vero iidem tam vnitate aucti
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. - li-i* etC.
*. *
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4. 4 4, 4 8. 8 1 2* a 2 i 2. 12
- s. i
2 — :. :. :. ;3. ;; etc.
vbi omnes numeri primi tam vnitate au&i quam minuti oc
currunt, et numeri pariter pares in numeratore, impariter
pares vero in denominatore conftituuntur.
§. 1 6. Poftrema haec expreffio igitur hoc modo
exhiberi poterit :
o — * -+- ' . 3 — !. 7-*- '. *' -+- !. ** — ' etc.
3 CT* 3--i * 77—T. * T— i * TIT.
hinc ergo logarithmis hyperbolicis fumendis habebimus
1 2 = 1;*; + 1: E + 1;=; + 1;;*; + 1;=;+ ete.
Conftat autem per feries infinitas effe in genere
; 1i=;=;+ ; + i, +; +; + etc.g - 1 7g7
hincque




: 1° =: —— * — — — — — — — — ——
3 1È ; = — : — ; —; — ;, —; — etc.
Quodfi igitur harum formularum ope omnes illos logarith
mos in feries infinitas conuertamus, nancifcemur , quidem in
numeras feries infinitas , quas autem ad feries facilius
&abiles reducere licebit.
tra
' ' §. 17. Primo igitur omnium illorum logarithmorum.
femiffes accipi oportet, et quia hic de logarithmis , hyper
bolicis agitur, ob - .•
- 1 2 = o, 693147 1 8o5 , erit
§ l 2 = o, 3465 7359o2 ,
ex altera autem parte logarithmi ita ordinentur:
;1;=;= ; +++ ++++;#-+ ;-;- + etc.3 • • i s. s*
; 1£E =— ; — ; $a _ ;*;; - ;!;, —Σ — etC.
;1;=;= ; ++++++++, + ;;. + etc.
; 1#t; = i, + =;a + ;-;a + ;#;w + ;-iis + etc.
§ 1;; =— & — ; ;;;-;;;* — ;-:;. — =s — CtC.
€tC. etC.
1 8. Hinc iam verticaliter defcendendo confidere
mus fequentes feries pariter infinitas: . -
- O — ; — ; — ; -+- ;, — & — ■'; -+- is -+ etc.$. TI 1
:
τ
3, — %+ j. + ;, — ; — ;;; + ;;; -+ ctc.
Euleri 0p. Anal. Tom. II. I i
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+ ;# —;, -;, ii, + etc.
+ ;;• — ;;; - ;;, +-;;: + etc.
etC. GtC.
Quarum ferierum prima O eft ea ipfà, cuius fùmmani H
inueftigare nobis eft propofitum.
. . . §. 9. His igitur feriebus ita per litteras maiuscu.
las defignatis habebimus iftam aequatiofiem :
§ 1 2 = O + + P + ; Q + ; R + ; S + „, T -}- etc.
vnde fi fummae ferierum P, Q, R, S efTent cognitae, in
de impetraremus facile fummamT feriei O quaefitam ; foret
Cnlm
O= £ 1 2 — 3 P — ; Q-; R — 3 S- etC.
§. 2o. At vero fummas ferierum P, Q, R etc.
ex feriebus ordinis, vbi omnes numeri imparèS OCCur
runt, concludere poterimus eodem modo quo fupra feriem
ipfam O ex ferie Leibnitziana - -
I — ; -i- ' — ; -i-; — ,', etc.
elicuimus. Hunc in finem euolui hac methodo oportebit
fequentes feries ordinatas:
3) = * - # + ;. - # + +— +;, + ;, — „;, + etc.
$i=*- £ -+ + — + + ;--;, +;, — „;, + etc. :
§Y — *- # * # - # + ;,-;, +;,-;--- etc.
°= *- # * # - # + ;,-;. + ;,— „;, + etc.
$'- *T;i. * ;i - ;;, +;i, -;, +;,,-„,-+ etc.
* * etc. ; * etc. · · · ` * •
harum
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Harum autem omnium ferieruih fümmas iam pridem per
quadraturam circuli, fcil cet per fimiles poteftates ipfius r
expreffas dedi, fequenti modo : : -
._ τ τ* . - so32* ^m tt
-- - --
- IT * A* -~ i . . . . . H3 * ATE
- s π5 11 _a 27o276s' qt f ;
- FIBITET, * A6 — ,… I, * aT$
- - 6 i rnr/ 3— 199**•2** nri 5
$t=; . . 6 " 2° ;—Ti- T3
©= m 3 9 5 τ? $3 — 19 s9 , 5 12 1 • s m.'^
- iT. II.. •• a 1o —- i . . . . . ,6 ° • i • -
etC. €tC.
§. 2 I. Hos igitur valores in fra&ionibus decimali
bus vsque ad fextam figuram euoluamus, eritque
Differentiae
% = o, 9689462 || o, o272o95
v. = o, 9961 557 H o, oo3399o
$t= o, 9995 547 || o, ooo3952
= o, 9999499 || o, oooo44.8
£ = o, 9999947 H o, ooooo5o
11 = o, 9999997 || o, oooooo5
etc. etC.
§. 22. Vt nunc hinc valores litterarum P, Q, R, etc.
eruamus , eadem methodo vtamur , qua fupra ex ferie . . .
1 — 3 —— ; — ;—i— ; — ;, + etc.
omnes terminos compofitos exterminauimus , quandoquidem
loco horum numerorum fimplicium eorum poteftates fcribi
conuenit. Hanc igitur operationem in genere pro his litte
ris doceamus. Confideremus igitur hanc feriem :
H i 2 3 =
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r *_ _ *_ _,_ *_ _ _1
3= = -;--;-; ΣΓΣ+ ee
cuius fummam, vt fupra fa&um eft, littera A defignemus,
vt fit A = 3 , hincque fequentes litteras B, C, D etc. eli.
ciamus per fequentes formulas :
B=A -+- §. (A — a) exiftente a= 1
1 I - 1 I
c= B-;(B-o) ---- *=-;
I I It
D=c+; (c- •) - - - - •=*-; 55
I 1 I II 1 I
E=D+;(D— d) - - - - d==-;*;;-;
I 1 I I1 I -
f=E-; (E- •) — • - - e= I —-; -+-;— …;— -
€tC. CtC.
Quibus valoribus inuentis eorum complementa ad vnitatem,
fcilicet: 1 — A, 1 — B,. 1 — C, 1 — D, etc. promptiffime ad
valorem quaefitum
Z = I 1 I I I I
- =5 — E + 5 + II - 75 — etc.
appropinquabunt. .
§. 23. Haec igitur praecepta generalia applicemus
primo: ad valorem litterae P, vnde incipiendum erit a valore
% = o, 9689462 = A ,
et quia hic eft m = 3 , habebimus
a= 1, b= o, 962963o, c= o, 97o963o, d= o, 968o476;
- pluri
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pluribus valoribus non erit opus. Hinc igitur colligemus.
fequentes valores :' ' . • - … ; - -** -*
B = A-+. o, o3 1 o538= o, 967796 1 . .
. C= B-;;. o, oo4833* = o, 9677s74 .
D=C- #. o, oo32o56 = o, 967748 1. ni • *t- • -
E=D-;,. o, ooo 2995 = o, 9677479 '• : - ',,
Vlterius procedi non eft opus ; quamobrem hinc habebimus
P = 1 — E = o, c3 22 52 1 ,
vnde iam colligimus , „ • • ' .* *
: 1 2 — 3. o, 632 252 1,= c, 33582 29. ` -. J.
- - X} - * '
§. 24. Sumamus nunc m = 5 et habebimus
A = §Y = o, 9961 557 , - · ·
tum vero erit - • • •
a= 1 ; ' b = c, 9958847; c=o, 9962o48; d= o, 9961753,
hinc igitur reperiemus
-
E = A — j;. o, oo3 8443 = o, 9961 899
C = B - 3. o, ooo255 1 = o, 996 1398. . . ^
Erit igitur _
Q= 1 — C = o, oo386o2 , ideoque
; I 2 — , P — ; -£ Q — o, 335o5o9.
§. 25. Sit nunc m = 7 et A = §)t = o, 9995547,
tum vero a = 1 ; b = o, 999542 8 , hinc igitur fiet
B = A — 3, o, ooo4453 = o, 9995545 ,'
I i 3 vnde
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vnde iam habemus . . - -
R = 1 — B = o, ooo4455 ideoque ,
; 1 2 — 3 P - # Q — ; R = o, 3349873.
-* •
§. 26. Cum in hoc calculo tantum non fuerit
B=A, in fequentibus nequidem littera B erit opus, quam
obrem habebimus
S = 1 — ® = o, oooo5o 1 – hincque
; S = o, ooooo56.
Deinde vero erit
T= 1 — 3. = o, ooooo53 hincque
• T *
,, T = o, cooooo5 , denique
U = 1 — 11 = o, oooooo3 et Β, U = o, oooooo.
Particulis igitur his a praecedente valore ablatis prodit
O = o, 334981 2.
, Vnde patet, hunc valorem adhuc aliquanto maiorem effè
mi
quam §.
§. 27. Nunc igitur certi effe poffumus fummam
feriei infinitae huius
£ — 3 —— ; —H ', — & — ,', —H §, —H CtC.
effe fàtis exa&e = o, 33498 1 2. Inueftigandum iam fo
ret, num ifte valor non quampiam teneat rationem nota
bilem, fiue ad peripheriam circuli mr , fiue ad eius loga
rithmum hyperbolicum, quandoquidem fupra obferuauimus,
feriem reciprocam numerorum primorum
i--;-- 3 -+-; + & -+- etc. - • . \
expri
•*&$3 ) 235 ( 333• •
;
,
exprimere logarithmum hyperbolicum feriei harmonicae com
pletae - -
I —H ; —H £ -+- £ -+- 5 -+— : —H etc. -
vnde videri poteft, iftam feriem numerorum primorum
- 3 — 3 + 4 +— §, — ', — , —— etc. -
etiam continere logarithmum eiusdem fèriei completae
1 - £ -+- 3 — ; —— ; — £, —H etc.
cuius fumma eft *. Hunc in finem fübiungam logarithmum
hyperbolicum ipfius tr , quem olim reperi
I, I4472, 98858, 494oo, 17414, 34273, 5 13 53,o5865.
Videndum igitur erit num forte fit fumma inuenta
O=1r-1N, ita vt N fit numerus fatis fimplex. Verum hu
iusmodi inueftigationes plerumque fine vllo fucceffu infti*
tuuntur.
§. 28. Ope pofterioris methodi autem non folum
fummam feriei propofitae elicuimus, fed etiam eius pote
ftatum imparium, quas fummas hic confpe&ui exponamus.
--------+-i— -;---;---;----;--- etc. = o, 33498 I 2,
3. s 7 m . 1 : 17
i---i, +++-;---;--;, +;,-+ etc.= o, o32252 r
+-++++-;,-;---;---#-+ etc. = o, oo386o2
+—++++++-;,-;;,-+-;,+ etc. = o, ooo4455
#-# ++.+ ;,-;---;;, ++++ etc. = o, oooo5or
H-;ii--;;.-+-;,-;.-;, +;r, + etc.= o,ooooo56
;i;-;i.-+;i; +;,-;a-;;n-*;;ii-- etc.= o, oooooo5…
£tC. €tC.
§. 29.
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§. 29. Ipfae quidem hae fummae fine dubio parum
attentionis merentur, nifi forte ad quantitates cognitas re
duci potuerint. Verum quia in his feriebus neque ipfi ter.
mini.fecundum certam legem progrediuntur, neque etiam
in fignis plus vel minus certus ordo obfèruatur ; ifta dis
quifitio primo intuitu plane impoffibilis videri potuiffet,
quamobrem ipfa methodus , qua ad earum fummas perti
gimus , vtique omni attentione digna eft cenfenda, idque
eo magis, quod fàtis abftrufis ferierum poteftatum pro
prietatibus innititur. Nifi enim fummae ferierum
* I
pro cafibus quibus m eft numerus impar, fuiffent cognitae,
ota haec inueftigatio fruftra fuiffet. fufccpta.
DE
•&£ ) as* ( $•




METHODO NOVA ET FACILLIMA SVMMANDIS.
• f. *,. . {};! . . . . . * ; {•£,*. ; ; ^
* -




* _ - - *
- _
t. - *.
• • • - • • • ; • • *.
■ i. * * . -
• •• •,• • .'_ - - - - - - - - - §. - Y. - - -{
CA primum fummas harum ferierum docuiffem, eas ex
hoc principio deduxi, quod cuique finui et cofinui in
numerabiles arcus circulares refpondent, qui omnes fint ra
dices aequationum infinitarum, quibus arcus per finum vel
cófifium exprimi folent, Hinc enim ex coefficientibus ifta
rum aequationum non folum fummas ipfàrum radicum, fed
etiam earum, poteftatum quarumcunque affignaui. Poftea
vero easdem fummas, etiam ex aliis principiis deriuaui, quae
autem omnia memorata circuli proprietate innitebantur.
Nunc vero obferuaui, iftas fummas ex alio principio mul
to fimpliciori, et folis, operationibus analyticis }$; deduci
po(fe , quam methodum hic accuratius expofuiffè iuuabit.
- . ; •• •• • • • * 1 r. ** -; ;- • -. ' ' • . • *.
tem principium mihi fuppeditauit inte
- ' ' /-* -** 4- gn-m-. * • ••. • •
gratio huius formulae: /( TI ET) dz, pro cafu
çquo poft integrationem ftatuitur z = 1. Oftendi enim in
Ewkri Op. Anal. Tom. II. K k .Tomo
*
-
• * ' §. 2. Hoc au
-** ) *** ( **
i
'Tomo XIX Nov. Comment. pér- folitas integrationum ope
rationes haec integralia fequenti modo exprimi :
** J * * * * ' X _. —■—N * * * * ? , • • r • • •
… — * z*-*-+-*-*-*\ , ; . r. r; .._, , : , , ,
/ ———— 2, … R7. et
1 -+- &* n fin. £
£m- t _ •*-*-• - } **r
/ ;— ) d z = m mr •
·····\ * * * — z' , . j ; n tan&# …g -->
Quod fi vero eaedem formulae per feries infinitas euoluan
tur, pofito z = r erit -
nr 1 I 1 I 1 1 I 1 I
—=—;-; — —— - --+- - etc.'
n fin. £Tm AE*37-Fri 3 n +m ' 4. m +m
I I *. I I I I
-.- - CtC, Ct
: **• •* … *£E, 2 n —m 37ETATE* e *
-- Φr - r ' ' ' 1 +- 1 +-*- + * - *
---- CtC. •» tang. "H à*¥Fri 2 m-+- m.' 3 m-+- m • ' • • •
: - * I. I L *t 1. * 1 , 1 I ; '* * I. · ·
- Tm- mT 2 m— mT 3 m-mT4m-m?
quae duae feries eo maiori attentione funt dignae, quod in
iis omnia plane continentur, quae non folum circa fumma
tiones poteftatum , fed etiam circa ' fummationes fimiles
funt prolata.
- - - -; ; ' , ' , , : …;
i •. • . ', •* ; - • - * • • * - -
' ' '. Euolutio prioris feriei generalis. * . . .
§. 3. Confideremus primo formam priorem ¥fin.£
- - - - - - `, - T
-
ac binis terminis analogis contra&is habebimus
ar , I '• 2 m 2 m; -+ 2 mh * • ' 2 m ;
¥fin.*****■-■; 4 m m-fmm * * 9nn-mm. Ę*°;
- - * , •• ; '• .' . . , ,Suma
h.
•*&& ) •*• t *.
:
;
Sumatur nunc, quo formulae fiant fimpliciores, m: veritqus




** • • • -* - ' • ••• • . • • . . . * - - - * ; : … { •.
&* or. *= I *i* * * *- i**. i *'* ■ 1 • * 1 * ?ç
—-— *_*- - - — e e -
a m fin. £ 2 mn- r 4m n—£*£E 1 6mm- I+ etc.,
- - - * • •.. ^ * _• _ * . ^ , - - -
• • . … ”. - - **.* . . *
... ' §. 4. Nunc fingulas has fra&iones more fòlito ;in
feries infinitas geometricas refoluamus eritque I, . .'I.' ** * * * *: . ^. . r. §.
*. - - - J * … - ', . ì:}
... , ;;=;=;;-+-;£ -+- + *+- -;r-+- ;is-f- etc- ..i . . , ,
t. - r r. ■ - m. - i&tC, - - - -
-- - --- - - - - - - - - - - - - • • -»
;7 E,—TATE-;5T; - ;w75 - 77 — 757rò
a
t - - * m. * m *■ * m r
+ ;;=;=;:;-*==-=;=;=*;=a-+;&#s*' etc.,
————=—————*—————*——----- etc.
AE=:—- E RE RE RE a =* , , *-.,* --- -- •-. - ' '-i
CtC. etc.
f t I.





^r I. , ' .. . . ... ,
- ;--. .' - :*i. i-. ,-t • : …...3
2 m fin. £ 2
. • . • ^ . - — " *,
- - - - • - -
, 9. 3. Nunc igitur has feries fecundum lineas ver
ticales colligamus, quem in finem ftatuamus breuitatis gratia
., s — ;-+-;- i;-- i;- etc. = A π π …as
• — §+;-;,+;,- etc. = B r . .,
. . * — #-+-;-;i.-+-;,-. etc. =C ' ' ' '
. . . . * -;.-+-;-;:;-*-:;;- etc. = D *' , , ,
* *-•• •• .- ------etc. ..... · · · · · · · · . etc;. *. ' . . . .' : :
* --- Κ k 2 - ***.*** s * * Himè
•4$3 ) 46o ( 3%%•
hinc igitur adipifcémur fequentem aequationem: : …..;..
qmr 1 A mr mr . Bar* . C^r* . Dr* . …
AiE-;=-;;-+ + ++ + ++ es
§. 6. Ponamus porro breuitatis, gratia. *=x, vt
prodeat fequens aequatio: * . • • • * - ' … :
ac .—;=Axx-+- Bx*-+-Cx*-+-Dx'—4-Ex**-+- etc.
2 Itn. 2^
vbi iam intelligitur , per debitam euolutionem omnes coëffi
cientes affumtos A, B, C, etc. definiri poffe , quibus in
ventis nancifcemur fummas omnium ferierum in hac forma
«ontentarum : . - - - _*. - - * . -
, , 1 . 1 , 1 I, , • • ' ' .
*-a-+-y-;a*;;;- se ;
fiüe in hac: - ' ' ' ' ' ' ' ** ' ' ' ' '
I I. 1 t 1r * *'
-*. =-;i--;-;--;i- ete.
denotante i numerum integrum quemcunque.
§. 7. Cum iam per feriem notiffimam fit
- * - - ac * ar$ - A:^
fin. x = x- #;-+- —á---;… -+- etc.
pro hac ferie fimpliciter fcribamus
fin. x = & x — 8 x*-+-y x*— 8 x' + e x* — etc.
ita vt fit -• • i | .. > * - - * -;.
&= 1, 8= £;, y =:£,, b= #;, e = £ , etc.
- *. 3
quo pofito membrum — ; ad dextram partem, transferamus
atque vtrinque multiplicemus per hanc. feriem ipfi fin x








—: 8 — 8A — 8 B — 8 C — 8 D. — 3 E
+ ; y + y A + y B. + y C + y D
3. • • , - - ; 8 — 8 A, — 8 B , -— 8 C
„, ,, \ +: e + = A + ε B
, ' ' • • • •, , , • • — * 4* ' — ?A
\ - • - . - * • I
. ' • // •
-:::. . §. 8. niam haec aequalitas fùbfiftere debet,
quicunque valor.. litterae x tribuatur, fingulae eius potefta*
tes fe mutuo feorfim deftruere debent. Primo quidem ter
mini ipfum x continentes ob a = 1 fponte fe tollunt, reli
quae poteftates ob az= 1 fequentes dant determinationes:
A=; $ . • • .. -. * • *...*.. ..**
, , B = 8A—:^y *** • * -s
; . C = 3B-yA-+:8 T J - . . . .
* * * D= 3C-yB-+8A—;s _ ' - * '
E = 3D-^yC+8B— eA-+;£
etc., CtC,
Harum igitur formularum ope fùmmae quàntumuis : altarum
poteftatum parium affignari poterunt. <... …
§. 9. Inuenta autem fumma huius feriei : '
II I . I I
s= = -;--;;-;--;*- etc.
ex ea quoque fèrierum agnatàrum iftarum fùmmiae definiri
poterunt : .. /
r ' 1 ' r I ,
*= ---;--;--;--;-- es *
I. I I. I .
•= x + ;;;-- 5 --;;;*;
I 1
:;i +-;:;-*- esc.
- i ' . - e , • - - - T. , •' - … -
Cum enim fit - -
1X k. 3 f –
… »
*& ) a6a ( &&*.
- i. - -
. . . . . _ . /i • * \ ' , £2''- F\ . . . . ' ;. . . , • • •
- - *=•(-§)=( ;;I*)*, et ' ' ' * * •
*- - M. , : . *. - v • •
• • .- /. . 2 N*' * /o**—2\ \ . ;
;* = u \x- £i)==\-JT-}*, erit
- f \ •*. •
• * ' 2**s - ." • a**— 1 I
< £g*- 7T-*-*-*, hincque •=( • ■ ).
_ 2** — 2 2.** — 2
in fèquentibus autem harum ferierum fummae etiain imme
diate ex noftris formulis generalibus elicientur. - …;
- - - - I. ;' - - * - … - - - - - - - - s
-:'.: . .: Euolutio fèriei generalis pofterioris. . . . .
: y. §. io. Quod fi hic etiam bini termini analogi toA;
trahantur, orieturTifta feries: t .
nr I I 2 m. ' 2 m . 2 *m
-
- - - -
n tang. "H T m nn- mm, 4mn-mm T 9 bn-mm
, 2 m .
—--—
1 6 m m — m
Ponamus hic iterum m = 1, et fa&a diuifione per 2 habe.
„ + etc. - - -
timus -
- +
E=; -+- ;;=; -H Σi= —H ZE=; —+ Ε=,-+ CtC.
- 7, - • • -
2 m tang.;* . - T .
Nunc fingulae iftae fra&iones, in feries refoluantur vt fupra





;;=;=-==-+-#-+-+-+-;- +++ +++ + etc.
1 - - -. - -
4 m n— m ~ • m ;-*;w*;; -*; N8 + ; m • +;=;.s -H 46 5. —H CtC.
m. - m. 1. m.
.. • EEE - 575 ;*; am* +; m6 +;-;; +;r;rs -+ —, ,+ etc.£7;sâ
m. • - • - ■ - -
ĘE°;;;;*;;Hx-+;:£;a-*;;';.-F;;:;ra-*; ';;-t et;
€tC. • CtG. - - - -• -
• . q. * *
cun&a
•&#: ) a& *' ( *$£
cun&arum igitur harum fèrierum iun&im fumtarumf fumråa
erit =:——*—. ° ' ' • — •
• -• • •r • r, . . . . ..*. ^.
a n tang.; · · · · · · · · ·
' §. i 1. Nunc igitur, vt fupra fecimus, per colum
nas verticales fummam colligamus, quem in finem ßatuamus
* -+-+-+-++++-;-+- etc. = w r • • *
,- • ' * -+- i-+-;,-+-;,-+-,;.-- etc. = % m * -* : '
x -+- #-+-#-+-;:;-*- #-+- etc. = € τ* ' .
1 -+-;, +-; -+-;ii--;--- etc. = ® * *
CtC. CtC. - ' f. . . - T . '
Quibus pofitis aequatio noftra erit – – – – – – – – – –
* * * _* __ %^r* , % r* , €f* , £)ºr!
ΣΤΕ=7 +-;- +-F-+-;;- + etc.•
- §. 1 2. Faciamus nunc £= x, quo pa&o ambae
litterae r et n fimul ex calculo elidentur , eritque
;——H=-=*xx+8x*+€**+®*'-#€*°* etc. '2 tang. ae
vbi loco huius feriei breuitatis gratia fcribamus litteram s,
'vt fit' *. . .:' ' * ' • ; * : : : .• • • -
- ' ° s — : — — • — Jk.* = * * * * ***** ** • …_ • a tang. x - 2 J4m. x · · · · · · · · · · '^
quae aequatio per fin. x multiplicata praebet Q. -- 3
1I], — ! - — ; of. •* -s fin. x =; fin. x £X CO1 X' \ * — * \ * *.
§. 13. Statuamus nunc, vt in pfaecedente etiofùtioné,
- • - : "' . • — … -T *
fin. x = a* x - 8 x* + y x* — 8 x*-+- s x*— etc. '*
: + exiften
%
-* » •** ( **
exiftente - * ; * * . . ' • • • ^ •,
- _. -_ -r -
ę c f, A - ;-;-; *y *** i. e. x. 4. sa 8 — I . :- - 7 » €tC.
Quia nunc eft
— r — * * *—— &6 *!———cof. x = * H+- * • • • • * • • • • 6 ++=; CtC.
* erit * -
* co£*=&-3 3xx+-syx*—78x*-+-9£x'— etc.
Tum autem erit : - ' , ' _ _ ' . -
;fin.x- ; xcof.x= 8x*— 2°) x*+ 38**-4ex*+5 ?x'"- etc.
cui ergo expreffioni formula s fin. x debet effe aequalis.
§. 14. Binas igitur feries per s et fin. x indicatas
inuicem multiplicemus , et produ&um reperietur
sfim. x=&%x'+az8x*-+az£x*+a:©x*+a&x'+az§x**+etc.
' — 3 w — 88 — 8 € — 8£ — Be — etc.
* . , . + y % + y 38 + y ® + y 3) + etc.
— 8 £( — ö ßö — 8 €— etc.
s ' :. ' • • • . . . . . • • * • + ε % + s$ + etc.
. • a — 2*— etc.'
'quae expreffio praecedenti debet effe aequalis.
¢ §i 15. Singulae igitur poteftates ipfius x feorfim
inter fe aequentur, indeque formentur fèquentes deter
minationes : -
% = 8
8= 89 — 2 y
g =ß%* y% -+- 3 8 • t •
®=3&-y%+-**-4e
…
•&#3; ) 263 (; 3*•.
G = 3©— y€ +—838—ε?(—H5 ? - ' ' • • • • I c. *.
§ = 8€ — y®-+-8€— ε?δ + <?(— 6 m . . . . .
CtC. €tC. - - - -
• ' ' • - —- • *
§. 16. Quanquam ope hartim formularum deter
minatio coëfficientium 21 , §,/€ , .3),- etc. , . quousque li
buerit continuari poteft , tamen ex iisdem principiis aliae
relationes inter hos coefficientes deriuari poffunt, quibus cal
culus haud mediocriter fubleuabitur. Refumamus fcilicet
aequationem ;-;-;j- = s, vnde fit ; i;. — ; — s, hinc
i - 2 s
que porro …i-' = cot. x, quae cotangens ftatuatur = t,
vt fit t = —* *, ergo loco s ferie fubftituta fiet
.
t = ; — 2 % x — 2 § x* — 2 € x* — 2 © x* — €tC, '
§. 17. Cum igitur pofuerimus cot, x = t, ideoque.
hincque ' ' '
* d f<
1 -+- t t
d t -+- d x (1 -+- t t) = o, fiue '
* * * #!-- 1 -+- t t = o. Eft vero - -
*'? f—_ _ r 2 % — 63xx— xo€x*— 1 +$x*— 1 8€x'— CtC.
x = A cot. t, erit differentiando d x =—
*
JT3- I F3T ~
praeterea vero reperitur - • • . . . - . — -
1+tt=g,-4%—4®xx—4€x'—4®x*—4€x'—4$x°- etc.
. . . -+ 1 +4$($( -+-8%3+ 8?13 -+-8% ®+8 ®(€-- etc.
* ' .; - +433+8%€-4-8%£)+
•• ' • • • - - +4. ® ®.
§. 18. In aequalitate igitur £ -+- 1 -+- t t = c, pri
ma membra fponte fe tollunt ; ex fequentibus autem colli
guntur fequentes determinationes: – - - - - - • •
Euleri Op. Anal. Tom. II. IL I - % P.
*
•*$3 ' ) 266 ( §#3•
— 5 »
3-;9(9(,




&=:,(2 %§-+-28&-+- 2 ®®),
=;,(2%&+ 2 %§+2€€+®®).
r.
§. 19. Fx his formulis iam olim in introdu&ione mea
in Analyfin infinitorum valores iftarum litterarum 9, 8, g etc.
fatis longe computaui, deinceps vero ad aliquot terminos
longius continuaui, quos valores igitur hic apponam :
% =;=;- * =;, - - - - - pro poteftatibus fecundis
*
- -
8-;=;. ; — ;; , - - - - pro poteftatibus quartis
= vir - -. • - - - - - - - fextis
= giis - - • • - • - - - o&auis
©
- - -
€=;—–;;-; — „;,, - - - - - - - - decimis.
=;=-;;-? - - - - - - - - duodecimis
I– ;…-;-*; - - - - - - - decimis quartis
=;-£=;-** - - - - - - - decimis fextis
$ =;…*. :;.*;* - - - - - - decimis o&auis
. I 8 - - -
§=—***—. iiiii-* • * • -• • • - • -* vigefimis
- £ = áí. _. ****** - - -• -• - - - - viges. fec.
3.
çy— 232 1 1 • 1 8 2o 4 ss
-'* -
T 1 • • . . . 25 * 27 & - - - - • - • viges. quart.
5R —
•*&3 ) 26:j ( 333
*
- „£4 2397702z . - - -%=;…;. 1 - - - - - - - viges. fext,
- 2?6 . * as74946 ro29 •* .• - - -
£)= - TJS* -;;-— - - - - - - - - - - viges. o&.
- 4*9 s6 u 58 4 ya76oo5 • - '. - - • • * ' • -$y— ;…;. 23 i • • • • • - - -, trigefimis
- •3o s4so25si 453 387 -
=;…;.*#**-* - - - - - - - triges. fec.
- - 432 93:1837******* — — — — — — -
$t=;…;. *■'**iiii: - triges, quart.
Praeparatio Formularum generalium ad alios vfus.
§. 2o. Ha&enus pofuimus m = 1 , nunc autem
(tatuamus m = t=: , eritque
^m tr -— ( n — 1 ) rr _ *
- -_ ._^m , • ■ =; r — £ , vnde fit
fin. *= cof. £, et tang. *= cot. ;;.
Ipfae autem feries ita fe habebunt : *
q? I I II I ' r I
37coTÉ*£T3NE +;T-;-;AE+ JAE- ete.
I I r I 1r •'• • • I.
*AETÉHE*3FET5EE*5EET etC,
'mr I 1 I I I
.37&gt;ET AT, * 3n-E* 57 - I+5E*JE* CtC.
/ I. I . ' . . I. I
T n-1 T3m-PIT 5 TITIT 7mTjT»m-FIT etC.
Euolutio feriei prioris § 2o.
§. 2 1. Contrahantur hic etiam bini termini analogi,
ac prodibit haec feries: . - .
qr 2 7, 6 m L I O % I 4. m.
tr = - - -H etC.
2 ncof.;T m n— 1 T 9 nn- I ' 2 5 n n— 1 49 nn- 1
L l 2 fiue
•»33 ) 268 ( $£?«•
fiue: - - - - - - - -
7r /? 3 M + 5 m . . - 7 m
4n cof.; T nn- 1 9 m m— 1 ' 25 n m- I . 35 E* €tC.
- . f
- . §. 22. Hic igitur omnes iftae fra&iones continen
tur in hac forma genérali: „i_;, vbi i denotat omnes mu
meros impares. Haec autem fra&io in feriem infinitam com
verfâ praebet * - - - - -
- - r. - - -
#-+- 5 -+-;--;*-+-;=-+- etc. ' -
Hinc igitur fingulas fra&iones per feries euoluamus: '
m. r. * r m.
„E-T == +++++++++++ CtC.
* "—— — "— — — —— —— — '— — — — — err.9 m m— i T JET £3T5 33 n5 s7ri7 TY3 T CtC. - -
s m _- i. * i m m. - -
537Γ7 — 3E 37n3 + 33n3 -H 37n7 -H 39.9 + etc.
- ——*—"—~ _ - - - i - * . - m - i -
• • . „ „A E,— T JET 7ΤΗΣ T 7T* T 57Γ? 75P CtC. -
CtC. €tC • -
- r. -
quarum igitur ferierum omnium fumma eft -_π -
4 m cof. F.
-
, *
'§. 23. Nunc etiam has feries per columnas ver
ticales colligamus , ac ftatuamus -
.* m. 1 L 1 i. m. — ^ T
… I +-+-+ * + +-+ +-+- etc. = α ;
m. i i i. __ ,, t* *
1 — # -*- # - # -+-;— ;, -+- etg. = 6 ;1 1 3 •
1 — # -*- # - # -+- # — ;. -+- etc. = c 3
. - , , 9' -. • 1 .* . -. - -7
m. i m. r. - ^r
x — ; -+- # - # -+- ;, — ;, -+- etc. = b 3
, * etc. * etc. ' . *. - s.
- - ' : - ' * • •
;i • i qui•
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quibus pofitis aequatio noftra erit , .;. y -• • , - 1
-.i 7r α 7r 67r* J ' c'mr*+ £r7 r. ,
| 4n cof. £. — 2 mT 2*n* T 2* m' 27 n^ + etc.
•'. ) - . -
: §. 24. Ponamus nunc £ = x, et aequatio noftra
--*. . ., , , ' ,, ' --,. . " -. -. . '\ * '* ,. 7 -, ^ *, . *.
I. Hanc induet' förmam :' * e ! • •• . . . .•
--* -* . * . - - * * - c-r; *,. . 3 *_ ' ' ',' . j- • ' 7. * • • • • • » } • r ... ^ •
ia- ;j.= a x -+- 6 x' -+- c x*-+- b x' -+- e x' -+- etc.
- - .' ' * • • • • ; • • • • • • * i . . .
Nunc igitur , fi breuitatis gratia ponamus .. •-- •.
cof. x = c. — 3 x x -+-y x* — 8 x' -+- ex'-, etc.
ita vt fit , - - - - - - — --- •.
.•& E. I , A. == j: » ') E; =-;»; 8==; 6 » etc.
fi per hanc feriem vtrinque multiplicemus, orietur ifta ae
quatio:
*= &ax+&6x'+ & cx'+&bx'+&ex*+&fx'+&gx* , n.
— 86 —36 — 3« — 86 — 8e — 3f
, , _ + y^ +y6 +yc +yb +ye
__ - - -H& α +ε 6 -+- 8 c *
% r. * .- • ' ; .. • .*. - ^ . , " * .. - - —<a — 36 **,
* * •
*
' §. 25. Singulis igitur poteftatibus
+ ya. , ):
ad nihilum re
du&is nancifcemur fequentes determinationes :
α = £ , • — -' :
.. > 6 = β α . . - ' . ,
c = 3 6 — y α — . - * * *
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b = 3 c — y 6 + 8¢
e = ß b — y c-+- 86 - e a
f = β e — y b+ 8 c — e 6 + ?a
€tC. €tC.
§. a6. Ope harum formularum iam olim fummas
iflarum ferierum exhibui, vnde valores pro praefentibus lit
teris a, 6, c, 6, etc. ita reperientur determinati :
a = : pro poteftatibus I.
' 6- ;;. £ - * _ - - - **- _ -*- - III.
c = ;…;. ; - - - - - - - - V.
b =—!…;. ; - - • - - - - - VII.
; -• -- -- - - - - - IX.
: - - - - - - - XI.
g= —££-;;. ; - - - - - - - XIII.
5=;;£#*. ; - - - - - - - XV.
i = Agg£;. ; - - - - - - - XVII.
i
-— 24o4 s7366 1 67 ! • 5 - - - - - - - XIX.
i • • • • • • m *
§. 27. Hinc igitur fummas iftarum ferierum vsque
ad poteftatem vigefimam apponamus:
1 —-+-+-+-+-i-— etc. =;. £
*-+-++-;,-+-+- etc. =;.£
1 --i; ++-+++- etc. ==;-;.';
*-+++-;,+#- etc. =£:;.?
¥-+++,-#+#- etc. =-*-;-?
•£3 ) 27* ( 3%•
1;
r. m m. • w so52 i . ri •
1-;,-+;;,-;ir-i-;ii- etc.=;-#**..*;ii
re m. T — — ayoaz63._ τ'*r-;#-+;h ;h-+;t, — etG. —, .TT,• ,**
——* l-——: £—— — 199s6o9• • . ***I I ;H-f-;i; ;H +;is CtC. ——TI• AT&
<m17
——*-■--■-— -£-£------ ete. --***'***1**--It ;#+;i; ;# +;i#: • — , I.T 73 * a* •
-—- L-—-E !—— ._44o , 87966 1 67 r rmrt £*
• • • • • • ι δ - Τὸ
etc. €tC
Euolutio fèriei pofterioris § 2o.
§. 28. Binis terminis analogis contra&is haec f&
ries hanc induet formam :
7r I I I I 1
Anco: Eiº 77E;* 9 n m- I *357;T; *AETA—;+ etc.
quae fra&iones in feries euolutae dabunt:
- =;;-+-;--i- & -+- -ir --;is -{- etc.
r - - f t r * -
- ;;:;a-*;*;**;*;w-*;r;rs + etc.gTn— i~ 9 mini
r
ra- -+-, etc.
r • r r r r
- -+-;;;;a -f-;;; ;*-+;: ;**;;; m.afftTL s T 2S nTn
CtC. CtC.
- - - •m; ^mr
quarum igitur omnium fumma eft ;; tang-;:;
-
at mt - - 1
§. 29. Quo nunc has feries verticaliter colligere
queamus, ftatuamus: – – – –
1 -+-;,-+-+-+-;-+-;-+- etc. =%*£
*-+-*-+-+-+-;-+-;-+- etc. =8/£
* -+-+-+#-+#-+-;-+- etc. =€^#
€tXC. €tC.
Vude
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Vnde aequatio noftra fiet . . . . . -,' ' ' - :
i %^ Tt* _,_ $3/ T* _, _ Q' mr6 , ' ®' tr* , .
£; tang. £. — É-+- —- §£ -+- É. —H etc.2 m 2 * n* -
§. 3o. Ponamus nunc £ = x, vt aequatio noftrafia;
ftang. x =% xx -+-%^x*-+- €^x*-+- etc.
vnde erit * ; - *
tang. x= 2 ?(/x-+- 2 §^x*-+- 2 €/x*—H 2 ©^x^ -{- etc.
cuius feriei loco fcribamus litteram t, vt fit tang. x = t,
hincque differentiando d x = -4#, , ideoque häbebimus
#{= 1 -+- t t. Eft vero '
* %= 2 %^+ 2. 38^x x+ 2. 5 ®' x'+ 2. 7 ®^x*+ CtC.
- …
§. 3 r. ' Eodem modo fa&a euolutione erit
*-+ tt= 1 + 4%^%^x x-+- 8 %^3^x*-}- S %^ €^x*4- § 91^ ®^x'+ etc.
+438/38/ + 8?8^®^ -+- etc.
Hinc igitur fcquentes deducuntur determinationes:
¥(2 ?('§'-+- a %^&^-H- 2 © ©^).
etc. ; . .
§. 33. Iftae determinationes fere prorfus conueni
vnt cum iis, quas fupra pro litteris Q( , % , € etc. inueni
mu§.3. totum enim difcrimen reperitur in coëfficientibus nu
msricis. Neutiquam vero opús eft iflos valores feorfim
COm
Q(^— ;, - *
3^=;. %^ %^ -
€^= ;. 2 ®(^3^ * _ _ •
£^=; (^ %^&^+yy) - - .
. . G =3 (= %£'-+- 2 § ®^) , .
- §' =i, (2 ®^ ®'-+- 2 3/3)^-}.& &) …
=£;(
C
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computare, cum , ii iam : ex fuperioribus facillime deduci
queant. Cum enim fit £=**;;=), erit %^=(2* — 1) %. ' Si
mili modo erit
3^=(2*— 1)% , €^=(2*— 1) €, ®^= (2'— 1) ®, etc.
• - •
… ” - , - ., Conclufio. •
§. 33. - In gratiam eorum, qui hos valores penitus
numerice per fra&iones decimales `exprimere voluerint, fub
iungamus fequentem tabulam, in qua omnes poteftates ipfius
7r per fra&iones decimales funt euolutae, vbi loco £ fcrip
fimus-q. -
- - _ - = r, 5*7o79, 63267, 94896, 61923, I 32 I 6, 916
- 2 = I, 2337o, o55o I, 36 I 69, 82735, 43 1 I 3, 74-5
;£;= o, 64596, 4o975, o6246, 25 365, 57565, 636
* ;-!…, = o, 25366, 95o79, o Io48, oi 363, 65633, 659
-*— = o, o7969, 26262, 461 67, o45 I 2, o5o5 5, 487





- Q ; T ; =?=; = o, o2o86, 348o7, 63352, 96o87, 3o5 1 6, 364.
- ' ;-£=; = o, oo468, 17541, 353 I 8, 688 I o, o6854, 633
;-!-=;= o, ooo91, 926o2, 74839, 42658, o2417, 158
• . ■ =*=;= o, ooo 1 6, o44.1 I, 84787, 35982, 1 8726, 6o5
, ,-£=;= o, oooo2, 52o2o, 42373, o6o6o, 548 1 o, sa6
*';-!:…;= o, ooooo, 35 988, 432 35, 2 1 2o8, 534o4, 58o
I • £. —, — o, ooooo, o47 1 o, 87477, 881 81, '7 1 5o3, 665
1 =?=;= o, ocooo, oo569, 2 1729, 2 I 967, 92 681, 1 7o
1!…,= o, ooooo, ooo63, 866o3, o8379, 1852 2, 4o8
… Euleri Op. Anal. Tom. II. M m q'*
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._!…„— e, ooooo, oooo6, 688o3, 91098, 11467, sas
— ^'*' „ = o, ooooo, coooo, 65659, 63 1 I 4, 97947, 23o
1 • . • • • 16
1 7
,-££-;; = c, cocco, ocooo, o6o66, 93573,1 1 o61, 950
;—í!:-;, = o, ooooo, ooooo, oo 529, 44ooz, oo734, 6so
…f*—, = o, ooooo, ooooo, ooo43, 77o65, 4673 1, 37o
qao — o, ooooo, ooooo, oo6o3, 43773, 9179o, 981t • • • • • 2 Q.
= o, Qoooo, ooooo, ooooQ, o I 835,99r65». 3i3* • • • • • 22
£-;; = o, ooooo, ooooo, ooooo, oo 1 25, 38995, 4031 • • • • • a
=-;; = o, ooooc, coooo, ooooo, ooo68, 2o675, 3271 • • • • • 24.
…= o, ooooo, ooooo, ooooo, ooooo, 5 1564, 55o
26 , '
—É— = o, ooooo, ooooo, ooooo, ooooo, o3 11 5, 285
1. q*? „ = o, ooooo, coooo, ccoco, ooooo, co1 83, 239
;-.-£-, = o, ooooo, ooooo, ooooo, ooooo, ooorc, 165
—'*… = c, ooooo, ooooo, ooooo, ooooo, ooooo, 549
- - - •
, .£.… = o, ooooo, ooooo, ocooo, ooooo, oocoo, o26
Äî' -
;-!… = c, cooco, ooooo, ooooo, ooooo, ocooo, ooo
Hae quidem poteftates diuifae funt per certos numeros, qui
autem plerumque funt ii ipfi , per quos eaedem poteftates
ipfius r in fuperioribus formulis diuifi occurrunt, vnde euo
lutio in fra&iones decimales eo facilior redditur.
DE
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Eximia omnino funt , quae celeberr. La Grange in Com
ment. Academiae Regiae Borufficae .pro Anno 1 773
~de diuiforibus 'formulae generaffffirnae B tt + C'tt, —— D u u
dernoriftrauit, et maximam lucem in foientia numerorum ,
“quae etiamnunc tantis tenébris eft inuoluta, accentiunt. Ob
hoc ipfum autem, quod ifta triétatio maxime eft 'generalis,
ii qui non fàtis fimt exercitati in 'huiusmodi fpectilationibus,
-non parum difficultatis offendunt , neque vim tálium fiibfi
-mittm demonftrationum fàtis perfpicere valerit. Qutmobrem
haud inutile erit omnia momenta, quibus hae demonftra
tiones imnituntur, diligentius, explicare atque ad formulas
magis fpeciales accommodare , quandoquidem hoc -modo
omnia facilius intelligi poterunt. Deinde imprimis accura
tius exponam , quantum firmamentum hinc plurimis theore
matibus, quorum veritatefn per fölam induétionem mihi qui
dem cognofcere licuit, afferri poffit, vnde multo clarius
patebit, quantum adhuc ad corum perfe£kam demonftratio
nem defideretur.
- Mm a Ilem
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Lemma.
§. 2. Si p et q fuerint numeri inter fe primi, tum
omnes plane numeri in hac forma , generali cz p -+ 3 4
comprehendi poffunt , idque infinitis modis. Huius lemina
tis demonftratio per fe facilis paffim inuenltur.
Problema I.
§. 3. Si p et q fint numeri inter fe primi, n vero
denotet numerum quemcumque datum , fiue pofitiuum fiue nega
tiuum , inuenire omnes diuifores huius formulae : p p + n q q.
-
Solutio.
Denotet D diuiforem quemcunque numeri in hac
forma p p -- m q q contenti, fitque d quotus ex hac diui
fione ortus, ita vt fit D d = p p —— m q q. . Hic iam ftatim
euidens eft , numerum d ad q fore primum; fi enim q
haberet diuiforem, communem, eundem quoque p habere
deberet, contra hypothefin , quamobrem numerus p per d
et q ita exprimi poterit, vt fit p = cz d -+- 3 q, quo valore
fubftituto fiet -
D d= cz & d d -+- 2 & 3 d q +- (ß ß +— m) q q.
ideoque diuifor
D = cz & d -+- 2 & 3 q -+- (??#- *) q q,
vbi ergo **j* erit numerus integer, qui fit = 4, ita vt
habeatur
D= a & d -+- 2 & 3 q -+- h q q ,
pro qua forma fcribamus
D =fr r == g q r + h q q,
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in
ita vt fit f= d, r = &, g = 2 3 et ob h = 88 £ : erit
fh = ß ß -+- w ; hincque fiet 4fh — g g = 4 n. Hinc igi
tur patet , omnes diuifores formae p p —— m q q femper
contineri in hac forma: -
D =fr r -+- g q r -+- h q q ,
dummodo fuerit 4fh —g g = 4 m. Ac viciffim, fi fuerit
D =f r r -+- g q r —— h q q, erit -
4 df= 4ffr r -+- 4 fg q r -+- 4fh q q;
ideoque ob 4fh = 4 n -+- g g , erit
4 Df = (2 fr -+- g q)* -+- 4 n q q ,
quae forma , a propofita non difcrepat , fi modo diuidatur
per 4.
Corollarium I.
§. 4. In genere igitur omnes diuifores formulae
propofitae p p -+- m q q comprehendere licebit in ifta for
mula latiffime patente: fr r + g r s -+- h s s , dummodo fue
rit 4f h — g g = 4 m, fiue fh — 3 g g = m ; vnde patet, in
numeras huiusmodi formulas exhiberi poffe, quoniam nu
merum g pro lubitu accipere licet. Ex eo autem numeros
f et h ita definiri oportet, vt fiat 4 f h = 4 n -+- g g. '
Scholion.
§. 5. Quoniam autem innumerabiles huiusmodi for
mulas : fr r -+-g r s + h s s, exhibere licet , in quibus fit
4fh — g g = m , parum hinc lucri ad noftrum inftitutum
afferri videtur. Propofito enim quocunque numero D, ad
diiudicandum , vtrum effe poffit diuifor formae pp -+- m q q ,
omnes illae innumerabiles formulae confiderari deberent,
M m 3 IlllII1
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num forte ifte numerus D in quapiam illarum contineatur.
Praecipuum igitur inuentum, quod Illuftri la Grange accep
tum referre debemus, in hoc confiftit, quod infinitam illam
huiusmodi formularum multitudinem ad exiguum nume
rum pro quouis cafu reuocare docuit, id quod in fé
quente problemate exponamus.
Problema II.
§. 6. Formam generalem diuifbrum ante inuentam,
fr r + g r s + h s s, in qua fit 4 f h — g g =n, in aliam eiw
dem formae, f' t t —— g^ t u -+- h^ u u, transmutare, is qua fit
g/<f/ vel h^; manente proprietate 4. f^ h^- g^ g^ = m.
.Solutio.
Ponamus effe f< h et numerum g quantumuis effè
maiorem quam f, ac ftatuamus r=t—azs, quo valore fiib
ftituto orietur i(ta forma:
ft t -+- (g — 2 c. f) t s +-(& &f— c. g -+- h)ss;
vbi manifefto & ita affumi poterit, vt fiat g — 2 &f<^,
vbi quidem animaduertendum eft, nihil referre, vtrum
g — 2 cz f prodeat pofitiuum an negatiuum. Statuatur igi
tur g — 2 cz fz= —H g^, ita vt corte fit g/<f/, tum vero ob
analogiam loco f fcribatur f^ et & &f- & g + h - h^ eritque
4 f* h'- g^ g^ = 4fh — g g = n. •
Hoc igitur modo forma propofita redu&a eft ad hanc:
f/tt -+- g^ ts -+- h's s ,
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in qua certe eft g^ < f. Quod fi iam eueniat vt g^ ad
huc maius fuerit quam h/, tum fimili ` modo ifta , formula
in aliam• transformări poterit, in qua coëfficiens medius vtro
vis extremo fit minor, vnde patet formam propofitam
fr r + g r s + h s s.
femper in aliam fimilis formae
*-* f* t t + g* t u -+- fi^ u u
conuerti poffe, in qua g^ minus fit quam f^ et h', fimu!
que etiam fiat 4 f* h^ — g^ g^ = m. *.
v }
Corollarium 1.
§. 7. Hoc igitur modo infinita multitudo formula
rum fr r -+- g r s+h s s , in qua 4 fh — g g = m ple
rumque ad fatis exiguum numerum reduci poteft , dum fci.
licet omnes illae formulae excludi poffunt, in quibus coëf
ficiens medius g maior eft alterutro extremorum.
Corollarium 2.
§. 8. Cum igitur fit tam f> g quam h > g, erit
4ffi > 4 g g. Sit igitur 4f h = 4. g g -+- A, et cum effe
debeat 4 fh-- g g = 4. n, erit 3 g g -+- A == 4. n, ideoque
3 g g < 4 m, hinc ergo g < V ** ; quamobrem loco g fiuc*
ceffiue eos tantum valores affumfiffè fufficiet, qui funt mi
mores quam V *#, ex quibus fingulis facile colligentur va
lores litterarum f et h ex aequatione 4 f/ = g g -+- m ,
quo fa&o omnes plane diuifbres formae p p -+- fi q q. certe
continebuntur in quapiam harum formularum fimpliciorum.
Scho
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Scholion.
§. 9. Quoniam aequatio 4fh — g g = 4 n locum
habere nequit, nifi g fit numerus par , pro g ftatim feri
bamus 2 g , vt forma d fit frr-+- 2 grs--hss, exiftente
f h — g g = m , quae ergo forma femper ita reduci poteft
vt fit 2 g < f vel < h. Haec autem redu&io commodiffime
per gradus inftitui poteft , dum loco az in fuperiori redu
&ione fcribitur, vnitas. Ita fi fuerit diuifor -
D =fr r -+- 2 g r s -+- h s s ,
erit quoque
D =f/ r r —■— 2 g' r s —— h^s s,
exiftente duplici modo vel . - *
, f = f, g^ =f— g et h^ =f— 2 g -+- h ,
vel etiam
h^ = h, g^ = h —g et f'=f- 2 g -+- h ,
quoniam membra extrema inter fe commutare licet. Quod
fi hic nondum fuerit 2 g^< f^ feu 2 g^< h^, ifta operatio
tam diu continuari debet , donec fiat ' ^ g <f vel h ; vbi
notandum , in his formulis terminum medium 2 g r s tam
pofitiuum quam negatiuum accipi poffe , propterea quod
numeri r et s denotare poffunt , omnes , numeros integros
fiue pofitiuos fiue negatiuos. His igitur, praemiffis inuefti
gemus omnes diuifores primos numerorum vel in hac for
ma : p p +- m q q , vel in hac : p p — n q q contentorum; fi
quidem diuifores compofiti ex primis componuntur, ita vt
cognitis omnibus diuiforibus primis fimul omnes compofiti
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Problema III.
§. I o. Inuenire omnes diuifores primos numerorum in
hac forma: p p + n q q, contemtorum , exiffentibus numen is p
tt q tam inter fe primis quam re/peâu numeri n.
Solutio.
I. Quia enim hic de diuiforibus primis tantum fer
mo eft, nifi p effet quoque primus ad m, formula p p+mq q.
etiam admitteret omnes diuifores numeri n , qui propterea
nullam inueftigationem requirunt et fponte fe produnt. Sit
ergo D diuifor quicunque formae p p -+- m q q , ac modo
vidimus femper fore
D == f r r -- 2 g r s -+- h s s,
exiftente fh—gg= n , ita vt fit tam 2 g <f quam 2 g < h;
quare cum hinc fit f> 2 g et h> 2g, erit fh > 4 g g Sit
igitur fh=4gg+A, et quia fh—gg=m, erit 3 gg--A = m
ideoque g g < ; et g <V 5. Hac igitur conditione multitudo
förmarum pro diuifore D ad eo minorem numerum redu
• citur, quo minor fuerit numerus n. Cum igitur fit
D= f r r-- 2 g r s + h s s , erit
Df= ffr r -+- 2 fg r s +- ffi s s ,
ideoque ob fh = g g -+- m fiet
Df= (fr -+- g s)*-+- m s s ,
quae eft ipfà forma propofita. Simili modo permutatis lit
teris f et h erit quoque
D h = (h s -+- g r)*-+- m r r ,
vnde patet, fi fuerit D f numerus formae p p -+- m q q ,
tum etiam produ&um D h fore eiusdem formae, ita vt fuf
Euleri Op. Anal. Tom. II. IN n ficiat
\
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ficiat alterutram inueniffe. Pro quouis: ergo cafu quaeran
tur omnes valores litterae f, qui fint f, f, f^, f///, etc.
atque omnes diuifores primi D ita erunt comparati, vt vel
D, vel D f, vel D f*, vel D f^, etc. fint numeri formae
p p +- m q q. Haecque fequuntur ex demonftrationibus ll
lu(tris la Grange.
II. Haec igitur 'coniungamus cum iis , quae iam
olim de formis horum diuiforum primorum fum commen
tatus, vbi oftendi, omnes hos diuifores comprehendi poffe
in huiusmodi expreffione: 4 n i + a, dum fcilicet a denotat
certos numeros primos ad 4 m fimulque minores quam 4n',
vbi tantum femiffis talium numerorum occurrit , rehquis
hinc prorfus exclufis. Vnde fi cz denotet hos numeros ex
clufos , affirmari poterit, nullos numeros, in forma 4 mi+&
contentos , effe poffe diuifores formae p p —— m q q. . Iftae
autem formae egregie conueniunt cum praecedentibus. Si
enim fuerit D = p p —H m q q, alteruter numerorum p et q
debet effe impar, ideoque q vel par vel impar. Sit primo
q par, ideoque q q numerus formae 4 i , fiet D=4n i-+pp.
Vnde patet, litteram illam a comple&ti omnes numeros qua
dratos impares et primos ad 4 n, fiue refidua, quae ex di
vifione horum quadratorum, per 4 m fa&a, remanent. Sin
autem fuerit q numerus impar, ideoque q q formae 4i4- 1,
hinc fiet D = 4 m i + p p + m. Vnde patet, litteram a etiam
complc&i omnes numeros formae p p —— m , qui quidem ad
4 n fint primi, vcl eorum refidua ex diuifione per 4 m re
manentia. Iidem vero etiam numeri pro a refultant, fi fue
rit D f numerus formae p p -+- m q q, id quod in exemplisfacilius oftendi poterit. • _ • • - - T .
III.
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- III. His expofitis, cum forma 4 m i -\- a comple&a
tur omnes diuifores formae p p —— m q q; altera autem for
ma 4. n i -+- cz nullos diuifores in fe inuoluat, ex priori for
ma 4 m i —— a excludi debebunt omnes numeri diuifibiles
per quempiam numerum formae 4 n i -+- cz. Quod fi igi
tur demonftrari poffet , hoc modo ex formula 4 m i —— a
omnes plane numeros excludi, qui nequeunt effe diuifores
formae p p -+- m q q , tum manifefto fequeretur, omnes nu
meros primos formae 4 n i —— a certe effe diuifores formae
p p —— m q q , quandoquidem tantum numeros compofitos
hoc modo exclufimus. Totum ergo negotium huc redit,
vt demonftretur , formulam 4 m i —- cz omnes plane conti
nere numeros primos , qui nequeunt effe diuifores formae
p p -+- m q q ; quod fi demonftrari poffet , nihil amplius in
hoc genere defideraretur.
Corollarium I.
§. 1 r. Pro quouis ergo numero m omnes numeri
ipfo 4 n minores ad eumque primi in duas claffes diftri
buentur, quarum alteram littera a, alteram vero littera & de
fignauimus, ita vt formula 4ni--a contineat omnes diuifores
formae p p + m q q, altera vero formula, 4 n i + cz, diuifo
res illos penitus excludat , neque vllus numerus iftius for
mae vnquam effe poffit diuifor formulae p p + m q q. Mul
titudo autem numerorum vtriusque claffis femper eft eadem;
fcilicet fi multitudo omnium numerorum minorum quam
numerus 4 n ad eumque primorum fuerit = 2 λ (femper
enim ifte numerus eft par). Prior forma a continet λ nu
meros, totidemque etiam continebit altera forma α.
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Corollarium 2.
§. 1 2. Circa has formulas: 4. n i + a et 4 n i + &,
iam olim demonftraui, fi numeri a et a^ in priore claffe
occurrant , tum ibi quoque occurrere produ&tum a a^, id
quod etiam de pluribus numeris huius cla(fis eft intelligen
dum , qui fi fuerint a, a^, a/^, a^^^ etc. etiam produ&a tam
ex binis quam pluribus horum numerorum, atque adeo etiam
omnes eorum poteftates in eadem claffe reperientur, poftquam
fcilicet per 4 n diuifi ad refidua minora quam 4 m fuerint
redu&i. Deinde etiam demonftraui, fi cz fuerit mumerus po
fterioris claffis, tum in eadem quoque reperiri debere nu
meros a cz, a^a: , a^^cz , a^* α, etc. Vnde patet, multitudinem
numcrorum pofterioris claffis minorem effe non poffe quam
primae claffis. Quod autem multitudo vtrimque fit prorfùs
aequalis. id etiam facile demonftrari poteft. Tum vero etiam
Noc c rtum eft, fi cz, cz^, cz^^, &^^^, etc. fuerint numeri po
fterioris claffis, tum tam eorum quadrata quam eorum pro
du&a ex binis in priorem claffem ingredi , produ&a autem
ex ternis iterum in claffe pofteriore reperiri.
Corollarium g.
§. 13. Omnia igitur, quae adhuc in hoc genere
defiderari poffunt, huc redeunt, vt demonftretur, claffem
4 n i -+- cz omnes continere numeros primos, qui nequeant
effe diuifores formae p p + n q q ; tum enim eui&um erit,
omnes numeros primos formae prioris 4 n i -+- a certe effe
diuifores cuiuspiam numeri formae p p —4- n q q.
Problema IV.
§. 14. Inuenire omnes diui/ores primos numerorum,
in kac forma : p p - n q q contentorum , vbi quidem, vt
ante
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ante, p et q non folum fint primi inter fè, fèd etiam
primi ad n. - - - - • - -
Solutio. ` `
I. Conditio, quod p fit etiam primus ad m, ideo tan
tum hic adiicitur , quia alias etiam omnes diuifores numeri
n hic in cenfum venirent, quos tamen hic excludimus, vtpo
te per fe manifeftos. Hic igitur primo patet, fi fuerit D
diuifor primus formae p p — m q q, tum etiam fore diuifo
rem formae n q q — p p, fiquidem fuerit m q q maius quam
p p. Nam fi fuerit D diuifor formae p p - n q q, erit quo
que diuifor formae m p p — m n q q, quae forma,! fi loco
m q fcribamus r, abit in hanc : m p p — r r. Deinde eodem
modo vt ante patet , femper fore
D =fr r —- 2 g r s —— h s s ,
exiftente fh — g g = — m, hancque formam fèmper ita re
duci poffe, vt fiat 2 g <f fimulque 2 g < h , vbi quidem
fignâ numerorum f et h non refpiciuntur, fi forte alteru
trum membrum fiat negatiuum ; quare cum, ob f> 2 g et
h > 2 g, fit fh > 4g g, euidens eft fieri non poffe
nifi vel f vel h fuerit negatiuum, vnde forma diuiforis ita
debet conftitui, vt fit _ . . • *•
D=fr.r—H 2 g rs — h s s.
fierique debet —fh—gg=-m, fiue fh-+gg=-+-m. Que
niann igitur fh > 4gg, neceffe eft vt fit 5 g g< m, ideoque
g < V ;, ita vt hoc cafu pauciores valores : pro g relinquan
tur. Tum autem erit
Df=ffr r —— 2 g r s —fh s s, fiue
Df= (fr -+- g s)*— n s s.
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quae eft forma ipfà propofita. Porro autem erit .
D h= n r r — (g r — h s)*,
quae eft forma noftra inuerfa m p. p — q q. Hinc igitur in
telligitur, fi fuerit D f numerus formae p p — m q q , tum
eo ipfo formulam D h fore numerum formae n p p — q q.
*
II. Accommodemus haec etiam ad eam formam di
viforum, quam olim exhibui ; ac primo quidem fi fuerit
D-pp nqq, pro cafibus quibus q eft numerus par, ideoque
q q formae 4 i, fiet D-pp—4ni ; vnde fi ponatur D=4ni-Fa,
ob p p > 4 n i , fi ponatur p p = 4 n k +— b prodibit talis
forma: D = 4 n i + b, ita vt fit a = b, ideoque omnes nu
meros quadratos ad 4 m primos in fe comple&tatur. Sin au
tem fit q numerus impar , ideoque q q formae 4. i + 1, fiet
Di- p p — m — 4 n i , pofitcque iterum pp=4 m k-+ b, prodit
D— 4 m i+ b — m, ita vt hoc cafu fit a= b— m, vbi b denota
re poteft omnes numeros quadratos, vel refidua inde orta.
Simili modo fi fuerit D = n p p — q q, euidens eft , valores
pro a hinc prodituros praecedentium fore negatiuos, ita vt
a comprehendat omnes numeros quadratos, deinde etiam
omnes numeros formae p p — m, tam pofitiue quam nega
tiue fumtos ; quamobrem forma omnium diuiforum ita ex
hiberi poterit, vt fit 4 n i -+- a , forma autem pro numeris
ex claffe diuiforum exclufis erit 4 n i -+- cz , quorum mul
titudo aequalis eft priori, fcilicet & femper totidem fortietur
valores, quot habet littera a,
III. Quo igitur etiam in hoc genere nihil amplius
defiderari queat, id tantum fupereft , vt demonftretur, for
pInaMm
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mam pofteriorem 4 n i -+- cz omnes plane continere nume
ros primos, qui nunquam effe queant diuifores vllius nu
meri vel formae p p — n q q, vel m p p — q q.
Corollarium 1.
§. 1 5. De his binis formulis: 4 n i + a et 4 ni -+- az,
quarum illa omnes diuifores inuoluit, haec vero excludit,
eadem valent, quae ante funt tradita. Scilicet fi a, a/, a//, etc.
ad priorem claffem pertineant, ibidem quoque reperientur
tam omnes poteftates quam produ&a ex binis pluribusue
horum numerorum ; tum vero fi cz fit numerus pofterioris
claffis , ibidem quoque occurrent omnes numeri a az , a^ a^,
a^^cz , etc., ita vt multitudo horum numerorum /minor effe
nequeat quam prioris claffis.
Corollarium 2.
§. 16. Quoniam littera a comple&titur omnia , qua
drata , ante omnia eius valor erit = r, tum vero etiam 9,
2 5, etc. nifi numerus m habeat diuiforem vel 3, vel 5, etc.
His enim cafibus ifta quadrata excludi oportet, quia alioquin
forma 4 m i -+- a numerus primus fieri non poffet.
Scholiom.
§. 17. His igitur generalibus praeceptis expofitis
omnia clariora euadent , fi cafus particulares euoluamus ;
hic enim plura adhuc occurrent, quae in genere attingere
non licuit. Sufficiet autem id in aliquibus exemplis often
diffe , quibus pertra&atis non difficile erit tabulam conftru
ere , quae pro omnibus cafibus - formas diuiforum primo
rum exhibeat.
Exem
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Exemplum 1.
§. 1 8. Inuenire omnes diuifores primos numerorum
in formula p p -+- n q q contentorum , dum fcilicet pro p et
q affumatur numeri inter fe primi.
Solutio.
Pofito diuifore primo
D =fr r -|- 2 g r s -+- h s s,
ob n = 1 debet effe fh — g g + 1, tum vero g < V;; vn
de patet, pro g alium valorem affumi non poffe praeter o;
tum autem erit f h = 1 ideoque tam f= I quam h = 1 ,
ficque omnes diuifores in hac forma D — r r —— s s conti
nebuntur, ita vt fumma duorum quadratorum alios diuifo
res non admittat, nifi qui ipfi fint fummae duorum qua
dratorum. Altera autem forma diuiforum erit 4 i —— 1, et
excludentur omnes numeri formae 4 m -+- 3 fiue 4 n — 1.
Quod fi ergo demonftrari poffet , formulam 4 i — 1 omnes
plane continere numeros primos, qui nequeunt effe diuifores
formae p p —H q q , tum fimul demonftratum effet , etiam
omnes diuifores primos formae 4 i —— 1 fore fùmmam
duorum quadratorum. Hoc autem iam dudum a me po(t
Fermatium eft demonftratum,
Exemplum 2.
§. 1 8. Inuenire omnes diui/ores primos formae
p p — 4 q.
Solutio.
Hoc exemplum ad problema quartum refertur, eft
que n=1, et quia debet effe g < Y;, neceffàrio fieri oportet
3 r
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g= o, ideoque fh = 1, vnde oritur haec forma diuiforum:
T) = r r — s s , quae vtique continet omnes plane numeros
*primos excepto binario. Quamquam enim haec forma habet
fa&tores r —— s et r — s, tamen continet omnes primos, fi
fuerit r — s = I, cuius ratio eft peculiaris. Id etiam altera
diuiforum forma declarat, qua, ob a = I, fit 4 i -+- I, in qua
omnes plane numeri impares continentur, ita vt hoc cafu
nulli excludantur, alteraque forma 4 i -i- & hoc folo cafu
nullum locum habeat. Ceterum hic cafus proprie huc non
pertinet, quia diuifores formae p p — q q per fe conftant.
Exemplum 3. -
§. 19. Inuenire omnes diuifores primos formae
-p p -{- 2 q q.
Solutio.
Hic cafus pertinet ad problema tertium, exiftente n=z,
vnde cum debeat effe g < V;, erit g = o, ideoque fh= 2,
hinc forma diuiforum erit = r r —— 2 s s. Vnde patet, nu
meros formae p p —- z q q alios non admittere diuifores,
nifi qui fint eiusdem formae, quod quidem etiam iam du- •
dum eft demonftratum. Altera autem forma D = 8 i -+- a,
ob a = p p, vel etiam a = p p + 2, pro a hos dat valores:
1 et 3, ita vt omnes diuifores formae p p +- 2 q q fint vel
8 i —— I vel 8 i -+- 3. 'Formae ergo, quae ex claffe diuifo
rum excluduntur, funt 8 i -+- 5 et 8 i +-7, quas igitur fub
forma 8 i —— & eomple&i oportet. Quod fi ergo demon
ftrari poffet, folos numeros primos harum formarum ex
claffe -diuiforum excludi, firnul demonftratum effet, omnes
numeros primos priorum formarum 8m-+-I et 8 n -+-3 con
tineri in formula p p+ 2 q q, id quod quidem iam eft often
Euleri Op. Anal. Tom.II. O o fum. -
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fum. . Ceterum binae pofteriores formulae etiam ita exprimi
poffunt: 8 i -- 1 et 8 i — 3, ita vt valores ipfius & fint nega
íiui ipfius a, id quod in genere de diuiforibus formae
p p +- m q q eft tenendum.
Exempium 4.
- §. 2o. , Inuenire , omnes diui/ores primos formae





Ex problemate quarto eft m — 2, ideoque, ob g<V,
erit iterum g = o et fh -= 2, vnde pro diuiforibus erit
D = r r — 2 s s, vel etiam D= 2 rr - ss; vnde patet has for
mas nullos alios diuifores admittere, nifi qui ipfi fint eius
dem formae. Pro forma autem D=8i -+- a, quia eft a = pp,
vel etiam a= pp— 2, valores pro a erunt +. 1 , ergo omnes
dinifores continebuntur in forma 8 i -+- I ; excluduntur ergo
omnes numeri formae 8 i -+- 3. Vnde fi foli numeri primi
formae 8 i -+- 3 ex claffe diuiforum excludantur, neceffe eft,




§. 21. Cum in Problemate tertio redu&io diuiforum
ad formam p p -+- m q q plerumque vnico tantum modo fuc
cedat, in cafu problematis quarti, talis redu&io femper in
finitis modis fuccedit ; femper enim numeros p et q infinitis
modis ita affumere licet, vt vel ipfe diuifor D vel Df
formulae p p - m q q aequetur.
Corol
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* Corollarium 2.
* * ' ' §. 22. ' Cafu autem huius exempli notari meretur,
fi fuerit D = p p — 2 q q, tum etiam fore D = 2 r r — s s,
quoniam hae- duae formae inter fe aequales fieri poffunt,
iis enim aequatis fit
pp-4-ss=2(qq+ rr)=(q-+-r)'-+-(q— r)',
ita vt fit p = q -+- r et s = q — r. -
Exemplum 5.




- Quia hic eft n=3, ideoque g<r, tantum erit, g-o;
hincque diuifor D = r r -+- 3 s s , ita vt etiam hoc cafu
omnes diuifores primi fint , formae p p +— 3 q q. Quia
autem limes pro g inuentus ipfi vnitati aequatur, quam
fuperare non debet, euoluamus etiam cafum g = I, vnde fit
f h = 4 ideoque vel f= 1 et h = 4, vel f= 2 et h = 2.
Priori cafu fit -
. D= r r + 2 r s + 4 s s = (r + s)* + 3 s s , '
quae eft ipfa forma propofita. Altero cafu fit
* D = 2 r r -+- 2 r s -+- 2 s s,
quae forma cum fa&orem habeat 2 ftatui debet
' ' . D = r r -+- r s + s s i , * * *
quae àutem pariter ad propofitam reducitur. , Nam fi s eft.
numerus par, puta s = 2 t , erit
D = r r -+- 2 r t -+- 4 t t = (r -+- t)* -+- 3 t t ;
• * ' O o 2 fim
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fin autem s eft numerus impar, etiam r debebit effe im
par, quia alioquin ad cafum praecedentem reuolueremur ;
erit ergo r + s numerus par, vnde pofito r = 2 t — s fi*
D — 4 t t — 2 t s + s s = 3 t t + (t — s)*,
vnde patet fuperiorem conclufionem etiamnunc valere, fera
perque effe D = r r + 3 s s. Deinde pro formula 12 i + a,
ob a = p p erit a = I, tum vero formula a = p p + 3
dat a = ^, vnde omnes diuifores continebuntur in alterutra
harum formularum : 12 i -+- I vel 12 i -■— 7, quas coniun&im
ita repraefentemus: 12 i + I, + 7, vel etiam hoc modo
12 i -+ 1, -- 5. Si enim omnes valores ipfius a infra 2 s
in genere deprimere liceat, admittendis fcilicet numeris nega
tiuis, tum altera formula 12 i = a , in qua nullus di
vifor ct ntinetur, erit 12 i + 5 et I2 i + II, vel 12 i — I, + 5,
vnde patet in genere valores ipfius a negatiuos effeipfius a.
Exemplum 6.
§. 23. Inuenire diuifbres formulae p p — 3 qq ttiam
3p p - q q.
Solutio.
Applicando hic problema quartum erit n = 3, ideo
que g < V f, confequentur g = o et fh = 3, vnde diuifor
erit D = r r- 3 s s. Hinc patet, hos numeros nullos alios
diuifores admittere, nifi qui fint eiusdem formae. Deinde
pro formula 12, i + a, ob a = pp, ve! a= 3—p p, alii va
lores non prodeunt, praeter a = I, ita vt omnes diuifores
contineantur in hac forma: 12 i -+- 1. Formula igitur diuifo
res excludens erit 12 i -+- 5.
t. • Sch0
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Scholion.
§. 24. Iftas formulas iam olim expediui, et de
rnonftraui eas alios diuifores non admittere, ' nifi qui fint.
eiusdem formae, id quod in maioribus numeris pro m af
fumtis non femper contingit. Conueniet autem eos cafus
excludere, quibus: * eft vel numerus quadratus, vel per qua
dratum diuifibilis. Si enim foret n = k m m, tum formula
pp -+- k m m q q conueniret cum hac : p p -+- # q q.
- Exemplum 7.
§. 25. Inuenire diuifores numerornm p p+ 5 qq.
Solutio.
Ob V; >g erit vel g = o vel g = 1 ; priori cafu fit
ffi — 5, pofteriori vero fh = 6. Prior cafus dat diuiforem
D = r r + 5 s s , quae eft ipfa forma propofita ; pofterior
vero dat vel -
D = r r -+- 2 r s —H 6 s s vel
P= 2) r r -+- 2 r s —#- 3 ss,
quarum-formarum illa per redu&ionem ad primam redit,
et in fit
D=A(r + s)'-+- 5 ss,
haec vero ab illa difcrepat, cum inde fiat -
2D=4rr-|-4rs-+-6ss= (ar-- s)'-+-sss ;
vnde patet, omnes diuifores vel ipfos effe numeros huius
formae, vel eorum dupla, ita vt, fi ipfe diuifor D non,
£ierit formae p p —— 5 q q, eius duplum 2 D certe futurum
• fit huius formae. Deinde pro forma 2o i + a, ob a = p p.
eius valores hinc nati erunt I e* 9, ex altera autem for
O o 3 mula
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wmula — p p + 5 colliguntur iidem valores r et 9. Quia ve
το- hic tantum de diuiforibus: agitur, pro at etiam fumi po
terit £ f **, vnde oriuntur valores 3, 7, ficque formula omnes
diuifores continens erit 2oi-- r, +-3, --7, +-9, contra
vero formula diuifores excludens erit 2o i- I, -3, —7, — 9.
Si iam demonftrari poffet, iftam poftremam formulam conti
nere omnes numeros primos, qui nequeunt effe diuifores for
mae propofitae, fimuldemonftratum foret, omnes numeros pri
mos in priore forma contentos certo effe diuifores cuiuspiam
numeri formaep p + 5 q q, ideoque vel ipfos vel eorum dupla
eandem formam habere debere. Tales, autem numeri vsque
ad centum funt
I, 3, 7, 23, 29, 4', 43, 47, 6I, 67, 83, 89.
Exemplum 8.
§. 26. Inuenire diuifores numerorum formae pp- 5qq.
Solutio.
Hic ex problemate quarto eft n=5, vnde obg<V;
fumi - poterit g = o, vel etiam g = I. Nihil enim nocet
fumere g = 1 ; fuperfluum tantum foret, ipfi maiorem va
lorem tribuere. At g = o dat diuiforem r r— 5 ss, hoc
eft formae propofitae; alter vero valor g = 1 dat f4= 4
ideoque vel -
D= r r -+- 2 r s — 4 s s , vel
D = 2 r r -+- 2 r s — z s s. - . * .
Prior reducitur ad D=(r-+s)'— 5 ss, hoc eft ad propofitam,
pofterior vero per 2 diuifa dat diuiforem,
D = r r -+- r s — ss,
• . •
quae
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quae forma etiam ad propofitam reducitur, quod ita, oftendo.
Vel ambo numeri r et s erunt impares, vel altera par, al
ter impar. Pro cafu pofteriore fit s = 2 t eritque
s D = r r + 2 r t — 4 t t, fiue D = (r+ t)'— 5 t t.
Sin autem ambo numeri : fint impares, erit eorum füuma.
r-+- s par, puta 2 t, ideoque r =.2 t — 5, vnde fit
D = 4tt — 2ts — ss=5tt— (t -+- s)* , , -
Patet igitur, omnes diuifores numerorum formae propofitae
quoque eiusdem effe formae. Iam pro forma 2oi -+- a va
lor a = p p praebet 1 et 9, alter autem valor a=5— pp
praebet itidem 1 et q, ita vt omnes diuifores contineantur
in hac forma 2o i -+- I, -H 9. Altera autem forma diuifo
res excludens erit 2o i £ 3, -+ 7- - * *
» Scholiom. , , " -
§. 27. Quoniam ex his exemplis iam fatis liquet,
quomodo pro minoribus numeris n fingulas has operationes




, , § 23. - Inuenire omnes diuifores primos numerorum
formae pp -f- 17 q q. -
Solutio.
Cum fit V ; < 3, pro g habebimus tres valores
o, 1, 2. Primo fit g= o, ideoque fh = 17, hinc diuifor ori
für G=rr+ 17 ss, ideoque ipfius formae propofitae. Secundo
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r*. D= rr-+-2rs-HI8ss=(r-+-s)*-+- 17 ss
2°. D = 2rr—-2 rs-+- 9 ss, vnde fit
- 2DE4rr-+-4rs-+- 18ss= (2r-+-s)*-+- 17 ss ;
ita vt 2 D fit formae propofitae :
^ 3°. D= 3rr-+- 2 rs-+- 6ss
cuius triplum induit formam propofitam:
Tertio fit g= z ideoque fh = 21 = I. 21 = 3. 7; vnde
oritur
1°. D= r r-- 4rs -- 21ss=(r+-2 s)*-+-r7 ss
2*. D= 3rr—H4rs-+-7 ss.
cuius triplum iterum formam propofitam induit. Quam
obrem omnes diuifores ita erunt comparati, vt vel ipfi, vel
eorum dupla, vel eorum tripla habeant formam propofitam.
Quod deinde ad formam 68 i -+- a attinet, valor - a =p p
praebet numeros, I, 9, 25, 49, 13, 53, 33, 21 ; alter autem va
lor a= p p+ 17 dat 21, 33, qui numeri cum praecedentibus
conueniunt. Qui autem hic etiam fubdupla et fubtripla oc
currere poffunt, primo patet formam a = £f nullos dare va
lores idoneos: at a=£f fequentes praebet numeros: 3, 27,t,
II, 39, 23, 31, 63. Deinde vero formula a=£f== if dat 9,
21, etc. qui numeri iam occurrunt. Denique formula
a = £*= ? praebet 7, II, 27, etc. qui itidem iam adfunt.
Quamobrem omnes valores idonei pro a erunt
I, 3, 7, 9, II, 13, 21, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63.
Hi autem numeri multo facilius inueniri poffunt ; ftatim
enim atque aliquos tantum reperimus, quoniam nouimus,
eorum produ&a ex binis pluribusue etiam occurrere debere,
ante omnia autem omnes numeri quadrati per fe occurrunt,
eX
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ex quibus, quià etiam 3 occurrit, iam omnes plane repe
riuntur. Quod fi iam omnes hos numeros infra femiffem
numeri 68, deprimamus, dum maiorum complementa ad 68
figno — affe&ta apponimus , tum valores ipfius a fequen
tem feriem conftituent:
+ I, -+-3, —5, +7, +9, +II, -+- I3, — I5, — I9, +21,
+23, +25, +27, —29, +3T, -+-33
Si iam omnium horum numerorum figna mutemus, obti
nebimus omnes valores litterae az, pro formula 68i -+- cz,
ex qua omnes diuifores funt exclufi. -
Corollarium 3.
§. 29. Hinc igitur perfpicuum eft , etiam pro om
nibus aliis numeris pofitiuis loco n affumtis in valoribus
litterae a omnes plane occurrere numeros impares minores
quam, 2 n, et qui fimul ad m fint primi, dum alii figno +,
alii figno — funt affe&ti. -
Exemplum Io. . .
§. 1 o. Inuenire omnes diuifores primos numerorum in
hac formula: pp- 19 qq, vel etiam 19pp-qq contentorum.
Solutio.
- Hie igitur ob n=19 erit g <V';, ideoque g<2, vn
de habebimus vel g= o vel g= I. Sit primo g = o erit
que diuifor D = r r — 19 s s ob f h = 19, ideoque hi diui
fores iam funt ipfius formaé propofitae. Sit porro g = I
fietque
Euleri Op. Anal. Tom. II. P p f h
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__ fh = 19-r- 18= I. 18=2. 9=3, 6;
vnde tres cafus funt euoluendi : .
I*. D = rr-+-2 rs— 18 ss=(r-4-s)* — 19 ss.
quae forma iam in propofita continetur.
2°. Di- 2rr -+- 2 rs-9 ss,
cuius duplum ad formam propofitam redit.
3°. D = 3rr -+- 2 r s- 6ss
cuius triplum in forma propofita continetur. Sicque omnes
diuifores quaefiti vel ipfi , vel eorum dupla , vel eorum
tripla in forma propofita continentur. Deinde pro forma
4 m i -+- a, fiue 76 i -+- a valores ipfius a ex fequentibus
formulis deriuari debent:
I*. a = p p dat I, 9, 25, 49, 5, 45, 17, 73, 61.
2°. a= ££ dat mullos valores idoneos, quia omnes forent
pares. 3°. a=£?, fiue a =3tt, praebet hos valores :
3, 27, 75, 71, 15, 59, 51, 67, 3r.
4°. a= 19—pp dat 15, 3, etc. -
qui iam occurrunt, -
' 5°. a= £*f dat 9, 5, 3, etc.
qui iiidem iam adfunt.
6°. a=r=?? dat 5, 1, 15, etc. -
qui etiam adfunt. Quamobrem omnes numeri idonei pro a
affumendi, quoniam tam pofitiue quam negatiue accipi pof
funt, infra 38 deprimi poffunt, dum fcilicet maiorum com
plementa ad 76 apponuntur.
I, 3, 5, 9, 15, I7, 25, 27, 3I
\Pro
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Pro altera autem forma 76i -+- &, in qua nulli diuifores oc
currere poffunt , valores ipfius cz funt fequentes:
, 7, II, I3, 2I, 23, 29, 33, 35, 37. ,
t
Scholion.
§. 3r.. Ha&enus alios numeros pro n non affum
fimus, praeter primos, quamobrem etiam adhuc adiunga
mus duo exempla circa numeros [compofitos. -
Exemplum II.
6, 32. Inuenire omnes diuifores primos numerorum
in hac forma contentorum : pp-\-3o qq.
Solutio.
Hic ob n =3o et g < VIo , loco g quatuor valo
res affumi conueniet , o, I, 2, 3 quos ergo fingulos per
CurramlJS
I. g=o praebet fh=3o, vnde pro diuifore D fequentes
formulae nafcuntur:
1°. D= rr-\-3oss,
2°. D=2 rr -+- 15 ss ;
3°. D=3r r-- Io ss
4°. D=5rr —— 6 ss
quarum prima cum forma propofita congruit, tum vero fe
cundae duplum, tertiae triplum et quartae quintuplum ; vbi
notetur , loco quintupli etiam fextuplum fumi poffe , quan
&loquidem fi fuerit
5D=pp-+-3o qq ;
P p 2 tum
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rum etiam erit
6 D = pp -+-3o qq
II. Sit iam g= I, erit fh=3r, vnde vnica formâ pafcitur
D E rr-\-2 rs-+-3I s s =(r-+- s)*-+-3o ss ,
quae eft ipfa forma propofita. . .
III. Sit g — 2, erit fh=34= I. 34= 2, 17 ; vnde duaa
formae nafcuntur *.
1°. D= rr-\-4 r s +-34 s s =(r—-2 s)'-+-3o ss.
2". D=2 r r-- 4 rs -- 17 s s ,
cuius duplum ad formam propofitam reducetur.
IV. Sit g — 3 eritque fh =39= I. 39=3. 13, vnde iterum
duae nafcuntur formae
I. D= rr-+- 6 rs -+-39ss=(r—-3 s)*-+- 3os s
20. D— 3rr+-6rs-- 13 ss »
cuius triplum induit formam propofitam. Ex his igitur fé
quitur, omnes diuifores D ita effe comparatos , vt vel D,
vel 2 D, vel 3 D, vel 6D in forma propofita contineantur.
Deinde vero pro forma 4ni-- a= 12o i +- a ante omnia
notetur , multitudinem omnium numerorum minorum quàm
12o fimulque ad 12o primorum, effe 32, vnde iam certo in
ferre poffumus, numerum valorum tam litterae a quam &
effe 16. Cum igitur primo in a omnes numeri quadrati oc
currant, formula a = p p dabit hos tantum numeros: I et
49 : at vero formae ??, £? et £? nullos plane praebent nu
meros ad i2o primos. Altera vero forma a =z pp +-3o
praebet hos tantum numeros : 31, 79. Hinc autem porro
a= *f*i*, fiue haec: a= 2 tt —— 15 praebet 17, 23, 47, II3.
Porro a= tf++, fiue a=3tt+Io praebet 13, 37. Haec igi
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tur forma tantum dat duos valores, Denique a=??£::, fiue
a= 6 t t-+- 5 dat hofce : II, 29, 59, IOI. Hoc autem modo
tantum I4 prodierunt valores pro littera a, ita vt duo ad
huc defiderentur. Verum hic perpendendum eft, loco for
mulae pp-+-3o generalius poni potuiffe p p -+- 3o q q, vnde
fumendo p-3 t et per 3. diuidendo ftatui poterit a-3tt+Ioqq.
Sit nunc q- 2, fietque a = 3 t t-+- 4o, vnde cafus t = I
praebet a=43, at t = 3 dat a=67 ; hocque modo naéti fu
mus omnes 16 valores ipfius a, qui ordine ita procedunt:
I, IT, I3, I7, 23, 29, 3I, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, IOI, II3
Quod fi iam loco numerorum maiorum quam 6o eorum
complementa ad I2o cum figno — fcribantur , ifti numeri
ita difponi poterunt: -
- + I — 7, + II, + 17, — 19, + 23, +29, +31, -+- 37, —4r,
I • -+43, -+- 47, -i- 49, — 5o, -i- 59,
vbi omnes plane numeri impares ad 3o primi occurrunt:
vel figno -+- vel — affeéti, vbi fi figna mutentur, habebun
tur omnes valores litterae & pro formula 12o i -+- cz, cu
ius omnes numeri ex claffe diuiforum excluduntur.
Corollarium I.
§. 33. Omnes ergo diuifores nnmerorum formae
Pp-+-3* qq in quatuor claffes diftribuuntur, quarum prima
continet eos, qui ipfi funt formae pp-\-3o qq ; fecunda ;
claffis vero eos, quorum dupla funt eius formae, tertia,
quorum tripla et quarta denique eos, quorum quintupla
vel etiam fextupla ad formam pp-\-3oqq reduci poffunt.
Hae igitur quatuor claffes, fi formam propofitam pp-+3oq q.
littera F, diuifores vero littera D defignemus, hoc modo re
praefentari poffunt:
- P p 3 L.
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I. D—F; II. 2D —F; III. 3D—F; IV. 5D— F;
vbi notaffe iuuabit, fi fuerit 2 D = F, tum etiam fore
15 D — F ; fimilique modo fi fuerit 3 D — F, erit etiam
IoD= F; at fi fuerit 5D— F, erit etiam 6D=F.
Corollarium 2.
§. 34. Quando dicimus, omnes diuifores numero
rum formae propofitae pp-\-3o q q in forma I2oi-Ha con
tineri, id non ita eft intelligendum, quafi omnes numeri
in formula 12o i-+- a contenti effent diuifores, fed inde ex
cludi debent omnes illi, qui per quempiam numerum for
mae 12oi-+- cz funt diuifibiles. His autem fublatis maxime
probabile videtur, omnes reliquos numeros formulae 12oi+a,
ideoque imprimis numeros primos, certe fore diuifores cu
iuspiam numeri formae pp+—3oqq. Ifti autem numeri
primi in formula 12o i-+- a contenti facili negotio quousque
libuerit affignari poflunt, quippe qui hoc ordine vsque ad
24o progrediuntur
I, II, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 59, 67, 79, IoI, II3,
131, 137, I49, 151, 157, 163, 167, 179, 199, 233.
Corollarium q. *.
§. 35. Quoniam omnes diuifores funt quadruplicis
generis, inde etiam valores ipfius a in quatuor claMes üttri
bui conueniet, prouti inde oriuntur diùifores vel primae,
y£!.fecundae, vel tertiae , vel quartae claffis, quibüs ergo
fubfcribamus chara&eres cuiusque claffis 1, 2, 3, 6, hoc modo:
*, 'J, 13, 17, 23, 29, 3r, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, Ior, II3
- I, 6, 3, 2, 2, 6, J, 3, 3, 2, I, 6, 3, I, 6, 2.
Hic igitur notari meretur, fingulas claffes quater occurrere.
- - Exem
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Exemplum 11.
§. 36. Iuuenire 9mnes diuifores primos numerorum in
hac forma: pp-3oqq, fiue in hac : 3opp—qq contentorum.
Solutio,
Cum hic fit V ? < 3 , pro littera g habemus an
tum tres valores o, 1, 2. Hinc cum fit fh=3o—gg, pro
primo cafu erit fh=3o, pro fecundo fh= 29 et pro tertio
fh =26, quos igitur cafus euoluamus.
I. Sit g=o et hinc nafcuntur fequentes valores:
I*. D = r r — 3o s s ,
2°. D = 2 r r — 15 s s ,
3°. D = 2 r r— Io s s ,
' 4°. D =: 5 r r — 6 s s.
II. Si g= 1 vnica forma nafcitur
D= rr-- ars—29ss=(r-4-s)'—3oss,
quae ergo eft ipfa forma propofita.
IIL Si g=2 oriuntur duae formulae
r°. D=rr--4rs—26ss= (r+2s)'—3oss :
iterum ipfa propofita ;
-
2*. D = 2rr-+-4rs-13 ss,
cuius duplum fit numerus formae propofitae. Hinc ergo
nafcuntur quadruplicis generis diuifores, qui pofita littera 8,
pro formula 'propofita funt
I. D= E. II. a D— F. III. 3D= F. FV. 6D=F.
T)einde vero pro formula omnes diuifores continente 12oi -+- a
erit primo vel a=pp , vel a=££ vel a=* vel a=*;*,
vnde
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vnde alii numeri ad 3o primi oriri nequeunt nifi ex prima
forma a=pp , ideoque duo tantum valores hinc nafcuntur:
fcilicet I et 49. Altera autem forma erat a= vel 3o—pp,
vel ir = £?, vel ie-HtP , vel =£?, quarum prima a=3o pp
praebet hos numeros : 29, 19, 91. Quia autem loco 32 po
nere poffumus 3o q q , formula a = 12o — p p praebet in
fuper hos valores: 119, 71. Secunda ad formam a- 2 tt- 15
reduéta dat hofce numeros: 13, 7, 17, 83, 113, Io7. Huic vero
formulae aequiualet 15p p — 2 q q , ergo fumto p = 3 erit
quoque a= 135— 2 qq, vnde prodeunt 13, 7, Io3; ideoque in
fuper nouus Io3 accedit. Ex tertia forma a = 3 t t — 10
hofce nouos numeros nancifcimur: 7, 17, forma autem affinis
a = Io t t — 3 praebet infuper 37. Ex vltima forma 5tt—6
nafcuntur hi valores: I, 119; ex forma vero affini a=6tt-5
ifti : I, 19, 49, 91. Hinc imprimis notandum eft , eosdem
numeros ex diuerfis claffibus oriri poffe. Prodierunt autem
haétenus
I, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 9r, Io3, Io7, II3, II9
quorum valorum numerus quidem tantum eft 15, cum efß
deberet 16 ; quia autem nouimus, cuiusque numeri com
plementum ad 12o etiam occurrere debere, ifte defe&us fa
cile fuppletur. Deerat fcilicet IoI tanquam complementum
ipfius 19, Quia autem numeri a tam pofitiue quam nega
tiue accipi poffunt, complementa reiicere licet, ita vt pro
a habeamus oéto fequentes valores ;
I, 7, I3, 17, I9, 29, 37, 49 - -
reliqui igitur numeri praebent. valores, litterae &, qui erunt
totidem - -
II, 23, 3I, 4I, 43, 47, 53, 59, * • -•
Corol





Corollarium I. , *
§. 37. Hoc igitur cafu, admiffo meo Theoremate,
quod omnes numeri primi, in forma 4 m i +- a contenti fi.
mul fint diuifores numerorum formae p p + m q q ; numeri
primi ex noftra formula 1 2o i -+- a orti vsque ad 24o funt
fequentes: -
I, 7, I 3, 17, 19, 29, 37, 71, 83, I o I, I o3, I ©7, II 3,
I 27, I 37, I 39, I 49, I 57, 19 I, 223» 227, 233.
Corollarium 2.
§. 38. Quoniam in hac euolutione vidimus, eos
ôlem numeros ex diuerfis claffibus ortos effe , manifeftum
eft nequicquam quatuor claffes diuerfàs effe conftitutas, fed
.binas earum in vnam coalefcere poffe. Primo enim omnes
diuifores quartae claffis, pro quibus erat 5 D = F, fiue
etiam 6 D = F, iam in. prima : claffe D = F reperiuntur,
ita vt femper, quoties fuerit 5 D = F, etiam futurum fit
D = F. Simili modo diuifores tertiae claffis etiam continen
tur in claffe fecunda. Quod fi enim fuerit 3 D= F , fem
per etiam erit 2 D = F , quamobrem omnes diuifores pro
forma propofita p p -- 3o qq, vel 3o p p — q q ad duas tan
tum claffes priores reuocari poffunt: fcmper enim erit vel
ID = F vel 2 D — F.
Corollarium 3.
§. 39. Omnes igitur numeri primi ex noftra for
• ma 1 2o i -+- a oriundi duplicis erunt generis, dum vel
ipfi vel eorum dupla formam propofitam haberi poffunt,
quos fimili modo vt ante diftingui conueniet, fubfcriben
do fingulis valoribus chara&eres vel I vel 2
Euleri Op. Anal. Tom. II. Q q. a. I, 7,
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1, 7, 1 3, 1 7, 19, 29, 37, 49
I, 2, 2, 2, 1 » 1, 3» I.
Vbi notetur, ambos chara$teres totidem occurrere.
Scholion. -
§. 4o. Quod fi crgo pro numeris cuius unque for
mae p p + m q q omnes diuifùres primi d fiderentur, eos
facillime ex noftra forma genera'i 4 m i -+- a affignare licet ,
dum contra, fi formulis ab lllu(tri La Grange exhibitis vti
vJlemus , opus foret maxime moleftum , ex fingulis formis
fr r -+- 2 9 r s + h s s omnes numeros primos eicere ;
quamobrem maxime eft optandum, vt demonftratio firma
illius mei afferti detegatur, quippe quo demum ifta Theo
ria ad fummum perfe&tionis gradum euehetur. Arbitror
autem, talem demonftrationem mox fortaffe fperari poffe ,
fi fequentia momenta probe perp ndantur.
1). Poftquam pro formula propofita quacunque
p p -+- m q q ambae meae formulae 4 n i -+- a et 4 n i -+- a.
fuerint conftitutae , eae fimul omnes plane numeros impares
ad propofitum n primos comple&untur; tum vero omnes
diuifores ad formam priorem 4 m i —- a referuntur; nulli
autem numcri alterius formae 4 m i -+- az poffunt effe diui
fores propofitae, fiue omnes numeri pofterioris foimae ex
claffe diuiforum penitus excluduntur.
2). Probe perpendatur, quouis cafu omnes valores
ipfius a cgregia lege inter fe cohaerere, ia vt omnes con
iur,&tim quafi ambitum quendam complerum confti.uant, in
quo nihil deficiat nihilque abundet , quandoquidem omnia
produ&ta ex binis pluribusue horum numerorum iterum in
eadem
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eadem claffe occurrunt, ita vt fimul atque aliqui valores
idonei pro a fuerint inuenti, ex iis reliqui omnes facile de
finiri queant , praecipue quoniam omnes numeri quadrati
eorumue refidua refpe&u diuiforis 4 m certe ingrediun
tur. Vnde fi hoc modo omnia produ&a, atque etiam po
teftates numerorum iam iuuentorum inferantur, mox tota
ifta claffis ita adimplebitur, vt multitudo omnium numero
rum huc pertinentium femper fit femiffis omnium plane nu
merorum ad 4. m primorum eoque minorum ; altera vero
femiffis praebebit claffem numerorum a , qui nullo modo
diuifores euadere poffunt. -
3). Hinc igitur patet, ambas iftas claffes difcrimine
maxime memorabili et in natura ipfa numerorum fundato a
fe inuicem difcrepare, atque adeo effentialiter a fe inuicem
diftingu- , ita vt numeri alterius claffis natura fua ab altera
claffe prorfus fint diuerfi.
4). Quoniam nulli numeri claffis 4 m i + & vnquam
effe pofTunt diuifores vllius numeri formae p p + m q q :
ifta claffis tanquam origo fpe&ari debet omnium numero
rum, quorum natura ab indole `diuiforum abhorret, quae re
pugnantia quoque ad omnes numeros extendi debet, qui
diuifibiles funt per vllum numerum claffis 4 n i -+- cz. Si
enim tales numeri poffent effe diuifores, etiam ifti huius clas
fis numeri forent diuifores, id quod naturae rei repugnat.
5). Cum antem produ&a ex binis numeris claffis
4 n i -+- & in claffem diuiforum 4 n i -+- a tranfeant, mani
feftum eft , in prima claffe plurimos occurrere debere ab
indole diuiforum alienas ; omnes fcilicet eos, qui per vllum
numerum alterius claffis funt diuifibiles.
Q_q a • 6).
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6). Quod fi iam omnes ifti numeri in claffe 4ni4a
deleantur fiueTexcludantur, qui natura diuiforum refragan
tur, maxime probabile videtur, reliquos numeros omnes
indole diuiforum fore praeditos. Cum hoc modo tantum nu
meri compofiti expungantur, euidens eft omnes plane nu
meros primos in forma 4 n i -+- a , contentos reuera fore
diuifores cuiuspiam numeri formae p p -+- n q q. Totum
ergo negotium huc redit, vt ifti probabilitati vis perfe&ae
demonftrationis concilietur. Haec autem veritas fi qua eft
elegantius ita propohi poteft.
Theorema demonftrandum.
§. 4 r. Si fuerit a diuifor cuiuspiam numeri formae
p p -+- m q q, ita vt fit a D = p p-+- m q q , tum quotìes
4 ni-4 a eft numerus primus, toties quoque erit D(4 n i-+d),
numerus formae p p -+- m q q. Hic autem fequentia notari
oportet. 1) Numeros p et q inter fe effe debere primos.
2) Diuiforem a etiam primum effe debere ad n , quoniam
diuifores ipfius m hinc excluduntur. 3) Quod fi forte eue
niat, vt numerus D (4 m i -+ a) non videatur in forma
p p —- n q q contineri , tum femper eius quadruplum, vel
etiam eius produ&tum per aliud quadratum, certe in ea
contineri. Quoniam igitur hoc cafu erit
D (4 m i -+- a) = (?)*-+- m (?)*,
haec refolutio nullam 'cxceptionem mereri eft cenfènda. Ita
cum fit 27 == 4* —- 1 I. I*, erit a — 27 et m = I 1 et D = J,
vnde formula 4 n i -+- a euadit 44 i + 2 7, quae cafu i = 1
praebet 7 1 , hoc eft numerum primum; neque tamen in
integris effe poteft 7 1 = p p +- 1 1 q q. Eft vero
s. - 4. 7t
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' ' ' • 4. 71 = 284 = 3* -+- . r. 5* ideoque : * • • .
71 = (;)* -+- 1 I. (;)*. . . * -■ , • : … , , :
Tales autem cafùs raro occurrunt et ideo., non funt , exci
piendi, quia numeri formulae 4 fi i -+- cz ita ex claffè diui
forum excluduntur., vt, etiamfi, pro. p et q numeri ' fra&i
accipiantur, tamen nunquam diuiföres effe queant. '
.. , • • ; : •
- - - -
Scholion.
' ' ' §. 42. * Superfluum foret 3 has inueftigätiones ad
huiusmodi formulas: m p p -+- m q q extendere , cum omnes
diuifores nùmerorum formae mpp-+- m qq. femper fint etiam
diuifores numerorum formae p p -- m m q q. ae igitur
olim in Tomo XIV. Comment. Vet. Academiae de diuifo
ribus numerorum, formae m p p + m q q , füm commentatus
et magnam `partem ex fola indu&ione cónclufi , nunc per
egregias proprietates ab illuftri La Grange defmonftratas non
folum plurimum illuftrantur, fed etiam ad multo maiorem
certitudinis gradum perducuntur, ita vt iam nihil amplius
defideretur, nifi vt folida demonftratio Theorematis allati
detegatur , quam nunc quidem mox exfpe&are licebit. Mea
'autem methodus imprimis: hac gaudet praerogatiua , *quod
eius -ope omnes plane- diuifores huiusmodi formularum
m p p -+- m q q affignari et , quousque libuerit, continuari
poffunt, id quod infuper fequenti exemplo ' declarabo.
* … » :
Exemplum. . -
§. 43. Inuenire omnes diuifires, formae pp-\-39 qq.
Primo igitur per formulas illuftris La Grange quae
ramus omnes diuerfàs formas horum diuiforum, et cum fit
Q_q 3 f} …
-
/
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n = 39 ideoque V? < 4, fufficiet pro g affumere hos qua
tuor valores: o, 1, 2, 3. -
formae nafcuntur:
1°. r r —— 39 s s , 2°. 3 r r -+- 13 ss,
quarum prior dat diuifores D= F et altera 3 D = F; de.
notante F formam propofitam.
II. Valor g = 1 dat fh = 4o, vnde nafcuntur iftae
formae :
1°. D= rr-- 2 rs-+-4oss=(r-+ s)*-+- 39 ss,
ideoque D = F.
2°. D = 2 r r —H 2 r s -+- 2o s s ,
quae forma autem numerus primus effe nequit.
3°. D = 4 r r-- 2 r s -+- 1 o s s,
quae forma itidem non dat numeros primos.
4°. D = s r r -+- 2 r s + 8 s s ,
vnde fit 5 D — F, vel etiam 8 D = F. - -
III. Cafus g = 2 dat fh=4s, vnde vnica forma oritur
D = r r -+- 4 r s -+- 43 s s = (r -- 2 s)* -+- 39 ss
ideoque D = F. -
IV. Cafiis denique g= 3 praebet f h = 48, vnde fequen
tes formae numeros primos contincntes oriuntur:
1°. D=rr-- 6rs-i-48 ss=(r-+- 3 s)*-+- 39 ss,
ideoque D = F.
2°. D = 3 r r -+- 6 r s -+- 1 6 s s
I. Valor igitur g = o praebet fh= 39, vnde hae duae
dat
*.
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f;j dat 3 D = F, vel etiam i6 D = F. Hinc igitur patet,
omninò dari tria genera diuifòrum : • I
1) D = F, 2) 3 D = F, 5 D — F. . .
Quibus conftitutis euoluamus, formulam 4 n i + a:= 156 i-+-a ;
vbi primo notetur, omnium numerorum ad 1 56 primorum
Ipfoque minorum multitudinem effe 48, vnde vsque ad fé
miffem 78 erunt 24, quórum finguli vel pofi:iue vel nega
tiue fumi praebent valores pro littera a. Ifti ergo numeri
Crunt. . • • .
I, 5, 7, 1 1, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 5 I , 4-3»
47, 49, 53, 55, 59, 61, 67, 7 I, 73, 77
vbi primo quadrata habent fignum +, qui ergo funt
-+- I, -H 25, -+- 49 ;
reliquorum vero numerorum quadrata diuifione per 156
deprimantur infra 78 , vnde fiet
1 1*=-35 , 17*=- 23 , 19—+49 , 23*=-+ 61. .
Pro reliquis numeris confideremus formam p p + 39, vnde
fumto p = 1 prodit 4o , cuius numeri ad genus tertium
pertinentis diuifor 5 habet fignum +. Iam quia praecedentes
numeri ad genus primum funt referendi, eorum produ&a
per 5 etiam ad genus tertium referri debcbunt, vnde na
fcentur fequentes numeri: - * -
-+- 5, —4-41, — 3 1 , — I 9, — 67, — 7.
Sit nunc p = 2 eritque 4 -+- 39 = 43 , qui eft diuifor pri
mae claffis , vnde etiam numeri huius claffis iam inuenti
per 43 mul iplicati dabunt diuifores primae claffis, qui
aurem, cum nnmerus 43 fit nimis magnus, facilisis ex fequcnti
bus reperi-ntur. Sumatur igitur pi 3 eri q:ie pp+ 39=48,
cuius diuifor 3 iam e(t exclufus. Sit crgo p = 4, erit
- que
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que 16 + 39 = 55, cuius diuiforem 5 iam tra&auimus ; al
ter vero diuifor 1 1 etiam ad tertiam claffem pertinet, per
hunc ergo numeri primae claflis multiplicati erunt,
- - -+- 1 I, -+- 59, — 37, — 73, -- 7 1, -+- 47.
Multiplicentur etiam numeri tertiae claffis per 1 1 et produ&a depreffa , qui funt - , t .
+ 55, — 17,— 29,-s3, +43,—77. -
reuertentur ad claffem primam. Hoc modo omnes noftri
numeri figna fua debita funt adepti, qui cum vel ad primam
vel ad tertiam claffem referantur, manifeftum eft nullos
diuifores fecundae claffis relinqui. Omnes fcilicet hi nti
meri iam in prima claffe continentur, quamobrem omnes va
lores ipfius a cum chara&teribus fuis I vel III fubfcriptis
ita fe habebunt: : • • *
+- I, -+-5, —7, +1 1, - 1*7, -19, -23, +25, -29, —3 I, 35,-3*7
I III III III I III , I . I 1 . IJI I ' III
-}-41,-+-43,-+47,+49,—53,-+55,-+59,-+61,-67,+7 1,-73,-77
III I III . I . I , I III I III III III L
Neque vero claffis fecunda prorfus eft inutilis: dantur cnim
numeri primi , quos ad primam claffem retulimus, quorum
refolutio in integris non fuccedit,, atque adeo denominato
rem quadratum 1 6 poftulat , cuiusmodi numerus e(t
6 1 , qui aliter ad primam claffem redigi nequit, nifi hoc
modo : 6 1 _- (?)*+ 39 (:)*. Eft vero 3. 6 1= 1 83= 1 •*+ 39. 1*.
Quod fi iam valores negatiui pro a inuenti in pofitiuuos
ccnuertantur, fumendis complementis ad 1 56, fequentes va
lores prodibunt:
.3, 5; 3, 25, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 83, 8o, 1 13,
I III III I III I III I I III I III I III III I
1 39, 1 2 1, I 25, 1 27, 1 33, I 37, 1 39, 149
III I III I I III I III.
INumc
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Nunc igitur omnes numeri primi in forma 1 56 i —— a cori
tenti certe erunt diuifores cuiuspiam numeri formae pp-+39qq,
atque adeo vel ipfi, vel eorum quintupla, vel etiam tripla
erünt numeri huius formae. Hinc ergo omnes diuifores
primi ab 1 vsque ad 3 1 2 erunt fequentes:
I » 5 » I I , 4 I , 4-3, 47, 59, 61, 7 I , 79, 83, 89, I I 3,
I 27, I 37, I 39, 1 49, I 57, 1 67, 1 8 I, 197, 199, 2 I 1,
227, 239, 269, 277, 28 I, 283, 293.
Corollarium r.
§. 44. Quo facilius intelligatur, cur hoc cafu clas
fis fecunda ad primam fit reuoluta , iam fupra oftendimus ,
fi diuifor fuerit
D =fr r -- 2 g r s —— h s s ,
exiftente f h = gg -+- m , tum non folum Df, fed etiam
D h ad formam p p -i- m q q reduci poffe. Hinc autem
generalius fi fuerit
k =ft t —- 2 g t u -+- h u u ,
tum produ&um D k etiam erit numerus formae pp+nqq;
fa&o enim calculo reperitur
Dk=(frt-+g(ts+ ru)-+hs u)*+ m(ts— ru)*.
Quod fi ergo k fieri queat quadratum, vel diuifibile per
quadratum , tum hoc quadratum omitti poterit. Nam fi
fuerit D k 1 l numerus formae p p -+- m q q, tum, etiam ad
miffis fra&ionibus, erit quoque Dk eiusdem formae. Ita no
ftro cafu pro diuiforibus fecundae claffis erat
D = 3 r r -+- 1 3 s s ,
ideoque k — 3 t t —— I 3 u u , cuius valor fumto t E I ct
au = 1 fiet k = 16, qui cum fit numerus quadratus , haec
forma ad primam reducitur.
Euleri Op. Anal. Tom. II. R r Corol
-&: ) 3** ( **
- Corollarium 2.
§. 45. Nunc igitur omnia Theoremata, quae circa
huiusmodi diuifores olim in Comment. veter. Tomo XIV.
dederam , multo maiorem gradum certitudinis funt adepta,
poftquam a celeb. la Grange formae iftorum diuiforum funt
demonftratae ; atque nullum dubium effe videtur, quin mox
quod in hoc genere adhuc dcfideratur perfe&ta Demonftra
tione muniatur.
Corollarium 3.
. §. 46. Antequam hoc argumentam penitus deferam,
memorabilem adhuc obferuationem adiungam circa figna nu
merorum a, dum fcilicet omnes eius valores infra z n de
primuntur. Cum enim horum numerorum primus et vlti
Imus fimul fumti fiant 2 n , difpiciendum eft , vtrum hi
duo numeri habeant vel paria figna vel difparia , vtroque
enim cafu bini quicunque horum numerorum ab ex
tremis aequidiftantcs, quorum ergo fumma femper eft 2 m,
etiam habebunt fiue eadem figna fiue contraria. Ita noftro
cafu , quo erat 2 n = 78 , vltimus 77 habebat fignum —,
dum primus 1 fèmper habet fignum +, vnde etiam figna bino
rum ab extremis aeque diftantium perpetuo erunt contraria.
E contrario autem in Exemplo 1 1, vbi erat 2 n — 6c, vi
timus numerus 59 habebat fignum —H, vnde etiam bini
quicunque alii ab extremis aequidiftantes eodem figno affe&i
deprchenduntur, cuius quidem phaenomeni ratio haud dif
ficulter inueftigari poterit. Huiusmodi autem obferuationes
laborem inueftigationis Diuiforum non mediocriter fubleuant.
SO
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Ar- hic eiusmodi aerarium publicum effe conftitu
tum, cuius facultates quotannis vicefima fui parte augeri
queant, ita vt fumma Ioo Rubellonum poft annum ad Io5
Rub. excrescat; quare fi breuitatis gratia ponamus ;°: — λ,
raefens pecuniae fumma = C poft m annos aeftimanda erit
A*-C. Viciflim autem quaeuis pecuniae fumma C poft m
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§. 2. Ponamus nunc argenti fummam, quam ambo
coniuges poft vtriusque mortem acquirere optant, effe = Iooo
Rub. vnde intelligitur fi tempus huius folutionis effet cogni
tum , annorum praeterlapforum numero exiftente = m, eius
IOOO
A* *
illi coniuges praefenti tempore in aerarium conferre teneren
tur. Verum cum tempus folutionis maxime fit incertum,
fiquidem demum poft vtriusque mortem fieri debet, verum
et praefentem valorem huius fummae fecundum regulas calciiii
probabilium ex longaeuis mortalitatis obferuationibus petitas
determinari oportet. Hunc in finem vtar tabula, quam olim
in Tomo Memor. Berol. pro Anno 176o inferui, vbi, fi prae
magnus numerus M infantum fimul natorum confideretur,
eorum numerum poft m annos adhuc fuperftitum indicaui
chara&tere (m) M; ex quo intelligitur, talem chara&erem (n)
defignare fra&tiones eo minores, quo maior fuerit annorum
numerus m, ac tandem circa Ioo annos prorfus in nihilum
abire; Tabulam igitur horum valorum pro fingulis annis
elapfis hic exponamus.
valorem praefentem futurum effe = Tantum igitur
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(r) = o, 8o4 |(25) = o, 552
(2)= o, 786 [(26) = o, 544
(3) = o, 736!(27)= o, 535
(4) = o, 7o9 |(28) = o, 5 2 5
(5) = o, 688 {(29) = o, 5 1 6
(6) = o, 676 j (3o) = o, 5o7
(7) = o, 664. j , 3 1 ) = o, 499
(8) = o, 653 j(32) = o,49o
(9) = o, 646] (33) = o, 4. - 2
(1 o) = o, 639 1(34) = o, 475
( 1 I) = o, 633] (35) = o, 468
( 1 2) = o, 627] (36) = o, 461
(13) = o, 62 1 1(37) = o, 454
(I 4) = o, 6 1 6 |(3 8 ) = o, 446
(15) = o, 6 1 1 i(39) = o, 439
(I 6) = o, 6o6 |(4o) = o,432
(17) = o, 6o 1 j(41) = o, 426
(1 8) = o, 596 [(42) = o, 42o
(19) = o, 59ol (43) = o, 41 3
'(2o) = o, 584 |(44) = o, 4o6
'(2 1) = o, 577 I (45) == o, 4o3
{22) = o, 57 1 1(46) = o, 393
*(23) = o, 565 (47)= o, 386
.(24) = o, 559 (48) = o, 378
(49) = o, 37o
( 5o) = o, 362
(5 1) = o, 354
(52) = o, 345
(53) = o, 336
(5+) = o, 327
(55) = o, 3 1 9
(56) = o, 3 1 o
(57) = o, 3o 1
(58) = o, 29 I
(59) E o, 282
(oo) = o, 273
(6 1 ) — o, 264
(62) = o, 2 54
(63 ) = o, 245
(64.) = o, 235
(65) = o, 225
(66) = o, 2 1 5
(67) = o, 2 O 5
(68) = o, 1 95
(69) = o, 1 85
(7o) = o, 1 75
(7 1) = o, 165
(72) = o, 155 |
§. 3., Ponamus nunc praefenti tempore aetatem ma
riti effe = a annorum, vxoris vero = b annorum, et quò
ratiocinia inftituenda clarius percipi queant, fingamus fimul
ingentem numerum talium coniugum, qui fit N, eiusdem ae
tatis a deffe, qui paritér fuis haeredibus poft vtriusque mortem
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perfoluenda ftatuatur = x , aerarium ab his omnibus acci
piet fummam N x.
§. 4. Sin autem magis arrideat, vt iftud pretium x non
ftatim ab initio totum, fed potius per totam vitam aequaliter
diftributum foluatur, calculum noftrum ad duplicem folutio
nem accommodemus, dum altera ftatim ab initio fumma — x
in aerarium foluitur, altera autem quotannis infuper quae
piam fumma = z foluitur, quamdiu fcilicet non folum ambo
coniuges fed etiam altervter tantum fuperftites fuerint. So
lutione autem hoc modo abfoluta fi quis voluerit totum pre
tium ftatim ab initio perfoluere, pro hoc cafu poni oporte
bit z = o et littera x quaefitum pretium indicabit. Sin au
tem quis maluerit hoc pretium per totam vitam aequaliter
diftribui, poni oportebit x = z, eritque z fumma fingulis an
nis foluenda vsque ad mortem vtriusque coniugis.
§. 5. His conftitutis ftatim ab initio ab omnibus
illis N coniugiis foluetur fumma = N x. Nunc videamus,
poftquam elapfi fuerint m anni, quot coniugia adhuc tam in
tegra quam diffoluta, dum fcilicet interea altervter fuerit mor
tuus, fint fuperfutura; tum enim a fingulis iftis in aerarium
foluetur fumma = z, cuius valor praefens aeftimandus e%
Z
ÁT° Praeterea vero pro quouis anno currente inquirendum
eft, quot coniugia penitus extinguantur : quoties enim hoc
euenit, toties eorum haeredibus praemium illud Iooo Rubl.
- • . IOOO - -
Perfolui debet, cuius ergo va'or praefens erit TAF • Hoc igi
fur modo calculum noftrum profequi oportet vsque ad ex
i
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tremum vitae humanae terminum, et cum omnes tam ex
penfae quam reditus fuerint ad praefens tempus reduéti,
eos inter fe aequari conueniet, vnde pro lubitu fiue x fiue z
determinare licebit. '
§. 6. His praemiffis incipiamus ab anno primo, cu
ius initio adeffe ponuntur N mariti , omnes eiusdem aetatis
= a, totidemque vxores eiusdem aetatis = b, a quibus aera
rium accepit fummam = N x. Nunc igitur elapfo anno
primo fecundum tabulam fupra allatam numerus maritorum
adhuc fuperftitum erit (*#- ' N, ideoque numerus interea de
-I
fun&torum — (o)=#+ ') N. Simili modo numerus vxorum ad
— ,
huc fuperftitum erit GH; N, earum autem quae interea funt mor
tuae numerus (-l-£= N. Quia igitur quilibet horum mari
torum fuperftitum initio habuit coniugem, inftituatur haec
proportio: vti numerus omnium vxorum initio fe habet ad
earum numerum fuperftitum, ita numerus virorum elapfo
anno fuperftitum ad numerum eorum, quorum vxores ad
huc erunt fuperftites, qui ergo numerus erit (*#/.£#). N,
a quibus fingulis in aerarium foluitur fumma = z, cuius va
Ior praefens cum fit £, hinc orietur valor = £*#£;t ! $*.
Tum vero numerus eorum maritorum, qui interea vxores ami
ferint, erit [*#-(-£#*;))N, qui cum itidem in aerarium fol
uant fummam z, ea ad initium relata erit G> (1—G9) $*;
vnde patet, hunc valorem cum praecedente coniun&um fore
t*;;;-) §*, id quod per fe eft manifeftum, quia quilibet ma
ritus fuperftes hanc fummam z foluere tenetur, fiue eius
vxor adhuc viuat fiue fecus.
§. 7.
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§. 7. Confideremus nunc etiam eos maritos, qui im
tra hunc annum erunt mortui, quorum numerus eft (I—'=I) N;
vbi duo cafus fe offerunt. Alter cafus eos fpeétat maritos, quorum
vxores adhuc funt fuperftites, quorum numerus per fuperiorem
amalogiam inuenitur: vti fe habet numerus omnium vxorum
initio viuentium ad earum numerum poft annum fuperftitum,
ita numerus virorum interea defun&torum ad eorum nume
rum, quorum vxores adhuc funt fuperftites, qui ergo nu
merus erit GH;!'(1 — GH;!) N, quae cum fingulae etiam
in aerarium conferant fummam = z, eius valor ad initium
relatus erit (*;) (1 — (i;) ) $*, vnde omnes reditus pri
mo anno elapfo in aerarium influentes erunt
N z ( ( o-- , ) (5-+- 1 ) _ (a-+- 1 ) (b-+- 1 )
X. (a ) —H (b ) ( a ) ( b ) ),
quae ergo quantitas tribus conftat partibus. Primo fcilicet
z,
valor £ multiplicatur per numerum maritorum fuperftitum,
qui eft (*j ' ' N, deinde etiam per numerum vxorum fu( a )
perftitum, qui eft (*;;;? N. Hinc autem aufferri debet nu
merus coniugiorum adhuc integrorum, quia fingula non duo
z fed tantum vnum z expendunt.
§. 8. Alter cafus eos fpe&at maritos, quorum vxores
non amplius funt fuperftites. Ex praecedente autem calculo ap
paret, numerum eorum maritorum mortuorum, quorum vxores
interea quoque funt defun&ae, effe (i- g£;)) (1 — 1£;)N.
Tot ergo coniugia penitus funt extinéta, quorum igitur
haeredibns ex aerario foluendum erit praemium conftitutum
Iooo Rubl. quod cum ftatim perfolui debeat, nullam vfuram
lucrari interea potuit , vnde iftae expenfae ad initium rela
tae etiammunc valebunt
iooo N (1 — [f*=i — ( b —— i ) (£;') (*;£!?).
- -- - -
4 (b) ( q ) ( b )
§. 9.
-*: ) sa* ( 3*
§. 9. Progrediamur nunc ad annum fecundum;
cuius initio fùperftites erant mariti (*#) N, vxores verò
(*;PN, inter quos fubfiftent adhùc coniugia integra
(a -+- 1) (b-+- 1) (a -+- r). u (b-+- 1) _ (a-+- 1) (b-+- 1) \ NT .
ita vt numerus coniugiorum penitus extin&orum fit
— (a -+- r) — (b-+ r). 4- (a-+- 1) (b-+- 1)N (1 (q) 4#11 + &#! (b) ), fiue
— (3 -f- 1) Y ( r _ tb -+- *)N (1 Éj!!) (1 [59).
At vero in fine anni fecundi numerus maritorum fuperfti
tum adhuc erit £#/ N, numerus vero eorum qui hoc
biennio fiint mortüi = (1 — &#;?) N. Similique modo
numerus vxorum adhuc fùperfitum erit , (£N, earum
vero quae biennio funt mortuae ( 1 — (*;?) N , vnde nu
merus coniugiorum hoc biennio extin&torum erit
— (c -+- *) — (b-+- *)( I #9) (1 ;;;*') N.
uare cum numerus coniugiorum primo anno extin&orum
- (a -+- 1) (b -+- 1) -fuerit (1 — 4#9) (1 — 4#9) N, numerus eorum quae inTÉj
tra hunc fecundum annum funt extin&ta erit
(3 -f- /). j . (b -+- 1) (a -+- 2) _ (b -+- 2_ (a-+- 1) (b-+- 1) a-*-» *-*-»( (a) -+ (b) (a) (b) (q) (b) + (a) (b) ) N
pro quibus fingulis quia perfoluitur fumma mille Rubell.,
tota fumma ob vfuram ad initium relata valebit
modo N [3-- 1)— (a-+-3). 4- (b -+ s);&-*-*)-(a+ 1)(b ——£3*-*-+*)]
λ (a) (b) (a) (b) -
§. 1 o. Quia nunc initio fecundi anni numerus con
iugiorum tam integrorum quam folutorum erat
J [ (a-+- 1) (b-+- 1) _ (a -+- 1) (b -+- 1)N ( É;- -+- (b) (a) (b) ),
fi hinc aufferamus numerum coniugiorum hoc anno ex
tin&torum, remanebit numerus eorum qui circa finem fecun
di anni finguli foluent fummamz, quorum ergo numerus erit
Euleri Op. Anal. Tom. II. S s N.
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J ( (a -+- 2). 4. (b-f- *) — (a-+- 3} (b -+- *)N ( ## +*; (a)T TÙ-).
Toties igitur ab his fumma z in aerarium infertur, vnd:
fotus valor ob vfuram duorum annorum minutus primo ini
to v.lebit
N3 (a -+- *) (b -+- 2) . . (a -+- 2) (b-+- 2)É ( ;-+ ---- ** —- -—*- - ).
§. 1 1. His expofitis iam ad annum quemcunque
tequentem progredi poterimus. Ponamus igitur iam elap
ios effe m annos, hocque tempore numerus maritorum fù
perftitum erit (**; ' N , ante autem iam dcfun&orum
_ (c -+- n)( I £;*) N.
Eodcmque modo numerus vxorum adhuc fuperftitum eft *£N
demortuarum vero ( 1 — %££) N, vnde numerus cómu
giorum tam integrorum quam folutorum hoc tempore erit
(a -+- n) _g_ (b-+- n) _ (a-+- n) [b-+- m) \ N .(*j +-7; (a) (b) ) N;
at vero numerus coniugiorum toto hoc tempore penitus
extin&torum erit
_ (a -+- n) _ (b-+-n)(1 T(jT (I (b) ) N.
§. 1 2. Iam procedamus ad finem iftius anni, ac fi
mili modo numerus coniugiorum, fiue integrorum, fiue foluto
rum nunc erit
N ((a-+#* ' '+ (b-+- m -+- 1) _ (a -+- m -+- 1) g-A-*-*)
(a) (5) (g) T T(5)
a quibus fingulis in aerarium perfoluitur fumma z, cuius valor
- - - 2; -
ad initium translatus eft Ã¤-F * vnde tota fumma circa finem
huius anni in aerarium foluta pro initio valebit
N z (**;*' (6+ n + 1) (a+ m+ 1) (b-+- m -+ ')
;= \-j-+-j———j—a;-)
Tum
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Tam vero numerus omnium coniugiorum ab ipfo initio vs.
que ad tempus n —— I annorum extin&torum erit ,
•. ( - b p. ' ,
, N (1 — £*#**) (1 — ®+;;**),
quare cùm vsque ad initium huius anni iam extin&a fuiffent
-. (a -+-n) — (b -+- n)N ( I — (a) )( I —75, )
coniugia, numerus eorum quae hoc demum anno funt ex
tin&a erit
(a-+-n)-(a + n + 1). u (b-*n)-(b-+-n + 1) _ (a+n)(b+n)+(a+*+**)'b*-*-+-*)N ( ( a) t '! -+- (b) (a) (b) )
oniam igitur pro his fingulis expendi debet fumma 1 ooo




ioco N /(a-+- n)—(a-+-n-i- 1);*( ;——--—-i;
_ (a-+m)(6+m)—(a+n-i- 1)(b-+-n-i- £)
(a) (b)
§. 1 3. Colligamus nunc omnes tam reditus ex
quantitate z oriundos quam expenfas ex folutione illorum
1 ooo Rubell. ortas , ac primo quidem omnes reditus,
qui praeter fummam principalem N x in aerarium inferun
tur, per ternas fequentes feries expreffi inueniuntur :- - t - •
V, (a-+- I) , (a-+-2) (a-+-3) . (a-+-n)[' λ ( ) + λ' (a) *7J(äj • • • • * AF(a)
(b-+- 1) (b-+-2) (b-+-g) (b-+- n)N z {+ À(b) + λ* (b) * a'(b) • • • • + λ'(
- (a+1)(b-+1)_ (a+2)(6+3) . (a 1 3)(b , 3)
LTAa)(JT7Ra)ÖTTA(a) (b) * * * * T7T()(W)
quod fi ergo breuitatis gratia ftatuamus
* * . S s 2 P —
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(a -+- 1) , (a-+-2) , (a-+-3) , (a-+-4) . . . .. (95)
P — λ + λ* + λ* + λ* + · · · · · · ÉE.
b-+- 1 b-+-2 b b - -Q=9 -; }4C # X , C #240 #94. .....3
_ (a+ 1)(6+ 1), (a + 2)(b + 2) , (a+3)(64-3)
R =—;—*—;—,+—;
erit tota fumma redituum
-*- —1— 9- — —*—N x -+- N z (#-+- $,-;;;;;).
Colligamus fimili modo omnes expenfas in vnam fummam ,
quae fumma ex fex fequentibus feriebus erit compofita:
(a) (a -+- 1) (a -+- *) (a-+- *) a
Y 3 +£;£# +';;;;! +%*# + etc.
— (a-+- , } _ (a-+- 2) _ (a-+- s ) — (g -+- *) — €tC |
(a) TX(Jj X* (a) X* (a) -
(b) (b -+- 1) (b-+-2) (b-+- *)N +# -H X (b) —H X? (b) +%;; -H etc. »
*°°° ^i _t***) — (***) — (&*;) _(£-£) — etc.
(b) λ(b) X* (b) A* (b)
^ I _@@ —(3-tj)'**- ') — (*-*-*)!;!- *) — (a-+*)%:- •)— etc.
(a) (b) X (a) (6) X* (a) (b) λ* (a)(b)
(a-+-*)?—- )-4- (a-+- *)(**- 2.4.(a-+-*)(?-- s) , (a-+-.)?---)+ (a) (b) + λ (a) (5) -H A* (a) (b) -H X* (a) (b) 4-+- etc. y
§. 14. Perfpicuum eft etiam hic fummas trium fe
rierum conftitutas P, Q, R, commode in fubfidium vo
cari poffe , hincque omnes expenfàs ad initium relatas
expreffum iri per fequentem formam :
( a )-+- P _λ P. L (b) —- Q _ λ Q__ (a)fb)— R X RO -— - - _• - —-_-_ - _* -1ooo N ( ( a) £;-- (b) (b) (a) (b) -+-3 (b) ), feu
( ■ — λ) P (1 —X) Q , (X— r) RI OOO --_. -_- -N (1 —H (a) —H ( b) (a) (b) ),
confequenter aequatio pro folutione quae(tionis propofitae
erit
f __ 0. — - * )— (1 — X) P 1 (1-X)Q ,_ (Ἀ— 1) R
x+2(5-+-§;-;:;-)= ioco (1 -+-(-£}r-+-(£}i9--%¤; ?
- §. 16.
•**$3 ) 325 ( §#3<•
.
- §. 15. Cum iam fit λ = 33 ; erit λ— 1= 3, et
1 ooo (λ — 1) = 5o, vnde noftra aequatio erit
; P. Q. — - 8 - —f* *.— 58 Q. so R.
- *+z(5-+-3; t;j5)= IOOO (a) , (b) (a) (b)*
uamobrem fi totum pretium ftatim ab initio perfolui de
beat, ita vt fit z = o, erit hoc pretium
- so P _ so Q- so R
x = 1ooo — ;; — j*-+- áíä}. , , , ,
Sin autem velimus vt pretium per totum: temporis inter
vallum vsque ad mortem vtriusque coniugis aequaliter di
ftribuatur, poni debet x = z, atque contributio annua pro
dibit fequens :
so P L. s• Q-_u 5o R.
'z 1 ooo - #; ï*-+ì • . . .
*= TEE-j
(a) ' (5) (a) (b)
ficque totum negotium huc redit, vt pro qualibet aetate
vtriusque coniugis valores ternarum fèrierum litteris P, Q, R
infrgnitarum inueftigentur, quos ergo in fequentibus euol
VaII1UlS.
Euolutio valorum P et Q.
§. 16, Quoniam feries Q_ fimili modo ex aetate
b definitur, quo feries P ex aetate a erui debet, . fuf
ficiet alterutram tantum pro fingulis aetatibus euoluiffe.
Cum igitur fit
-
- _(a)-+- I) , (a-+- 2) , (a-+- 3) (95)P— Λ —H λ* +-;- • • • . -+- É=â
v - • -
fi omnes termini huius feriei ad eandem denominationem
λ**-* reducantur, atque ordine retrogrado difponantur, fiet
I
=;=:((95)+(94)A+(93)»'+(92)A'*....+A*-*(a+*).
S s 3 §. 17.
*
•33 ) 326 ( 33*
.…
17. Euolutio autem huius fèriei noii parum
foret taediofa, fi per fingulos annos eam abfolüere vellemus,
Quia autem valores chara&erum (a) et (b) non adeo fùnt
certi, vt non aliquam aberrationem agnofcere debeamus,
fufficiet quinos terminos fe infequentes inuicem coniungere
eorumque fummam quintuplo termini medii aequalem (h.
tuere, ita vt pro quinis prioribus terminis fcribi queat
5 (93)À*, quo fa£to valor noftrae litterae P erit
=;£((93)»'-+(ss)¥-+-(83)»' .... (++*)*);
quare fi hanc feriem littera p defignemus, vt fit
p = (93) À*+(88)Â*+(83)λ''+ .... +(a+3)λ*-*
inuento valore litterae p erit -
5 p ....... P _ s p .
ZE — a » hincque (a) — ÖAEF:
Eodem modo , fi ponatur … -
q= (93)λ*-+-(83)Â'-+-(83)λ'*.... -+-(b-+-3)Â°*-*
habebitur , • - '; - -
- 5 4 Ct Q_— 5 ? .. - -Q= A**- b (b) T (b)A*-*
P —
Euolutio tertii valoris R.
§. 1 8. Series quam littera R defignauimus erat
haec:
R—%i 1)(b-+ 1) , (a + 2)(b+2) (a-+n) b4 n)
- λ. + Â Â -H. • • • λ"
quam feriem eo vsque continuari oportet, donec termini
fequentes euanefcant, quod fit, fi alteruter numerorum
(a+n) vel (b ; n) fuperet 95 , vnde ftatim ac maior horum
άuorum numerorum ad iftum terminum exfurgit, feries
hic terminata eft cenfenda. §. 19.
\
••&#3 ) 327 ( $•
, , , §. 19. , Quia autem ambo numeri a et b . in no
ftrum calculum aequâliter ingrediuntur, neque vllum difcri
men inde nafcitur, etiamfi hae duae litterae inter fe permuten
tur, ita vt a denotet aetatem vxoris et b aetatem mariti :
affumeré poterimus aetatem a femper effe maiorem quam
b ; fi enim vxor natu maior” fuerit quam maritus, tum a
defignabit aetatem vxoris, at b mariti. Quare cum aeta
tem b tanquam minorem fpe&emus, difcrimen littera d de
fignemus , ita vt fit b = a — d, vbi quidem differentia d
nulla erit , fi ambo coniuges eandem habuerint: aetatem.
- §. 2o. Hoc obferuato vltimus noftrae feriei termi
nus ibi erit, vbi fit a -+- m — 95 ideoque n = 95 — a, ita vt
iam noftra fèries futura fit
_(a+1)(b+1), (a+2)(4-2) (95)(b+95--o)
- λ. Λ* • • • • - λ?* • • Q;
(95) (95 — d). Reducamus
Ã?s- a
nunc, vt ante, omnes has fra&iones ad eandem denomina
vbi ergo vltimus terminus eft
*
tionem λ**-*, ac totam feriem ordine retrogrado difpona
mus, reperiemusque - -* -
R ==!--((95)(9s—d)+(94)(94—d)A+-(96)(93-d)λ'5FFE -
-+-(92)(92— d)λ'-+-.. -. Â°*-*(a-+- I)(a—d-+-1),
cuius ergo feriei fummam pro fingulis valoribus amborum
numerorum a et d computari oportet.
' §. 21. Quo autem ifte calculus facilior reddatur,
iterum quinos terminos, vt ante fecimus, in vnum contra
1namus, dum fcilicet eorum fummam quintuplo medii inter
eos aequalem aeftimabimus , quo fa&o habebimus
- R =
•*&3 ) 328 ( 3#3•
R— _3._„((93)(93-dλ'+(88)(88-d)λ'...(a+3)(a+3-d)λ**.
-* A9s-a
Quod fi ergo ponamus
,…(95)(93—d)A*-+(88)(88—d)À'... +(a+3)(a+3-d)Ã“,
inuento valore huius feriei r erit ipfe valor, quem quaeri




hisque valoribus pro fingulis cafibus inuentis aequatio n0
ftra generalis erit
P Q— — — *— ) — — *° *. — 3° Q- siT Rx + z (£;-+- £; 3£;)=ioco (a) (ò) -+-; (5, 2*
§. 22. Quoniam hic duo numeri occurrunt a et
d, ifte calculus multo maiorem laborem poftulat quam prae
cedens pro feriebus P et Q, quem vt fubleuemus, ambos nú
meros a et d per quinarium vel crefcere vel decrefcere as
fumemus, hanc ob rem plures cafus euolui oportebit pro
variis valoribus differentiae d , quam fucceffiue ftatuemus
o, 5, 1o, 15, 2o, etc. Vnde hos cafus fequenti modo ordine
referamus. -
Y. I. Cafu S.
quo d= o ideoque b = a.
Hic ergo erit





•&#3 ) 329 ( $•
] II. Cafus
quo d= s ideoque b= a— 5.
! Tum ergo erit -
$ r-(93)(88)A*+(88)(83)λ'+(83)(78)Ã“... (a+3)(4-2)λ**,
- vnde fit
Κ R= * ^- et R. — 5 * •
* A*-* * (a)(a-5)Ta*-*(a)(a-s)
III. Cafus




_ 5 * R -a 5 rR=;á== €t (a) (AEREj- XF(a)(EETG)'
IV. Cafus
quo d= 15 ideoque b = a — 15.
Hoc cafu erit -
r=(95)(78)x'+(88)(73)λ'+-.... (a+3)(a- 12)λ*-*,
vnde fit
=-*^- et R - _ 5 r
-χ== “ (JUAT;jT W=5(a)G— 15)
V. Cafus «.
quo d= 2o ideoque b = a — 2o. /
'Tum ergo erit
,-— (53)(73)λ'-+-(88)(68)λ'+... . (a-+-3)(a-17)λ*-*,
AEuleri Op. Anal. Tom. II. T t vnde
»£3 ) 33o ( $•
vnde fit --
R=-*£- R. —-- , ., 5 r
- λ9s-a (a)(a- 2o) -y.F(a)G-a5'
VI. Cafus
quo d= 25 ideoque b = a— 25.
Hoc cafu erit · · · · · · · -
r=(93)(6s)A+(88)(63)λ'+(83)(58)λ“... (a+3)(a-22)*,
vnde fit -
R= 5 r R — 5 r
Ays-a et (a)(a—25) Ã¤-7()(3-25)
- ' VII. Cafus
quo d = 3o ideoque b = a — 3o.
Tum ergo erit
r=(95)(63)λ*+(88)(58)λ'+(83)(53)Â'*,... (a+3)(a-27)Â*'
vnde fit - -
R=:££, €t R. = - ' 5 r
λ. (a) (a— 3o)TÀ***(a)(a —39).
S0
•£3 );33r ( $&%•
solvtio
QvARVNDAM QvAESTIONVM
DIFFICILIORVM IN CALCVLO PROBABILIVM.
'§. I.
Hi, quaeftionibus occafionem dedit ludus paffim publice
inftitutus, quo ex nonaginta, fchedulis, numeris I, 2,
3, 4 . . . . 9o fignatis, ftatis temporibus, quinae fchedulae
forte extrahi folent. Hinc ergo huiusmodi quaeftiones ori
vntur : quanta fcilicet fit probabilitas vt, poftquam datus
extra&tionum numerus fuerit peraétus , vel omnes nonagin
ta numeri exierint , vel faltem 89, vel 88 , vel pauciores.
Has igitur quaeftiones, vtpote difficillimas , hic ex princi
piis calculi Probabilium iam pridem vfu receptis, refolue
fe conftitui. Neque me deterrent obie&tiones Illuftris D'Alem
bert, qui hunc calculum : fufpe&um reddere eft conatus.
Poftquam enim fummus Geometra ftudiis mathematicis va
ledixit , iis etiam bellum indixiffe videtur, dum pleraque
fundamenta folidiffime ftabilita euertere eft aggreffus. Quam
vis enim hae obieétiones apud ignaros maximi ponderis effe
debeant, haud tamen metuendum eft , inde ipfi fcientiae
vblum detrimentum allatum iri.
§. 2. Qui in huiusmodi inueftigationibus elabora
runt, facile perfpicient, refolutionem harum quaeftionum cal
T t 2 culos
•&3 ) 332 ( - §#3•
culos maxime intricatos poftulare, quos autem mihi benefi
cio certorum charaéterum, quibus iam aliquoties optimo fuc
ceffu fum vfus, fuperare licuit. Huiusmodi fcilieet chara&er.
[£] , quo fra&io vncinulis inclufa repraefentatur, mihi de
notat iftud produ&um :
£ . P- '. £— 2. £ - s . . . . . P-o -*-*
m. 2 3 � 4
cuius ergo valor quouis cafu facile exhiberi poteft. Circa
hunc chara&terem autem fequentia notaffe iuuabit :
r). Semper eft [;]= [,&;]. 2*). Si q = o femper
eft [£] = I. 3°). Si' q fit vèl numerus negatiuus, vel
maior quam p, valor ipfius [*] femper eft = o. 4). De
inde fi p numerus negatiuus , tum iftam formulam : — (£]
reducere licet ad hanc : -i- [**£='], vbi fignum + vale:
fi q numerus par, — vero fi impar; vnde patet iftam for
mam etiam in hanc mutari poffe : + [*#-].
§. 3. His praemiffis quaeftiones ex ludo memorato
natas generaliffime fum tra&aturus. Numerum fcilicet fche
dularum denotabo littera m, quas fingulas litteris diuerfis
a, b, c, d, etc. fignatas affumo, ne vfus numerorum abfo
lutorum confufionem pariat. Deinde quouis tra&u ex his
fchedulis i fchedulas extrahi fupponam, vnde numerus om
nium variationum, quae in his tra&ibus contingere pofíunt,
erit = [#] Praeterea fi numerus tra&uum fucceffiue infti
tutorum fuerit = n , ex principiis combinationum patet,
numerum omnium variationum, quae contingere queant, efle
[#]". Hoc ergo modo fequentia Problemata percurram.
IPro






Problema I. ' ' • '
Si numerus fchedularum litteris a, b, c, d, etc. fignata
rum fit m, indeque quolibet traétu extrahantur i
fchedulae, atque iam numerus tra&uum pera&torum
fuerit = m, quaeritur, quanta fit probabilitas vt om
nes m litterae a, b, c, d, etc. exierint.
* Solutio.
§. 4. Hic primo obferuandum eft, quoniam in *
tra&ibus numerus fchedularum extra&arum eft i n, omnes
litteras exire non poffe, nifi fuerit in > m, ideoque m > #,
vel faltem non minus. Denotet iam A numerum omnium
variationum, quae in his m tra&ibus euenire poffunt, eritque
vt iam indicauimus. A = [%]*, qui cum fit numerus om
nium cafuum poffibilium, pro noftra quaeftione hinc omnes
cafus excludi debent, qui pauciores quam m litteras con
tinent.. Primo ergo, fi numerus litterarum tantum effet
= m — I, quod m modis fieri. poteft, numerus cafùum qui
tantum m— I litteras, vel pauciores continent, erit m [*F*]",
quem numerum ponamus = A. Simili modo, fi binae litte-'
rae excludantur, quod [?] modis fieri poteft, numerus, ca
fuum tantum. m—2, vel pauciores litteras continentium, erit
["]. [Ti;*]", quem numerum littera B indicemus. Porro fit
C numerus omnium cafuum, qui tantum m—3 litteras vel pau
ciores oontinent, eritque C = [";]. [THE]". Eodemque modo fit
D=[?][t;:j'; F=[?][*#*]* ; etc.
Atque his elementis, conftitutis: inueni. numerum omnium ca
fuum, qui omnes m litteras contineant, effe:
- A — A —— B— C+ D— ete;
quem numerum indicemus littera Σ.
- T t 3 . A
-** ) ss* t *
-
§. 5. Euidens eft hune numerum Σ per folam Theo
riam combinationum determinari poffe, ideoque nulli pror
fus dubio effe obnoxium, ita vt tanquam veritas geometri
ca fpe&ari poffit. Hinc autem fecundum, Principia Probabi
lium numerus cafuum fauorabilium per , numerum omnium
cafuum poffibilium diuifus praebebit probabilitatem quaefitam,
quae ergo fi ponatur = II, erit II=â. Quare cum fit
Σ = A — A —— B — C —HD — etc.,
pro litteris A, A, B, C, etc. valores affignatos fubftituendo erit
Σ=[#]-[?][TH.]*-+[£][=;=]*-[?][=]'-+ etc.
Haec forma per [#]* diuifa dabit probabilitatem, quod poft
m tra&us omnes m litterae exierint, vnde neceffario ifta
expreffio > femper nihilo aequalis effe debet , quoües
fuerit m < # , quod etiam calculum pro cafibus fimpliciori
bus inftituenti reuera euenire patebit. Veluti fi fuerit m =7,
f E 3 , i — 2 erit





[7][*;*]*= 21. 1*=21 ;
[#]["££]*=o ;
vnde prodit X= o.
§. 6. Dummodo ergo m non fit minus quam #
tm
femper erit X = o ; at fi fuerit n = #, fiue m = i m, hic
cafus maxime eft memorabilis ; tum enim formula noftra
pro Σ inuenta reduci poteft ad produétum ex meris faéto
ribus conftans. Erit enim
quod
x=[#]. [+]]*#*']. [=#].:.. [#];
quod vt exemplo illuftremus, fumamus vt ante m = 3 et
j = 2, fit vero m = 6, atque forma prior pro Σ data prae
et Σ= 9o, altera vero dat Σ = 15. 6. I = 9o.
,
_ _ … §. 7. Quanquam autem hae formulae, fi pro m
maiores numeri accipiantur, valde fiunt prolixae: tamen per
logarithmos haud difficile erit quouis cafù valorem probabi
litatis, II affignare, , Cum enim fit
£=m[#]* ; £=##: [£#i#]"; §="#[*##j* ;
hinc fumtis logarithmis erit
, 1% = 1 m — n 1 [;.£,1 ;* -
, 15 = 1=;=- n 1[Et,] ;
- ' 1% = 1*;*- n tt;;£]>
* etC.
ex quibus colligitur
1 A = 1 m — m 1[…]
14= t A + 1 ==— n 1t £ = i,]m - 4 -1
C _ 1 B n- a ' tm — ■1% = 15 + 1 3 — m 1 „£,]
etC. .
Vnde ergo facile inueniuntur valores £, %, %, etc. quibus
inuentis probabilitas quaefita erit
— ■ — ^ —— B — 9 —1— P. —
§. 8. Applicemus haec ad cafum ludi initio memo
rati, quo eft m = 9o et i = 5, eritque vt fequitur :
1;=t9o- n /;; = 1, 9542425-n. o, o248236
1;=1; +1?-m/;;= 1; +I, 64836oo- m. o, o25oIo783 — 4.
B
1;
••&#3 ) as6 ( $&•
t3=1;+1;—n!:;=t;+1, 467361 4-n. o,o254o46
1%= 1§+ 1; — n!:;= 1§-+1, 3374593-n. o, o257o54
1;= 14+1';- n!;*=1&+ 1, 2355283-n. o. o26o33
1;=1;+ 1; — n1;:= 1; +I, 1512676- n. o, o263289
13=1%+*#-m/::=15, 4-1, o791813— n. o, o266524
etC. ' etc.
§. 9. Perfpicuum hic eft, quo maior accipiatur nu
merus tra&uum m, eo promptius iftam progreffionem con
vergere, ita vt, fi m denotet numerum vehementur magnum,
femper proxime proditurum fit II= I : tum fcilicet maxime
erit probabile omnes prorfus m numeros exiiffe. Contra
autem, fi numerus n parum fuperet minimum valorem ; = 18,
euolutio horum terminorum maxime fiet operofa , cum plu
ribus terminis fit opus, ante quam ad euanefcentes perue
niatur. Sumamus m = Ioo, vt huic quaeftioni refpondea
mus : quanta fit probabilitas, vt poft centum tra&us omnes
nonaginta numeri exierint? Hic ergo erit
A
1; = 9, 47188, ergo $ = o, 2964
15 = 8, 61917 —— ; = o, o416
1Â= 7, 546o7 —— % = o, oo35
1% = 6, 31299 —— %= o, ooo2 *
15 = 4, 94719 —— % = o, oooo
ergo II — o, 7419.
§. Io. Sit n = 2oo et pro hoc cafu erit
1 A = 6, 98952, ergo £ = o, ooo97
1;= 3, 63574, ergo
Z\
B —
£ = o, ooooo
vnde
•* ) 337 ( ##
:
:
vnde colligitur probabilitas, quod. poft 2oo extra&iones
omnes numeri-exierint, II= 9,999o3, quae probabilitas cert. • • •
titudini omnes exiiffe valde eft propinqua.
· · · · · ·
. , Problema II. -
• Pofitis quae in Problemate praecedente funt conftituta
quaeritur, quanta futura fit probabilitas, vt faltem m-I
litterae poft m traétus exienint.
. - Solutio. . . •»
§. 11. Hic ergo numerus traétuum omnes m litte
ras continentium non excluditur, vnde patet tra&tuum nu
merum noftro praefenti cafu fore maiorem. ' Calculo autem
fubdu&o, fi numerus horum cafuum , ponatur Σ^, inueni fore
Σ^ = A—B-+- 2 C —3 D + 4 E— s F-+- etc.'*
vnde probabilitas, quod poft m tra&us faltem m- I litteraeexierint, erit II^= â , ideoque ■ ' . • •
— •' . B. c — ^ P — x = — err. r*;
i , , , . . • , ' . ;
ù- i -$iv' ^* u -
a. •
- S. ia. : Hoc. ergo cafu erit ; - • • •
»*= EF-II[-;:r4a[j[°;r-[t]E;r4tit*;*- etc.
Vnde fi applicatio fiat ad ludum memoratum, cum fitterae
A, A, B, C, D, etc., eosdem retineant valores, calculus per
logarithmos inftitutus ex inuentis valoribus # •,Ä. %, etc.
* facile perficietur. Ita fi poft Ioo tra&us requiratur probabi
litas quod faltem 89 numeri exierint, ob 1
£ = o, o416; %= o, oo35 ; % = o, ooo2 ;
Eulri Op. Anal. Tom. II. V. v . erit ,
t- w
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erit ifta probabilitas II' = o, 9648. Vnde fequitur' probabi
litatem, quod tantum pauciores numeri exierint, fore o, 035A.
Problema III.
Iisdem pofitis, vt ha&enus, quaeritur: quanta fit proba
bilitas, vt faltem m-2 litterae poft m tra&us fuerint
extraétae. ' -
Solutio.
§. 13. Numerus omnium cafuum, qui faltem m - 2
litteras contineant, per litteras ante ftabilitas A, A, B, C, D, etc.
ita definitur, vt fit -
Σ^ = A— C -+- 3 D — 6 E + Io F — etc.
quae expreffio, reftitutis valoribus, hoc modo fe habet :
Σ”= [#]*—[:][7][";*}*+[;][;][*;] — [:][;][*;:;
atque hinc probabilitas erit - - -
— • C •II=-;-- 33-6;+ io;- etc.
Pro ludo igitur ante memorato, fi quaeratur probabilitas, vt
poft Ioo tra&us faltem 88 numeri exierint,. ea reperietur
II^ = o, 9971, vnde probabilitas, quod contrarium euenit,
erit = o, oo29. - -
Problema generale. . .
Iisdem pofitis vt ante, quaeritur quanta fit probabilitas,
: vt poft m traétus faltem m — λ litterae éxierint.
* , • Solutio.
Numerus cafuum ad minimum tot litteras continen
tivm per noftros charaéteres ita commode exprimitur, vt fit
[E]*







[#]*-[3] [5,] [==;=*j-4- f*£][;][==3=r
• ' ' —[*][;] [==3=]'-+- etc. -
quae formula per terminum primum [#]* diuifà praebebit- 2
probabilitatem quaefitam, * o ' , '
* • §. 15. In his probabilitatibus, aeftimandis vtique af
fumitur omnes litteras, ad extrahendum aeque effe procliues,
quod autem Ill. D'Alembert negat affumi poffe. Arbitratur
enim, fimul ad omnes tra&us iam ante pera&tos refpici
oportere ; fi enim quaepiam litterae nimis crebro fueririt
extraétae, tum eas in fequentibus tra&tibus rarius exituras ;
contrarium vero euenire fi , quaepiam litterae nimis raro
exierint. Haec ratio, fi . valeret, etiam valitura effet fi fequen
tes tra&tus demum poft annum, vel adeo integrum faeculum,
quin etiam fi in alio quocunque loco inftituerentur; atque ob
eandem rationem etiam ratio haberi deberet omnium tra&u
um , qui iam olim in quibuscunque terrae locis fuerint
peraéti , quo certe vix quicquam abfurdius excogitari poteft.
Demonftratio folutionum praecedentium.
§. 16. Cum numerus omnium litterarum a,b,c,d, etc.
vjuibus fingulas fchedulas fignatas affumimus, fit = m, hunc
litterarum complexum vocabo fyftema principale, vnde alia
fyftemata deriuata, quae pauciores litteras contineant, formari
conueniet, quae ita in ordines difpefco, vt ordo primus
compleétatur omnia fyftemata quae tantum m — I litteras
contineant, quorum ergo numerus erit — m. Ad ordinem
vero fecundum referam omnia fyftemata in quibus littera
rum numerus eft m-2, quorum numerus erit ';. t; '= [',].
Ordo autem tertius habebit omnia fyftemata, vbi numerus
V v 2 litte
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1igerarum eft m— 3, quorum numerus eft *. *;'. =*=[}).
Eodem modo numerus fyftematum quarti ordinis tantum
n— 4 litteras, continentium erit, [7] ; quinti autem or
dinis, vbi tantum m—5 litterae infunt, numerus fyftematum
erit [''], et ita porro. -
§. 17. Quae quo fiant clariora, fyftema principale
his fex litteris a b c d e f conftans contemplemur, ex quo
ergo fequentia deriuata cuiusque ordinis refultabunt, quae
hac tabula, exhibemus : -
I. II. I III. |IV.
a b c d e! a b c d í a b c! a b
a b c df] a b c e | a b d | a c
a b c e f, a b c f[a b e,! a d
a b d e f| a b d e | a b f] a e
a c d e f, a b d f| a c d | a f
b c d e fja b e f| a c e | b c
a c d e! a c fjb d].
a c d f| a d e í b e
ta c e f | a d f|6 f
a d e f| a e f | c d
b c d e | b c d [c e -
b c d f | b c e {cf
b c e f' b c f | d e
b d e f] b d e ' d f.













vbi ergo numerus fyftematum ordinis primi eft 6 = [f], or
dinis fecundi 15 = [f] , ordinis, tertii 2o = [*], quarti
= 15 = [?], „quinti = 6 = [?]. - '
§. 18. Nunc euidens eft fingula fyftemata cuiusque
ordinis inferioris in omnibus, fuperioribus contineri, quod
quoties eueniat plurimum intereft obferuaffe. Ita pro cafu
m = 6 fyftema primi ordinis a b c d e in ordine hoc femel
occurrit. At fyftema fecundi ordinis a b c d in primo or
dine bis, in fecnndo femel occurrit. Deinde fyftema tertii
ordinis a b c in primo ordine ter, in fecundo ter, at in ter
tio femel reperitur. Syftema quarti ordinis a b in primo
ordine quater, in fecundo fexies, in tertio quater, in quarto
femel ineft. Denique fyftema quinti ordinis in. primo ordine
quinquies occurrit, in- fecundo decies, in tertio: decies, in.
quarto quinquies, in quinto femel. Ex quo manifeftum: ef&
hos numeros conuenire cum coëfficientibus binomii ad, po¬
teftates eleuato, fiquidem, Qmnia fyftemata in ipfo principali
femel continentur. . - -
§. 19. Hinc ergo in genere pro quouis. fyftemate
cuiuspiam ordinis inferioris facile affignari poteft, quot;modis
in quolibet ordine fuperiore, occurrat, id quod fequens tabHla
manifefto declarabit , vbi fyftema principale littera Q,. fy*
fìemata autem primi , fecundi , tertii, quartii, etc. Qrdinis
notis romanis I, II, III, IV V, VI denotabo. -
-.
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O | I ■ II [III {IV IV [VI
„T|-|-|T|T|T
111- I i I ' I
m, — 2 I I I 2 I I |
m— 3 [ 1 | 3 ; 3 1 I
mi- 4. | 1 1 4- 4. I I
m— 5 I I I 5 ! I o I I o ] 5 I I
m— 6 I I ! 6 || I 5 se{*s 6 I I
— -|-!— | — | — | — i -\-!
m— A|[^]|[?] [[?]! [%]i[?]|[*]|[?]
§. zo. Confideremus nunc numerum fchedularum,
quae quouis tra&u tam ex fyftemate principali aétu extra
huntur, quam ex fyftematibus deriuatis extrahi concipi pos
funt , quae quidem ex principali facillime deduci poterunt.
Quodfi quouis tra&u vnica littera extrahatur, pro fyftemate
principali numerus tra&uum diuerforum erit = [*] ; fin
autem binae litterae fimul extrahantur, numerus omnium
tra&uum diuerforum erit '. T = r = ["]. Si ternae litterae
quouis tra&tu extrahantur, numerus tra&uum diuerforum
erit [7] , atque in genere , fi i litterae quouis traétu ex
trahantur, numerus omnium tra&uum diuerforum erit [#].
Sin autem tales extra&iones etiam ex fyftematibus deriuatis
fieri concipiantur, pro quolibet fyftemate ordinis primi nume
rus traétuum diuerforum erit ["-E i], ordinis fecundi = […],
ordinis tertii [THF:], et ita porro.
§. 21. Quodfi iam hae extra&iones bis repetantur,
quoniam pro fyftemate principali quemlibet traétum non
folum
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folum reliquae omnes fequi poffunt, fed etiam ipfae, nu
merus diuerforum cafuum erit [;]'. Si tres | extra&io.
nes fucceffiue inftituantur, omnium cafuum numerus erit [#]';
atque in genere , fi n extraétiones fibi fuccedant , numerus
omnium cafuum poffibilium erit [#.]", quem numerum litte
ra A fupra defignauimus, ita vt fit A = [#]".
§. 22. Simili modo numerus omnium cafuum, qui in
quolibet fyftemate primi ordinis locum habere poffünt, eft
“H]"; quare cum horum fyftematum numerus fit [?],
numerus omnium cafuum, quem primus ordo praebet, erit
[j][*F']', quemque littera A defignemus, ita vt fit A-[7][!;'j'.
Eodem modo facile intelligitur, numerum omnium cafuum,qui ex fingulis fyftematibus oriri poffunt effe . i
pro ordine fecundo B= [7] [" H*]",
pro ordine tertio C= [?] [*H]",
pro ordine quarto D = [f] [TH.]*,
et ita porro. His iam praemiffis folutiones fingulorum Prq
blematum praecedentium facile expedire licebit.
Pro Problemate primo.
§. 23. Cum in hoc Problemate ex omnibus cafibus
poffibilibus , quorum numerus eft A, ii enumerari debeant,
qui omnes m litteras inuoluunt, inde excludamus primo
omnes cafus, qui tantum m — I litteras, vel pauciores con
tinent, quQd fiet fi omnes cafus poffibiles primi ordinis,
quorum numerus eft A, aufferamus. Hoc enim modo ca
fus, qui m — 1 litteras continent, e medio tollentur. At vero
cafus qui m — 2 litteras continent, bis aufferentur hoc modo;
vnde
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vnde in 'formula A -A femél defieiefit , ita vt eo
|rum numerus 1 — 2 = — I.. At 'pro'cafibus m — 3 litteras con
tinentibus • numerus, quo in*formula A — A occurrent, erii
1 — 3 = — 2. Simili modo *pro m-4 habebimus 1—4=—3,
et ita porro, t qui ergo | cafus deficientes iterum , reftitui de.
bebunt. -.
§. 24. Cafus autem , formae m —2 femel deficientes
<reftituentur, fi ad formulam A—A addatur . B. -Hoc autem
modo : terminos, formae m — 3 ter adduntur, cum tamen bis
tantum deficiffent, ergo nunc femel abundabunt, fiue index erit
+I. At forma m-4 fexies adiicitur, cum tantum ter defuifTet,
ideoque index erit -+- 3. Simili modo pro terminis formae
m — 5 index erit Io —4 = -+- 6, et ita porro.
*
§. 25. Vt igitur hos cafus iam abundantes iterum
tollamus, fubtrahamus omnes cafus ordinis tertii : — C. Hoc
enim modo termini formae m — 3 penitus tollentur, reliqui
autem nimis crebro aufferentur, fcilicet pro ordine m — 4
index erit — I , pro ordine m — 5, index erit — 4, etc.'
1^
§. 26. Quia forma m — 4 femel deficit, reftitutio
fiet addendo litteram D. Inferiores autem nunc redunda
bunt fecundum indices I, 5, 15, etc. vnde E fubtrahendo hi
tollentur ; quod minis fubtraétum eft additione litterae F
reftituetur, et ita porro.
.
- §. 27. Hinc iam fatis manifeftum eft, ex forma A
fublatos effe omnes cafus pauciores quam m litteras conti
nentes, quorum ergo reftantium numerus erit
A — A -+- B — C + D — E + F —retc.
quem
.
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quem indicauimus per X, ficque Solutio primi Problematis
firmiter eft demonftrata. - -
•, - * *
Pro Problemate fecundo.
§. 28. Manifeftum eft , fecundum idem, quo hié
vfi fumus, ratiocinium procedendo, demonftrationem pro fe
cundi Problematis folutione adornari poffe. Nec opus -erit
omnia tam prolixe exponere. Cum enim ex numero ca
fuum poffibilium A ii fint enumerandi, qui tantum m- I lit
teras continent, ftatim patet, hinc excludendos effe omnes
cafus m — 2 litteras continentes, quod fiet fi a numero A
numerus B fubtrahatur. At tabula fupra § 19 data declarat,
hoc modo terminos formae m — 3 ter ablaturos effe, cum
tamen femel tantum fubtrahi debuiffent , et ita de reliquis
formis. Ad eos reftituendos addatur numerus 2 C, quo nu
meri deficientes formae m — 3 penitus tollentur : redunda
bunt autem numeri formae m — 4, indice 3 ; ac magis fu
perfluunt fequentes. Quo priores tollantur iterum fubtrahi
debet numerus 3 D , quo fublato termini formae m — 4 ex
clufi erunt. Deficientes numeri formae m — 5 et fequen
tium iterum additione numeri 4 E erunt reftituendi, et ita
porro , quibus operationibus pera&tis numerus reftantium
er1t.
Σ/=A—B—4— 2C—3D—4-4E— 5F—H etc.
ficque folutio fecundi Problematis eft demonftrata.
Pro Problemate tertio.
a) Hic a numero A fubtrahi debet numerus
C, quo cafus m — 3 fchedularum excludantur, et quia hoc
a&bo numerus m — 4 quater fubtrahitur, cum tantum fe4
Æuleri 0p. Anal. Tom. II. X x mel
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i
mel redundabat, iterum addi debet numerus 3 D, quo ille et
feqnentes deficientes reftituantur. Quod excedit fubtra&ione
numeri 6 E tolletur: deficientes vero additione numeri Io F
reftituendi funt, et ita porro, vnde numerus cafuum m — 3
litteras continentium erit
Σ^= A-c-- 3 D— 6 E+ io F- etC.
quemadmodum in folutione tertii Problematis affeueraui. Hoc
modo igitur haec etiam folutio firmiter eft demonftrata.
* iv. -
,^zz/e» z. 02/zzrrz//z z'ozzz. zz. 7.178. 7 .
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